This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  preserved  for  generations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 
to  make  the  world's  books  discoverable  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 
to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 
are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that 's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journey  from  the 
publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automated  querying. 

We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  file s  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  file  is  essential  for  informing  people  about  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  responsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can't  off  er  guidance  on  whether  any  specific  use  of 
any  specific  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
any  where  in  the  world.  Copyright  infringement  liability  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  Information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  the  world's  books  white  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  füll  text  of  this  book  on  the  web 


at|http  :  //books  .  google  .  com/ 


Sitzungsberichte 

der 

mathematisch-physikalischen  Klasse 

der 

K.  B.  Akademie  der  Wissenschaften 


zu  Miünch^Di,.  .: 


Band  XXXVII.    Jahrgang  1907. 


Münehen 

Verlag  der  K.  B.  Akademie  der  Wissengchaften 
1908. 

Id  KommiMion  &m  6.  Franz'seh«!!  YarlAga  (J.  Roth). 


Akademiscbe  Bnohdruckorei  Ton  F.  Straub  in  München. 


Übersicht 

des  Inhaltes  der  Sitzangsberiehte  Bd.  XXXVII 
Jahrgang  1907. 

Die  mit  *  beMiehn«ten  Abhandlungen  sind  in  den  SiUangsberiohten  nicht  abgedraokt. 


SU/sung  vom  12.  Januar  1907. 

•F.  Lindemann:   Über  die  Bewe^ng  der  Elektronen.    I.  Teil 
6.  Landsberg:  Zar  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen 


Seite 

I 
3 


Sitzung  vom  9.  Februar  1907. 

*K.  ▼.  Linde:  Ober  Versuche  zur  Feststellung  des  Wärmedurch- 
ganges von  einem  wärmeren  zu  einem  kälteren  Wasserstrome 
durch  eine  Metallwand 16 

L  Barmester:  Einetographische  Verwandtschaft  ebener  Systeme 

und  räumlicher  Systeme 17 

•E-Voit:   Über  den  zeitlichen  Ablauf  der  Eiweißresorption  .  16 


Sütfung  vom  2.  März  1907. 

M.  Th.  Edelmann:  Neues  Absorptions-Hygrometer 

C.  W.  Lutz:   Über  ein  Saitenelektrometer  (mit  Tafel  I)    . 

A.  Voss:   Über  Krümmung  und  konforme  Transformation 


35 
61 
77 


Sitzung  vom  4.  Mai  1907. 

*W.  K.  Röntgen:  Über  die  Leitung  der  Elektrizität  in  Kalkspat 

und  über  den  Einfluß  der  X-Strahlen  darauf  .113 


IV 

Sitzung  vom  8.  Juni  1907,  seite 

K.  Goebel:    Experimentell-morphologische  Mitteilungen  .119 

S.  Günther:   Ein  Naturmodell  der  Danenbüdung  .        .139 

A.  Sommerfeld:   Über  die  Bewegung  der  Elektronen   .  155 


Sitzung  vom  6.  Juli  1907, 

*R.  Hertwig:    Untersuchungen  über  das  Sexualitäts-Problem  173 

*F.  Lindemann:    Über  die  Bewegung  der  Elektronen.    II.  Teil     173 
*P.  P.  Koch:    Über  die  Abhängigkeit  des  Verhältnisses  der  spezi- 
fischen Wärme   ;t^  =  Ä;  in  trockener  kohlensäurefreier  atmo- 

O  V 

sphärischer  Luft  von  Druck  und  Temperatur  .  .  .175 
*K.  Parrot:    Beiträge  zur  Ornithologie  Sumatras   und   der  Insel 

Bangka 175 

F.  Lindemann:    Zur  Elektronentheorie 177 

Fr.  Thalreiter:  Flächen  eines  dreifach  un endlich  linearen  Systems, 

welche  mit  einer  gegebenen  algebraischen  Raumkurve  eine 

Berührung  S.Ordnung  eingehen 211 


Ö/fentliche  Sitzung  zur  Feier  des  148,  Siiffungstages 
am  16,  März  1907, 

K.  Th.  V.  Heigel:    Ansprache 233 

C.  V.  Voit:   Nekrologe 249 


Sitzung  vom  J9,  November  1907, 

*S.  Günther:   Über  einen  portugiesischen  Portulanatlas  des  Ent- 

deckungszeitalt^rs 277 

A.  Joffe:  Eine  Bemerkung  zu  der  Arbeit  von  £.  Laden  bürg:  Über 
An^Eingsgesch windigkeit  und  Menge  der  photo- elektrischen 
Elektronen  etc.  (mit  Tafel  II) 279 

A.  Sommerfeld:   Zur  Diskussion  über  die  Elektronentheorie         .    281 


Sitzung  vom  7,  Dezember  1907, 

*K.  A.  Hofmann:    Über  die  Struktur  der  Cyanide  .282 

F.  L  i  n  d  e  m  a  n  n :  a)  Über  das  sogenannte  letste  Fermatsche  Theorem    287 

b)  Zur  Elektronentheorie  11 853 


V 

Seite 
J.  6.  Messerschmitt:  Magnetische  Ortsbestimmungen  in  Bayern. 

3.  Mitteilung 381 

*Dr.  Wassilieff:   Japanische  Aktinien 285 

O.Perron:  a)  Über  die  Konvergenz  der  Jacobi-Kettenalgorithmen 

mit  komplexen  Elementen 401 

b)  über   die  Eettenbruchentwicklung   des  Quotienten 
zweier  Besselschen  Funktionen  ....    483 

Protokoll  über  die  Sitzung  der  luftelektrischen  Kommission  der  kar- 
tellierten Deutschen  Akademien  zu  München  am  26.  Oktober 
1907  605 


Öffentliche  Sitzung  zu  Ehren  Seiner  Königlichen  Hohät 
des  Primregenten  am  14,  November  1907, 

•K.Th.v.  Heigel:    Rede 520 

Wahlen 520 


Eingelaufene  Druckschriften  im  Jahre  1907      ....      1*— 40* 


Ordentliche  und  ausserordentliche  Mitglieder 
der  Kgl.  Bayer.  Akademie  der  WissoBsohaften 

im  Februar  1908. 


I.  Philosophisch -philologische  Klasse. 

a)  Ordentliche  Mitglieder. 

Dr.  y.  Amira,  Großh.  Bad.  Hofrat,  o.  Universitäts-Professor,  Möhlstr.  87. 

,    Grusins  Otto,  Großh.  Bad.  Geh.  Hofrat,  o.  Univ.-Prof.,  Widenmayer- 

straße  lO/iii. 
,    Frhr.   v.  Hertling  Georg  Fr.,  Exzllz.,   Reichsrat  der  Krone  Bayern, 

K.  Geh.  Rat,  o.  Univ.-Prof.,  Kaulbachstr.  91.  i. 
,    Emxnbacher  Karl,  o.  Univ.-Prof.,  Amalienstr.  77/ii. 
,    V.  Kuhn  Ernst,  K.  Geh.  Hofrat,  o.  Univ.-Prof.,  Heßstr.  5/i. 
,    Lipps  Theodor,  o.  Univ.-Prof.,  Friedrichstr.  4/i. 
,    V.  MfiU«r  Iwan,  K.  Geh.  Rat,  o.  Univ.-Prof.,  Siegfriedatr.  21 /i. 
,    Mnncker  Franz,  o.  Univ.-Prof.,  Liebigstr.  39/i  2.  Aufg. 
,    Paul  Hermann,  o.  Univ.-Prof.,  Kaulbachstr.  62a/ii. 
,    Wecklein  Nikolaus,   K.  Oberstudienrat,    Gymnasialrektor,   Ludwig- 

stra&e  U/i  3.  Aufg. 
,   V.  WölfElin  Eduard,  K.  Geh.  Rat,  o.  Univ.-Prof.,  Heßstr.  I8/11. 

b)  Ausserordentliche  Mitglieder. 
Dr.  Heiser  Karl,  K.  Gymnasialrektor  a.  D.,  Giselastr.  17/ii. 
,    Ohlenschlager  Friedrich,  K.  Oberstudienrat,  Gymnasialrektor,  Gabels- 

bergerstraße  20a/iii. 
,    Sandberger  Adolf,  a.  o.  Univ.-Prof.,  Prinzregentenstr.  48/j. 
,    Vonmer  Friedrich,  o.  Univ.-Prof.,  Königinstr.  67/iv. 

II.  Mathematisch -physikalische  Klasse. 
a)  Ordentliche  Mitglieder. 

Dr.  ▼.  Baeyer  Adolf,  K.  Geh.  Rat,  0.  Univ.-Prof.,  Arcisstr.  1. 
,    V.  Dyck  Walther,  K.  Geh.  Hofrat,  0.  Prof.  d.  Techn.  Hochsch.,  Hilde- 
gardstraße l'/^/iii. 
.    Ebert  Hermann,  o.  Prof.  d.  Techn.  Hochsch.,  Karl  Theodorstr.  12  a. 
.    Finsterwalder  Sebastian,  o.  Prof.  d.  Techn.  Hochsch,  Franz  Joseph- 

straße  6 An. 
.    Qoebel  Karl,  K.  Geh.  Hofrat,  o.  Univ.-Prof.,  Luisenstr.  27/n. 
,    V.  Oroth  Paul  H.,  K.  Geh.  Hofrat,  o.  Univ.-Prof.,  Kaulbachstr.  62/i. 
,    Oflnther  Siegmund,  o.  Prof.  d.  Techn.  Hochsch.,  Akademiestr.  5/iii. 
,    Hartwig  Richard,  K.  Geh.  Hofrat,  o.  Univ.-Prof.,  Schackstr.  2/iii. 


Dr.  V.  Linde  Karl,  o.  Prof.  d.  Techn.  Hochsch.,  Prinz  Ludwigshöhe,  Heil- 
mannstraße  17. 

,  Lindemaim  Ferdinand,  K.  Greh.  Ho^t,  o.  Univ.-Prof.«  Franz  Joseph- 
straße 9/i. 

„    Pringsheim  Alfred,  o.  Üniv.-Prof.,  Arciastr.  12/i. 

,     Radlkofer  Ludwig,  o.  Univ.-Prof.,  Sonnenstr.  7/t. 

„    Ranke  Johannes,  o.  Üniv.-Prof.,  Briennerstr.  25/iii. 

,  Eöntgen  Wilhelm  Konrad,  K.  Geh.  Rat,  o.  Üniv.-Prof.,  Äußere  Prinz- 
regentenstraße 1. 

,    Rothpletz  August,  o.  Univ.-Prof.,  Giselastr.  6/i. 

„    Rftekert  Johannes,  o.  Üniv.-Prof.,  Nußbaumstr.  lO/o. 

,  V.  Seeliger  Hugo,  K.  Geh.  Rat,  o.  Üniv.-Prof.,  K.  Sternwarte  (Bogen- 
hauten). 

,     Voss  Aurel,  o.  Üniv.-Prof.,  Habsbuigerstr.  l/ii. 

b)  Aosserordentllche  Mitglieder. 

Dr.  Bnrmester  Ludwig,  o.  Prof.  d.  Techn.  Hochsch.,  Kaulbachstr.  83/ii. 
,    FOppl  August,  0.  Prof.  d.  Techn.  Hochsch.,  Hetßstr.  lO/ii. 
,    Hofmann  Karl,  a.  o.  Üniv.-Prof.,  Arcisstr.  1. 

,    Hnthmann  Wilhelm,  o.  Prof.  d.  Techn.  Hochsch.,  Schellingstr.  II6/1. 
,     Volt  Erwin,  0.  Prof.  a.  d.  Tierärztl.  Hochsch.,  Augustenstr.  3/iii. 

III.  Historische  Klasse. 

a)  Ordeotliclie  Mitglieder. 

Dr.  Baumann  Franz  Ludwig,  K.  Reichsarchivdirektor,  Theresienstr.  14/iii. 
,     Brentano  Lujo,  K.  Sachs.  Geh.  Hofrat,  o.  Üniv.-Prof.,  Mandlntr.  5. 
,     Friedrich  Johann,  0.  Üniv.-Prof.,  von  der  Tannstr.  17/it. 
,     Granert  Hermann,  K.  Geh.  Hofrat,  o.  Üniv.-Prof.,  Isabell astr.  25/i. 
,     V.  Heigel  Karl  Theodor,  K.  Geh.  Rat,  0.  Üniv.-Prof.,  Theresienstr.  76/i. 
,     POhlmann  Robert,  0.  Üniv.-Prof.,  Hohen zollemstr.  6. 
,    Pmtz  Hans,  K.  Geh.  Reg.-Rat,  Üniv.-Prof.,  Galeriestr.  23/i. 
,    V.  Reber,  K.  Geh.  Rat,  o.  Prof.  d.  Techn.  Hochsch.,  Kaulbachstr.  31/o  1. 
,     V.  Biezler  Sigmund,  K.  Geh.  Rat,  o.  Üniv.-Prof.,  K.  Maximilianeum. 
„    y.  Rockinger  Ludwig,  K.  Geh.  Hofrat,  Reichsarchivdirektor  a.  D., 

Ludwigstr.  12/o. 
,     Simonsfeld  Henry,  a.  0.  Üniv.-Prof.,  Schellingstr.  89/iii. 

b)  Ansserordentliclie  Mitglieder. 
Dr.  Doeberl  Michael,  Honorarprofessor  an  der  Universität,    Schönfeld- 
strasse 6/Tn. 
,     Qnidde  Ludwig,  Professor,  Gedonstr.  4. 
,     Riehl  Berthold,  a.  o.  Üniv.-Prof.,  Ohmstr.  lO/iii. 


Sitzungsberichte 


der 


Königl.  Bayer.  Akademie  der  Wissenscl 


Mathematisch-physikalische  Klasse. 

Sitsning  vom  12.  Januar  1907. 

1.  Herr  Feedinand  Ldtobmann  legt  eine  Arbeit:  »Über  die 
Bewegung  der  Elektronen,  L  Teil*  vor  und  bespricht 
die  Resultate  derselben.  Die  Arbeit  ist  für  die  Denkschriften 
bestimmt 

Die  Beobachtungen  an  den  Kathodenstrahlen  haben  be* 
kanntlich  dazu  geführt,  eine  atomistische  Theorie  der  Elektrizität 
ZQ  entwickeln;  jene  Strahlen  sind  nichts  anderes  als  ein  Strom 
kleinster  elektrischer  Teilchen  oder  Elektronen.  Da  die  Aus- 
breitung der  elektrischen  Kraft  Zeit  erfordert,  so  steht  ein 
bewegtes  Elektron  in  einer  späteren  Zeit  noch  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Kräfte,  die  Yon  ihm  selbst  zu  einer  früheren  Zeit 
ausgegangen  sind.  Dieser  Einfluß  verleiht  dem  bewegten  Elek- 
tron eine  Eigenschaft,  die  der  Trägheit  der  materiellen  Massen 
entspricht,  indem  eine  Änderung  der  Geschwindigkeit  des  Elek- 
trons nur  infolge  der  Wirkung  einer  äußeren  Kraft  eintreten 
kann,  die  Bewegung  mit  konstanter  Geschwindigkeit  also 
kräftefrei  erfolgt,  wenigstens  bei  Unterlichtgeschwindigkeit. 
Gestützt  auf  solche  Erwägungen  ist  man  neuerdings  dazu  über- 
gegangen, die  Trägheit  der  materiellen  Massen  auf  diese  schein- 
bare Trägheit  der  bewegten  Elektronen  zurückzuführen,  um  so 
die  ganze  Mechanik  der  Massen  elektrodynamisch  zu  begründen 
and  schließlich  eine  elektromagnetische  Theorie  des  Weltgebäudes 
zu  entwickeln.     Bei  der  hohen  Bedeutung  derartiger  kühner 
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Spekulationen  für  die  Klärung  der  mechanischen  GrundbegriflFe 
erscheint  es  vor  allem  nötig,  die  Grundlagen  der  Betrachtung 
genau  zu  prüfen  und  die  aus  den  Differentialgleichungen  der 
Elektronentheorie  zu  ziehenden  mathematischen  Folgerungen 
möglichst  in  alle  Einzelheiten  zu  verfolgen.  Dabei  ergibt  sich 
das  Resultat,  daß  die  erwähnte  Anschauung,  nach  welcher  die 
Bewegung  des  Elektrons  mit  konstanter  Geschwindigkeit  sich 
von  selbst,  d.  i.  ohne  Hinzufügung  äußerer  Kräfte,  aufrecht 
erhält,  nicht  mit  jenen  Grundgleichungen  verträglich  ist. 
Sowohl  bei  konstanter  Unter-  als  bei  konstanter  Überlicht- 
Geschwindigkeit  erzeugt  das  bewegte  Elektron  verzögernde 
Kräfte  auf  sich  selbst,  die  durch  Hinzufügung  einer  äußeren 
Kraft  aufgehoben  werden  müssen.  Der  Übergang  von  Unter- 
zu  Überlicht-Geschwindigkeit  und  umgekehrt  gestaltet  sich 
einfacher,  als  nach  den  bisherigen  Theorien,  die  zu  dem  Zwecke 
unendlich  große  Kräfte  in  Anspruch  nehmen.  Hiernach  er- 
scheint es  zweifelhaft,  ob  die  elektromagnetische  Erklärung 
der  materiellen  Mechanik  sich  ohne  Einführung  neuer  Hypo- 
thesen wird  durchführen  lassen.  Auch  die  Analogie  eines 
konstanten  elektrischen  Stromes  mit  einem  Strome  von  Elek- 
tronen, die  sich  mit  kon.stanter  Geschwindigkeit  bewegen,  ist 
nicht  so  vollständig,  wie  man  bisher  voraussetzte,  indem  ersterer 
keine  Selbstinduktion  zeigt,  der  Konvektionsstrom  bewegter 
Elektronen  aber  auch  bei  konstanter  Geschwindigkeit  auf  sich 
selbst  induzierend  wirkt. 

2.  Herr  Alfred  Fbinosheim  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Professor  Georg  Landsberq  in  Kiel:  »Zur  Theorie  der  ellip- 
tischen Modulfunktionen**  vor. 

Der  Verfasser  untersucht  nach  dem  Vorgange  von  Cayley 
den  arithmetischen  Charakter  der  unendlichen  Produkte,  durch 
welche  die  Modulfunktionen  dargestellt  werden,  und  legt  eine 
Methode  dar,  nach  der  die  Wertänderungen  bestimmt  werden 
können,  welche  die  auftretenden  Doppelsummen  bei  Vertau- 
schung der  Summationsfolgen  erfahren. 


Zur  Theorie  der  elliptisclieii  Modulfunktionen. 

Von  Georg  Landsberip  in  Kiel. 

(Biitgdaufm  18.  Januar.) 

Cayley  hat  sich  in  seinen  letzten  Ijebensjahren  mit  dem 
arithmetischen  Charakter  der  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Modulfunktionen  auftretenden  Produktentwicklungen  beschäftigt 
und  sich  bemüht  das  Verhalten  der  durch  sie  dargestellten  Funk- 
tionen bei  linearer  Transformation  der  unabhängigen  Variabelen 
durch  Umformung  in  Doppelprodukte  zu  gewinnen.^)  Bei 
dieser  Untersuchung  ist  er  indes  auf  Schwierigkeiten  gestossen, 
die  er  nicht  überwunden  hat  und  die,  kurz  gesagt,  darin  be- 
stehen, daß  die  erhaltenen  Doppelsummen,  resp.  Doppelprodukte 
bedingt  konvergent  sind  und  darum  eine  Vertauschung  der 
Sununationsordnung  nicht  gestatten.  Diesen  Schwierigkeiten  ist 
Herr  Weber*)  durch  Heranziehung  der  Eroneckerschen  örenz- 
formeP)  gerecht  geworden,  aus  welcher  sich  die  gewünschten 
Resultate,  allerdings  nur  unter  einschränkenden  Annahmen  für 
den  Bereich  der  Variabelen,  durch  geeignete  Grenzübergänge 
gewinnen  lassen.  Aber  in  dem  Briefwechsel  der  beiden  Ge- 
lehrten tritt  mehrfach  der  Gedanke  hervor,  daß  es  einen  direkten 
Weg  geben   müsse,    um   die  Wertänderung   der    betrachteten 


^)  Sur  la  fonetion  modulaire  z  M-   Comptes  Rendus  12.  Jun.  1893. 
Vier  Briefe  über  elliptische  Modulfunktionen.   Math.  Ann.,  Bd.  47,  S.  1—5. 

*)  Bemerkungen  zu  den  vorstehenden  Briefen.   Math.  Ann.,  Bd.  47, 
S.  6-19. 

■)  Krön  eck  er,  Berliner  Sitzungsberichte  1863,  83,  86,  89. 

Weber,  Elliptische  Funktionen  und  algebraische  Zsihlen,  §  113. 
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analytischen  Gebilde  als  Folge  der  Summationsänderung  erkennen 
zu  lassen.  Im  folgenden  glaube  ich  eine  Methode  angeben  zu 
können,  welche  jener  Forderung  genügt.  Es  ergibt  sich,  daß  die 
beiden  verschiedenen  Doppebummen,  die  zu  verschiedenen  Anord- 
nungen der  Summenbildung  gehören,  direkt  miteinander  ver- 
gleichbar sind  und  dall  ihre  Differenz  ein  bestimmtes  Integral 
ist,  welches  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht  ausgewertet  werden 
kann.  Der  Kürze  der  Darstellung  halber  führe  ich  die  Methode  nur 
an  dem  Beispiele  der  Diskriminante  rj  (co)  durch;  sie  bleibt  aber 
auch  für  die  übrigen  in  jenem  Briefwechsel  betrachteten  Modul- 
funktionen anwendbar,  und  sie  bedarf  nur  unwesentlicher  Modi- 
fikationen, wenn  andere  als  die  hier  untersuchten  Änderungen 
der  Summationsordnung  in  ihren  Wirkungen  diskutiert  werden 
sollen. 


In  der  Theorie   der  elliptischen  Modulfunktionen   werden 
aus  den  beiden  unabhängigen  Yariabelen  a>j,  co^  die  Summen: 

gebildet,  welche  über  alle  ganzzahlige  Wertepaare  (m^  m^)  mit 
Ausschluß  des  Paares  Wj  =  m^  =  0  erstreckt  sind ;  dieselben 
konvergieren  aber  nur  dann  absolut  und  unbedingt,  wenn  n  >  I 
ist.  Für  « =  1  hingegen  ist  der  Wert  der  Summe  von  der 
Anordnung  der  Glieder  abhängig;  je  nachdem  man  erst  über 
m^  und  dann  über  m,  oder  in  umgekehrter  Reihenfolge  summiert, 
erhält  man  die  beiden  Summen: 


(2) 


^  =  £S, ^    und 


«H  mtim,(o,  +  m,(o,y' 


wobei  »j,  und  jj,  die  beiden  Perioden  des  Integrales  zweiter 
Gattung,  aufgefaßt  als  Funktionen  der  entsprechenden  Perioden 
a>j  und  CO,  des  Integrales  der  ersten  Gattung,  bedeuten.     Die 
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beiden  Summen  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichungen 
sind  aber  niemals  einander  gleich;  denn  es  besteht  die  » Legendre- 
sche Relation'': 

(3)  (o^Ti^  —  co^tj^  =  ±2yzi, 

in  welcher  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem 
das  Perigdenverhältnis: 

(4)  a>  =  ^ 

eine  positive  oder  eine  negative  imaginäre  Koordinate  hat.  Wir 
stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  diese  Relation  direkt  aus  der 
obigen  Definition  der  Größen  i^^  und  tj^  durch  Vergleichung 
der  beiden  verschiedenen  Anordnungen  der  Summe  S^  abzuleiten. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten   wir  die  beiden  Größen  — 

und  —  als  Grenzwerte  der  beiden  mit  endlichem  X  gebildeten 
Summen: 


(5) 


1 


und 


m,^-A    «^OD  (Wj  CO,  +  Wj  CO,)*' 
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von  denen  die  erste  Über  sämtliche  Gitterpunkte  des  zu  den 
Perioden  co,  und  co^  gehörigen  parallelogrammatischen  Netzes 
erstreckt  ist,  die  im  Inneren  oder  auf  dem  Rande  des  von  den 
beiden  Parallelen  21,  3),  und  ©^  S,  begrenzten  Streifens  gelegen 
sind,  während  die  zweite  in  derselben  Beziehung  zu  dem  Parallel- 
streifen 8(2  Sg  Sg  ©g  steht.  Beide  Summen  vergleichen  wir 
zunächst  mit  einer  dritten,  endlichen  Summe: 

(6)  P,=    L      S 


deren  zugehörige  Gitterpunkte  im  Inneren  oder  auf  dem  Rande 
des  Parallelogrammes  AB  CD  gelegen  ist,  das  den  beiden 
Parallelstreifen  gemein  ist.  Demzufolge  finden  wir  för  die 
Differenz : 

«.2=-;.  mi=x+i  (m,  o>,  +  m,  cog)« 

m2=-fA      mi=— OD                          ^ 
I        yj  yj t 

wobei  sich  von  den  beiden  Teilsummen  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  die  erste  auf  den  Streifen  J),  D  (7  S, ,  die  zweite 
auf  den  Streifen  21,  -4  JB  S,  bezieht.  In  derselben  Weise  ergibt 
sich  für  die  Differenz: 

TT    P    =s        V]  Yl - 

nil=-j-il      1112=— 00                           ^ 
._       v>  y^ ;j^ 

"^     mi=-;.    «.j=-X-l   (W,  CO,    +  Wj  Cüg)^' 

wobei  die  erste  Teilsumme  zu  dem  Streifen  ©^jBCßj,  die 
zweite  zu  dem  Streifen  21^  ^  D  D^  gehört. 

Gehen  wir  nun  zur  Grenze  für  A  =  00  über,  so  ist: 

limr^='^-^,    limt/)='^*- 

CO,  Cüg 

und  der  Grenzwert  von  P^  ist  im  Bereiche  der  gleichmäßigen 
Konvergenz  der  Reihe  eine  eindeutige  Funktion  von  co„  cd,, 
welche  mit: 
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P(a)i,  a>,)«=limPa 

bezeichnet  sein  möge.  Von  den  vier  Summen  der  Gleichungen 
(7)  und  (8)  ist  aber  die  erste: 

1_ 

für  >l=  00  nichts  anderes  als  das  Integral: 

V    ^  da;,  da:,        _"p^  da;,  _     1       /•  d^r 

,^-\  *ii  (a;,  CO,  +  ^2  tt>g)*  "^  r ,  o>,  (co,  +  a;,  cOg)  ""  co,  fo,  ^>  £r  ' 

wobei  das  letzte  Linienintegral  in  geradliniger  Richtung  von 
dem  Punkte  cd,  —  cü,  oder  J  nach  co,  +  co,  oder  F  zu  führen 
ist.    Ebenso  ergibt  sich  für  die  übrigen  drei  Integrale: 

lim  "*£"'  "'S"*       ^ =T    f'         ^^i  ^^1 

1       n  djs 

~  a>,  a>2  Ä  ^ 

lim      X3         S - =  f   1  

1  n  djSf 

ö>,  et),  Br  ^ 

\^    ^      \] f =f    r a^i  «^2 

i=»  mi=-;i  «s=-A-i  (w,  o),  +  m,  cog)^       ^1  .Tc»  (a:,  co,  +  a:,  co,)» 

\       ^  dz 

~  CO,  cog  Sa  z  ' 

Man  erhält  hiernach  durch  den  Grenzübergang  die  beiden 
Gleichungen: 

0,  "^     "'      *'  A(Oy(O^JS;         fCÜ^CO^Z  CO,  COj       °     CO, CÜj 

»j         ^    *     *  bco^co^z      *i(o^(o^js;      CO, CO,     '^ -co,+ co,  ' 
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wobei  die  Logarithmen   als  Hauptwerte   zu  nehmen   sind   und 

somit  eindeutige  Funktionen  des  Periodenverhältnisses  a>  =  ~- 

werden.  Subtrahiert  man  schließlich  die  erste  der  obigen 
Gleichungen  von  der  zweiten,  so  vereinigen  sich  die  vier  In- 
tegrale zu  dem   um  das  Parallelogramm  AB  TA   erstreckten 

Integral 1  —  und  man  erhält  die  zu  beweisende  Relation : 

^  _  ^  =  -1-  Ifll 

in  welcher  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem 
die  Umkreisung  des  Nullpunktes  im  positiven  oder  im  negativen 
Sinne  erfolgt,  d.  h.  je  nachdem  das  Perioden  Verhältnis  co  eine 
positive  oder  negative  imaginäre  Koordinate  besitzt. 

Mit  Hilfe  der  Legendreschen  Relation  folgt  nunmehr  leicht 
das  Verhalten  der  Funktionen  tj^  und  rj^  bei  beliebiger  linearer 
Transformation  der  Perioden  w^  und  co^;  da  sich  jede  solche 
Transformation : 

co'i  =  a ö>i  -j-  /J ö>,,       o>i  =  y  CDi  +  i o>2     (ad  —  ßy  s=l) 

aus  elementaren  zusammensetzen  läßt,  für  die  sich  die  Ver- 
änderung von  ?7,  und  t)^  unmittelbar  übersehen  läßt,  so  ergibt 
sich: 

IL 

Wir  betrachten  jetzt  die  von  zwei  Periodenverhältnissen 
—   und  Y)    abhängige  Summe: 

welche  ebenfalls  über  alle  ganzzahligen  Wertepaare  (m, ,  m,) 
mit  Ausschluß  von  w,  =  m^  =  0  erstreckt  und  deren  Wert 
ebenfalls  von  der  Anordnung  der  Glieder  abhängig  ist.    Diese 
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Eeihe  konvergiert  bei  jeder  Gliederanordnung,  bei  welcher  die 
Reihe  S^  in  (l)  konvergiert  und  die  Funktion  des  Quotienten 

— ,  die  sie  bei  einer  bestimmten  Reihenfolge  der  Summation 

darstellt,  steht  in  innigem  Zusammenhange  mit  den  Funktionen 
i/j  und  172*  Denn  differenziiert  man  gliedweise  nach  <o^  und  co^, 
80  erhält  man,  falls  man  in  (10)  erst  über  m,  und  dann  über  m, 
summiert  und  co  auf  die  positive  Halbebene  beschränkt: 

1^=      SS, ^« T.  =  V, 

,j  j.    5  a>j  «,  «,  (m,  (o,  +  ♦»,  co^f 

d<p    V  V  -    ^* —  ^*       —       — .^^* 

nnd  hieraus  folgt  zunächst  die  Konvergenz  der  Reihe,  weil  die 
gliedweise  Integration  einer  gleichmäßig  konvergenten  Reihe 
gestattet  ist.    Weiter  aber  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (11): 

(12)  öf 9?  =  T^g da>j  —  Vi^^i  —  2 Tri  d! log  co, . 
Es  bleibt  also  das  Differential  der  Funktion: 

<p  +  2  Tri  log  CO, 

bei  linearer  Transformation  der  Perioden  ungeändert,  denn  es 
ist  infolge  der  Formeln  (9): 

rj^doy'i  —  rj'idco'i  =  rj^dcoi  —  tjidcOi. 
Bilden  wir  daher  die  Funktion: 

(13)  y  +  2.ilog^  =  i;S^--— yA-^«f^- 

*^a        «1  «a  (^1  ö>i  +  Wg  ö>,)  (Wj  i^j  +  Wj  U^) 

f 


+  2«ilog^ 


80  ändert  sich  diese  bei  jeder  linearen  Transformation  entweder 
ler  Perioden  ö>j,  co,  oder  der  Perioden  ß,,  Q^  nur  um  eine 
additive  Konstante,  und  wenn  man  beide  Periodenpaare  der- 
lelben  linearen  Transformation  unterwirft,  so  ist  die  Konstante 
[leich  Null,   weil  die  Funktion  verschwindet,   falls  die  beiden 
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Periodenpaare  koinzidieren.  Die  Funktion  ist  also  in  Beziehung 
auf  beide  eine  Modulform  erster  Stufe  bei  kongruenter  Ver- 
änderung der  Argumente. 

Man  kann  die  Funktion  in  mannigfacher  Weise  als  Differenz 
zweier  anderer  darstellen,  welche  nur  von  je  einem  der  beiden 
Periodenpaare  abhängen  und  im  wesentlichen  nichts  anderes 
als  die  in  der  Theorie  der  Modulfunktionen  auftretende  Dis- 
kriminante  A  (ö)„  cd^  (in  der  Bezeichnung  von  Herrn  Klein) 
oder  fj  (a>)  (in  der  Bezeichnung  von  Herrn  Weber)  sind. 

Sind  nämlich  n^  und  n^  zwei  ganze  oder  gebrochene  Zahlen, 
welche  zu  jedem  Zahlenpaare  (m,,  m^)  so  hinzubestimmt  werden, 

dafs: 

n,  m,  —  Wg  mj  =  1 
ist,  so  ist: 

^^  V-'  O),  ö,  —  0>j  ß. 


mi  m,  (Wj  a)j  +  mg  tt),)  (nij  Ö,  ~  w,  fi,) 
_  y^  y.  /  »,  (ü^jj-  Wj  ö^  ^  n,  Ü^  4-  n,  ÜA 

~  mi  m,  Wi  Ö>i  +  W,ö>j        m,  ö,  -i-  m,  ßj  ' 

wobei    in   jedem   Gliede   der  Summe   der  Minuend    bloß    von 

CO  *« 

(o  =  —^,   der  Subtrahend   bloß  von   D  =  >,'   abhängt.     Setzt 

man  also :  .         ^  .  ^ 

mau  aisu  .  ^  ^  ^^,^  ^      ^  ^  ^^  .^  ^ 

so  ergibt  die  Ausführung  der  Summation  über  w^: 

jj«  •    1 

(p=z-—{(o  —  Ö)-f-27rS  --  (ctg  Tim  ß  —  ctg  Tcmco) 

(14)  =^-(«,-fl,  +  4,iSi(-,-i^-,-'gs:) 

jj2  *  1   —  ö^« 

=  3-(«>-fi)-:4^iS^logj^-^.. 
Setzt  man  also  mit  Herrn  Weber: 

SO  ist: 

(15)  ^  =  4^iIog'^-^J. 

^     "^  ^  rj  (co) 
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In  der  Bezeichnung  von  Herrn  Klein  wird: 

gesetzt;  es  ist  alsdann: 

16)  <P  +  2  TT  J  loff      *  =  -TT  log  -T/-- T- 

Im  Gegensatz  zu  diesen  hergebrachten  Darstellungen  der 
Diskriminante  zJ(ö>,,ft)g)  läßt  die  Doppelsumme  (10),  von  der 
wir  hier  ausgegangen  sind,  die  Grenzstellen  der  Funktion  in 
Evidenz  treten  und  ergibt  das  Verhalten  der  Funktion  bei 
linearer  Transformation  als  Konsequenz  einer  Änderung  der 
Summationsordnung.  Die  Einführung  zweier  Argumentenpaare 
w,,  0),  und  ßj,  ßj  statt  eines  einzigen  erweist  sich  hierbei  als 
zweckmäßig  zu  übersichtlicher  Behandlung  der  betrachteten 
analytischen  Gebilde;  man  kann  nachträglich  natürlich  zu  Funk- 
tionen nur  eines  Argumentenpaares  übergehen,  indem  man  z.  B. 

Q 

^-  =  ioo,  also  ^  =  0  setzt. 

III. 

Das  Verhalten  der  Funktionen  rj  (co\  resp.  A  (o>j,  co^)  bei 
linearer  Transformation  wurde  im  vorigen  Abschnitte  aus  dem 
Verhalten  der  Funktionen  rj^  und  tj^  durch  Integration  er- 
schlossen. Man  kann  aber  das  gleiche  Verfahren,  welches  im 
ersten  Abschnitte  auf  die  Untersuchung  der  Wertänderung  der 
Summe  S^  bei  Vertauschung  der  Summationsordnung  ange- 
wendet wurde,  auch  in  ganz  analoger  Weise  auf  die  Summe 
9'(ö),  fi)  des  vorigen  Abschnittes  übertragen  und  auf  diesem 
zweiten  Wege  die  letzten  Resultate  in  direkter  Weise  erlangen. 

Zu  diesem  Zwecke  vergleichen  wir  die  Summen: 

17)     <p(~'   ^A=^J^ ^t  ^»  -  ^2  -Qi 

Vö>, '  fi J        n^  «,  {m,  w,  +  m,  Wg)  (w,  fl,  +  mg  ß^) 
md: 

\      ö^i'        ^J       ««  «1  (^1  ö>i  +  wt«  o>t)  (^1  ^1  +  ^h  ^2) 
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miteinander,  die  durch  Vertauschung  der  Summationsordnung 
auseinander  hervorgehen.  Bezeichnen  wir  das  allgemeine  Glied 
mit  a„i ,  so  erscheinen  die  ursprüngliche  und  die  transformierte 
Funktion  als  Grenzwerte  der  Summen: 

M|S:— A  nigss —  OD 

und: 

tn^ssi — A  9n|= —  OB 

für  A  =  00.  Wir  setzen  alsdann  beide  miteinander  in  Beziehung, 
indem  wir  sie  mit  einer  dritten  Summe: 

vergleichen.  Ganz  analog  wie  im  ersten  Abschnitte  ergibt  sich 
alsdann : 

mi=+A     m2=:o9  Mi]=-fX     m2=— oo 

mi=  -A  fii2=A4-l  «ii=— A  wj=— A— l 

fWjsE-^A     m|:=aD  m^s^-l-A     m|= — oo 

tii2= — A   m^=:A-{-l  ^1^^= — A  iif^:= — A — 1 

Gehen  wir  nun  zur  Grenze  für  A  =  oo  über,  so  konver- 
giert die  erste  der  vier  zuletzt  auftretenden  Teilsummen  gegen 
das  Doppelintegral: 

■y  |i      (ö>j  ßg  —  füg  ß,)  da;,  da?, 
-1  1  (Xi  CO,  +  rCg  CO,)  (x~ß,^^Ü^' 

welches  sich  durch  Ausführung  der  Integration  über  x^  als  das 
einfache  Integral: 

Y  ^  flog  5  -«'-'  -L^  _  log  ?L^L±.^A 

darstellen  läßt;  hierbei  sind  die  Logarithmen  in  der  auftreten- 
den Elammergröße  so  zu  wählen,  daß  ihre  Differenz  ver- 
schwindet,  falls  das  Periodenverhältnis  o)  =  — ^  mit  ß  =  -^ 

CO,  ß. 
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zusammenfallt.  Führt  man  die  gleiche  Rechnung  für  die  übrigen 
Doppelintegrale  aus,  so  ergibt  sich  schlieäUch: 

y^  y-y (Oj  Of  <0g  i^i 

(18)  «1 «,  K  ö>i  +  w,  cüj)  K  Q,  +  m,  ß,) 

-SSt co,i3,-a>,ß     —  «J(a>)-e7(ß), 

«,  m,  (Wj  a>i  +  w,  CO,)  (m,  flj  +  Wg  ßj) 

worin  «/(a>)  die  Summe  der  vier  Integrale: 

^(ö>)  =  J  -irlog(l  +  a:ö>)  — X  -^log(l  —Xü)) 

and  J(ß)  dieselbe  Funktion  von  Q  bedeutet;  die  Logarithmen 
können  und  sollen  hierbei  so  bestimmt  sein,  daß  sie  für  x  =  0 
Terschwinden. 

Die  noch  übrigbleibende  Aufgabe  der  Ermittelung  der 
Funktion  J{co)  erledigt  sich  am  einfachsten  durch  Differentiation 
nach  (o.     Man  findet  so: 

j         y     dx        V     dx Y      ^^         V      ^^ 

Das  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Aggregat 
ist  aber  nichts  weiter  als  die  Summe  der  vier  auf  geradlinigem 
Wege  erstreckten  Integrale: 

1  Y— +  -"?"'  — +  -T  —  +-T  — 

also  wie  ein  Blick  auf  die  obige  Figur  zeigt,  das  um  das  Parallelo- 
gramm AB  TA   in   positivem  Sinne   herumgeleitete   Integral: 

1   Cdz  _^  2711 

(üj     Z  CD 

Polglich  ist: 

J(a))  =  27ti  log  CO  +  const, 
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wobei  die  Integrationskonstante  zwar  fttr  unsere  Zwecke  be- 
langlos« aber  durch  die  Annahme  a>  ^s  1  leicht  bestimmbar, 
nämlich  gleich  n^  ist. 

Es  ergibt  sich  also  die  Relation: 

und  diese  Gleichung  steht  in  genauer  Übereinstimmung  mit 
der  Gleichung  (13)  des  vorigen  Abschnittes,  welche  aussagte, 
dag  die  Funktion: 


-^:M^^''^% 


bei  kongruenter  linearer  Transformation  der  beiden  Perioden- 
paare ungeändert  bleibt. 
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1.  Herr  Karl  v.  Linde  berichtet  über  Versuche,  welche 
im  Laboratorium  für  technische  Physik  (insbesondere  von  Herrn 
Pekwangeb)  zur  Feststellung  des  Wärmedurchganges 
von  einem  wärmeren  zu  einem  kälteren  Wasserstrome 
durch  eine  Metallwand  ausgeführt  worden  sind. 

Hiebei  hat  sich  für  konstante  Wassergeschwindigkeit  neben 
der  bekannten  proportionalen  Zunahme  der  Wärmemenge  mit 
der  Temperaturdifferenz  zwischen  den  beiden  Strömen  eine 
Abhängigkeit  dieser  Wärmemenge  von  der  mittleren  Temperatur 
ergeben,  welche  bei  kleineren  Temperaturdifferenzen  als  eine 
lineare  sich  darstellt,  bei  größeren  Differenzen  ein  langsameres 
Anwachsen  zeigt. 

Die  Abhängigkeit  des  Wärmedurchganges  von  der  Ge- 
schwindigkeit des  strömenden  Wassers  wird  in  hohem  Maße 
bestimmt  einerseits  davon,  ob  die  Geschwindigkeit  kleiner  oder 
großer  ist,  als  die  „kritische"  und  andererseits  durch  die  Be- 
schaffenheit der  Wandflächen.  Bei  Geschwindigkeiten  über  der 
»kritischen'  und  bei  rauhen  Wandflächen  erscheint  die  durch- 
gehende Wärme  für  konstante  Temperaturdifferenzen  als  eine 
quadratische  Funktion  der  Geschwindigkeit,  während  bei  glatten 
Wandflächen  für  Geschwindigkeiten  über  1,5  m.  p.  s.  diese 
Funktion  eine  fast  genau  lineare  ist,  nach  unten  hin  aber 
Abweichungen  zeigt,  welche  mit  dem  Übergange  zur  kritischen 
Geschwindigkeit  zusanunenhängen  dürften. 
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2.  Herr  Ludwig  Bubmesteb  hält  einen  Vortrag:  .Über 
kinetographische  Verwandtschaft  ebener  Systeme/ 

Bei  einer  gesetzmäßigen  Bewegung  eines  ebenen  Systems 
in  einem  als  ruhend  angenommenen  anderen  ebenen  System 
beschreibt  jeder  Punkt  des  bewegten  Systems  eine  Bahnkurve 
in  dem  ruhenden  System,  und  femer  beschreibt  jeder  Punkt 
des  ruhenden  Systems  eine  Bahnkurve  in  dem  bewegten  System. 
Werden  nun  den  Punkten  einer  Kurve  in  dem  einen  System 
die  Punkte  einer  Kurve  in  dem  anderen  eindeutig  zugeordnet, 
dann  beschreiben  je  zwei  zugeordnete  Punkte  entsprechende 
Bahnkurven  in  den  beiden  Systemen ;  und  in  jedem  Bewegungs- 
moment sind  die  Punkte  auf  den  entsprechenden  Bahnkurven 
entsprechende  Punkte  der  beiden  Systeme.  Die  hierdurch  de- 
finierte geometrische  Beziehung  dieser  Systeme  wird  eine  kineto- 
graphische Verwandtschaft  derselben  genannt. 

3.  Herr  E&wiN  Voit  spricht:  »Über  den  zeitlichen  Ab- 
lauf der  fiiweißresorption." 

Derselbe  berichtet  über  Versuche,  welche  Herr  Kuglek 
unter  seiner  Leitung  über  den  zeitlichen  Ablauf  der  Eiweiß- 
resorption bei  Tieren  angestellt  hat. 

Diese  lehren,  daß  der  Resorptionsverlauf  von  der  zu  Be- 
gimi  des  Versuches  im  Verdauungstraktua  vorhandenen  Eiweiß- 
menge abhängt.  Somit  muß  sich  die  Resorptionskurve  für 
geringere  Eiweißmengen  aus  der  bei  größerer  Zufuhr  gewon- 
nenen Kurve  ableiten  lassen.  Die  Form  der  Kurve  wird  durch 
die  Änderungen  im  Füllungszustande  des  Dünndarmes  bestimmt. 
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Kinetographische  Verwandtschaft  ebener  Systeme, 
und  räumlicher  Systeme. 

Von  Lndwigr  Bnrmester. 

{lÜHgaaufm  19,  Februar.) 


Allgemeine  Darlegungen. 

Die  Gesamtheit  aller  in  einer  Ebene  befindlichen  Punkte, 
deren  gegenseitige  Lage  sich  nicht  ändert,  wird  ein  starres 
ebenes  System  oder  kurz  ein  ebenes  System  genannt;  und 
analog  wird  die  Oesamtheit  aller  in  einem  Raum  befindlichen 
Punkte,  deren  gegenseitige  Lage  sich  nicht  ändert,  ein  starres 
räumliches  System  oder  kurz  ein  räumliches  System 
genannt. 

Bei  einer  gesetzmäßigen  Bewegung  eines  ebenen  Systems  S 
in  einem  anderen  ebenen  System  Z,  welches  wir  als  ruhend 
annehmen,  beschreibt  ein  angenommener  Punkt  A^  des  beweg- 
ten Systems  8  eine  Bahnkurve  oc  in  dem  ruhenden  System  £, 
und  femer  beschreibt  ein  angenommener  Punkt  A^  des  ruhenden 
Systems  £  eine  Bahnkurve  a  in  dem  bewegten  System  S, 

Wenn  wir  in  dem  System  8  auf  einer  gegebenen  Kurve  h^ 
die  Punkte  -4^,  B^^  C^  ,  ,  und  in  dem  System  ZI  auf  einer 
gegebenen  Kurve  xg  zunächst  der  Einfachheit  wegen  eindeutig 
zugeordnete  Punkte  Aö,  Bö,  T^ . .  annehmen,  dann  beschreiben  die 
Punkte  Agj  Bgj  C^ . .  des  bewegten  Systems  8  die  Bahnkurven 
a,  ^,  y . .  in  dem  ruhenden  System  Z  und  die  Punkte  Aö,  B(J,  Tg . . 
des  ruhenden  System  E  die  Bahnkurven  a,  6,  c. .  in  dem  be- 
wegten System  S.    In  jedem  Bewegungsraoment  bestimmen  die 

1907.  Sitznogsb.  d.  nutlL-phys.  KL  2 
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beschreibenden  Punkte  A^^  B^,  Ctg  •  *  des  Systems  S  auf  den 
zugehörigen  Bahnkurven  a,  /?,  y  . .  Punkte  A,  B»  F . .  in  dem 
System  Z,  und  ebenso  bestimmen  die  beschreibenden  Punkte 
Aßt  Bai  Fö . .  des  Systems  E  auf  den  zugehörigen  Bahnkurven 
a.b^c.  Punkte  Ä,  B,  C .  .  in  dem  System  S.  Die  so  in  jedem 
Bewegungsmoment  bestimmten  Punkte  A,  B,  F . .  und  A,B,C.. 
nennen  wir  entsprechende  Punkte,  die  beschriebenen  Bahn- 
kurven oc,  /?,  y . .  und  a,  ft,  c . .  entsprechende  Kurven  in  den 
ebenen  Systemen  Z,  S. 

Die  hierdurch  definierte  Beziehung  der  Systeme  Z»  S 
nennen  wir  eine  kinetographische  Verwandtschaft  zweier 
ebener  Systeme.  Dieselbe  ist  demnach  bestimmt  durch  eine 
gegebene  gesetzmäßige  Bewegung  des  Systems  S  in  dem  Sy- 
stem Z  und  durch  die  eindeutige  Zuordnung  der  Punkte  auf 
den  in  den  Systemen  S,  Z  gegebenen  Kurven  Ä^,  x^. 


Fig.  1. 


um  die  Bewegungsvorgänge  des  einen  der  Systeme  Sj  Z 
in  bezug  auf  das  andere  in  Fig.  1  zu  veranschaulichen,  sind 
in  dem  bewegten  System  8  auf  der  Kurve  kg  die  Punkte  Äg, 
Bg^  Cg,.  und  in  dem  ruhenden  System  Z  auf  der  Kurve  tc^ 


L.  Bunnester:  Eineiographiache  Verwandtschaft.  19 

die  eindeutig  zugeordneten  Punkte  A($,  B($,  r^  . .  angenommen. 
Die  Kurve  k^  sowie  die  Punkte  A^,  Bg,  Cg  .  .  des  Systems  S 
befinden  sich  im  Anfang  der  Bewegung  in  Deckung  mit  der 
Kurve  Xq  und  den  Punkten  Ao^  Bo»  Tq  . .  des  Systems  E;  und 
ferner  befinden  sich  die  Kurve  xq  sowie  die  Punkte  A^,  Bö,  Tß.  . 
des  Systems  £  in  Deckung  mit  der  Kurve  k^  und  den  Punkten 
Äq,  Bq,  Cfl  .  .  des  Systems  8,  Die  Punkte  Ag,  B^^  Cg  ,  ,  be- 
schreiben die  Bahnkurven  oc,  ß,  y . .  in  dem  ruhenden  System  Z 
und  die  Punkte  A(j,  Bö,  Tö  •  .  beschreiben  die  entsprechenden 
Bahnkurven  a,b,c..  in  dem  bewegten  System  S.  Durch  die 
Bewegung  des  Systems  S  gelangt  die  Kurve  kg  mit  den  Punkten 
.4^,  B^,  C^  ,  ,  aus  der  Anfangslage  Xq  (Ao»  Boi  Tq  .  .)  in  ver- 
schiedene Lagen  x,  (A,,  B,,  F,  . .),  x^  (Ag,  Bj,  Tj  . .)  •  m  die 
man  gleichsam  als  Abdrücke  von  kg  (A^,  B^^  (7^.  .  .)  auf  das 
ruhenden  System  Z  betrachten  kann.  Ferner  gelangt  die  in 
dem  ruhenden  System  Z  liegende  Kurve  «ö  '"^^  ^^^  Punkten 
Aö»  Bö,  Pß . .,  von  der  anfänglichen  Deckung  mit  k^  {Aq,  B^,  C^.,\ 
ausgehend  in  denselben  Momenten  zur  Deckung  mit  den  Lagen 
i,  (-^, ,  jBj  ,  Cj . .),  Äj  (-4j ,  JB, ,  (7j . .) . .,  die  auch  gleichsam  die  Ab- 
drücke von  x^  (Aö»  Bö»  Tö  .  .)  auf  das  bewegte  System  8  sind 
wenn  es  sich  in  der  zeichneten  Anfangslage  befindet.  Während  der 
Bewegung  von  8  beschreiben  die  Punkte  Agy  J5^,  Cg . .  die  Bahn- 
kurven oc,  /?,  y  . .  in  Z,  und  die  ruhenden  Punkte  Aö,  Bot  Tö  .  . 
beschreiben  die  Bahnkurven  a^b^  c . .  in  5,  die  also  über  diese 
Punkte  gleiten.  Wenn  femer  die  Kurve  kg  des  bewegten  Sy- 
stems 8  in  die  Lagen  x^,  x^.  .  gelangt,  dann  treten  die  in  8 
liegenden  Kurven  k^^k^  . ,  nach  einander  in  Deckung  mit  der 
Kurve  xg  des  ruhenden  Systems  Z-  Demnach  entspricht  der 
Schar  der  unter  sich  kongruenten  Kurven  A^,  Ä;,,  ik^  . .  in  S  die 
Schar  der  unter  sich  kongruenten  Kurven  x^,  x^^  x^  . .  in  T.] 
und  diese  Kurven  wollen  wir  die  Lagenkurven  nennen.  Da 
auch  die  Schar  der  Bahnkurven  a,b,c..  in  8  der  Schar  der 
Bahnkurven  oc,  ß,  y  .  .  in  Z  entspricht,  so  ergeben  sich  in  den 
Systemen  8,  Z  die  entsprechenden  Netze  der  Kurven  a,  6,  c. ., 
Jq,  i,,  Jfc,  . .  und  oc,  /?,  y  . .,  x^,  «,,  «j . .  mit  den  entsprechenden 
Netzpunkten 
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-^0  -^1  -^2  •  •  Ao  Aj  Aj  .  . 

B,B,B,..  BoB,  B,.. 

^0  ^1  ("9  •  •  To  Fj  Tg .  • 

Die  Kurven  a,  6,  c . . ,  Ä^ ,  Äj ,  Äg . .  in  iS  sowie  die  Kurven  oc,  /?,  y . ., 
^0»  ^1»  ^2  •  •  ^^  21  können  als  Parameterlinien  oder  als  krumm- 
linige Koordinaten  betrachtet  werden.  Einer  Kurve  in  S,  die 
z.  B.  durch  die  Punkte  Äq,  B^,  (7,  geht,  entspricht  in  dem 
System  Z  eine  durch  die  Punkte  Ao»  Bi»  Fj   gehende  Kurve. 

Die  Bahnkurven  a^b^c.,  und  oc,  ß,  y . .  sind  durch  die 
gesetzmäßige  Bewegung  des  System  S  bestimmt  und  ihre  Ver- 
teilung ist  durch  die  Zuordnung  der  Punkte  der  angenommenen 
Kurven  kg,  x^  bedingt;  und  mit  diesen  Kurven  sind  die  Lagen- 
kurven k^,  Äj,  ÄJg . .  und  ^0,  ?«,,  Xg  . .  gegeben,  deren  Lagerung 
durch   die   angenommenen  Bewegungsmomente   bestimmt  sind. 

Wenn  wir  insbesondere  kongruente  Kurven  Ä^,  x^  an- 
nehmen, die  in  ihren  Anfangslagen  x^,  k^  zusammenliegen,  und 
die  sich  denkenden  Punkte  dieser  Kurven  als  zugeordnete 
Punkte  betrachten,  dann  erhalten  wir  eine  spezielle  Zuordnung, 
die  wir  eine  identische  Zuordnung  nennen.  Die  speziellste 
identische  Zuordnung  ergibt  sich,  wenn  anstatt  der  Kurven  A^,  xg 
Gerade  angenommen  werden. 

Die  Bewegung  des  Systems  S  in  dem  System  Z  ist  be- 
stimmt, wenn  z.  B.  zwei  Kurven  oc,  ß  als  Bahnkurven  der  Punkte 
-4,,  Bg  gegeben  sind,  um  die  so  bestimmte  Bewegung  zu  ver- 
wirklichen und  die  Zeichnung  in  Fig.  1  auszuführen,  wird  die 
Kurve  k^  mit  den  Punkten  -4^,  2>,,  C^  . .  auf  ein  durchsichtiges 
Papierblatt,  welches  das  System  S  vertritt,  gezeichnet.  Dann 
führen  wir  die  Punkte  J.^,  B^  auf  den  Kurven  «,  /?,  markieren 
auf  dem  durchsichtigen  Papierblatt  in  verschiedenen  Lagen  des- 
selben die  Punkte,  die  sich  mit  den  Punkten  Aö»  B(Ji  T^  •  •  der 
ruhenden  Kurve  x^  decken.  Durch  diese  markierten  Punkte 
ergeben  sich  in  S  die  Bahnkurven  a.bjC,.^  die  während  der 
Bewegung   über   die  ruhenden  Punkte  Ag»  Bg,  Tg  .  .   gleiten. 
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Zugleich  markieren  wir  in  den  verschiedenen  Lagen  vermittelst 
Stiche  durch  den  Punkt  G^  die  Punkte,  welche  die  Kurve  y 
in  £  bestimmen. 

Um  die  Definition  der  kinetographischen  Verwandtschaft 
zu  verallgemeinem,  nehmen  wir  auch  eine  mehrdeutige  Zu- 
ordnung der  Punkte  auf  den  Kurven  X;^,  x^^  an;  und  es  kann 
jedoch  auch  bei  Annahme  einer  eindeutigen  Zuordnung  durch 
den  Bewegungsvorgang  eine  mehrdeutige  Zuordnung  eintreten. 
Wenn  z.  B.  die  Kurve  kg  mit  den  Punkten  Ä^,  B^y  Cg.  .  eine 
Gerade  ist,  die  von  ihrer  anfanglichen  Lage  x^  aus  geht  und 
durch  die  Bewegung  wieder  in  diese  Lage  gelangt,  aber  so, 
dag  die  auf  der  Geraden  Xq  liegenden  Punkte  Ao»  Bo»  Tq  .  ., 
die  sich  anfanglich  mit  den  Punkten  Ag^  £^,  C^ . .  der  Geraden 
i,  decken,  nun  wieder  mit  anderen  Punkten  A'^,  jB^,  0^ . .  des- 
selben zur  Deckung  gelangen ;  dann  ergibt  sich,  dag  auf  der  Ge- 
raden hg  die  Punkte  A'g,  B'g,  Cg . .  ebenso  wie  die  Punkte  Ag^ 
Bg^  Gg . .  den  Punkten  Ag»  Bg»  T^  .  .  der  Kurve  x^  zugeordnet 
sind.  Demnach  erscheint  bei  diesem  Bewegungsvorgang  eine 
zweideutige  Zuordnung  und  bei  Wiederholung  desselben  eine 
mehrdeutige.  Das  Gleiche  gilt  unter  denselben  Bedingungen, 
wenn  die  Kurve  kg  ein  Kreis  ist. 

Wird  in  jedem  der  Systeme  S,  Z  ein  zweckmäßiges  Ko- 
ordinatensystem angenommen,  sind  femer  die  Gleichungen  der 
in  dem  ruhenden  System  Z  befindlichen  Bahnkurven  zweier 
Punkte  des  bewegten  Systems,  deren  Abstand  bekannt  ist, 
gegeben,  und  ist  die  Zuordnung  der  Punkte  auf  den  Kurven 
i^,  xg  durch  Gleichungen  bestimmt,  so  kann  man  unter  günsti- 
gen Umständen  die  allgemeinen  Gleichungen  ableiten,  welche 
die  bestimmenden  Beziehungen  enthalten.  Die  Eliminationen 
zur  Erlangung  der  vier  reduzierten  Gleichungen  der  kineto- 
graphischen Verwandtschaft  sind  jedoch  nur  in  geeigneten 
Fällen  ausführbar. 

Zu  einer  kinetographischen  Verwandtschaft  zweier  ebener 
Systeme  S,  Z»  in  denen  sich  Punkte  entsprechen,  ergibt  sich 
durch  Dualität  eine  kinetographische  Verwandtschaft  zweier 
ebener  Systeme  S,  Z»  in  denen  sich  Gerade  entsprechen,  wenn 
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wir   anstatt   der   zugeordneten  Punkte    der   Kurven  k^^  x^  zu- 
geordnete Tangenten  dieser  Kurven  annehmen. 

Die  Definition  der  kinetographischen  Verwandtschaft  ebener 
Systeme  gilt  verallgemeinert  auch  für  die  kinetographische 
Verwandtschaft  räumlicher  Systeme.  Bei  einer  gesetzmäßigen 
Bewegung  eines  räumlichen  Systems  S  in  einem  anderen  räum- 
lichen System  Z,  welches  wir  als  ruhend  annehmen,  beschreibt 
ein  angenommener  Punkt  A^  des  bewegten  räumlichen  Sy- 
stems S  eine  Kurve  cc  in  dem  ruhenden  räumlichen  System  E, 
und  ferner  beschreibt  ein  angenommener  Punkt  A^  des  ruhen- 
den räumlichen  Systems  Z  eine  Kurve  a  in  dem  bewegten 
räumlichen  System  S.  Wenn  wir  nun  den  Punkten  A^^  S^  .  . 
einer  in  dem  bewegten  System  S  gegebene  Fläche  kg  eindeutig 
die  Punkte  A^,  Bö«,  einer  in  dem  ruhenden  System  Z  ge- 
gebenen Fläche  x^  zuordnen,  so  ist  dadurch  die  kinetographische 
Verwandtschaft  der  räumlichen  Systeme  S^  Z  in  analoger  Weise 
wie  bei  den  ebenen  Systemen  definiert,  und  durch  eine  An- 
nahme einer  mehrdeutigen  Zuordnung  der  Punkte  auf  den 
Flächen  Ä^,  x^^  wird  diese  Verwandtschaft  verallgemeinert. 
Werden  anstatt  der  Punkte  auf  den  Flächen  k^^  x^  die  Be- 
rührungsebenen an  denselben  zugeordnet,  dann  ergibt  sich  eine 
kinetographische  Verwandtschaft  zweier  räumlicher  Systeme  iS,  Z, 
in  denen  sich  Ebenen  entsprechen. 

Durch  die  kinetographischen  Verwandtschaften  wird  ein 
Gebiet  neuer  geometrischer  Verwandtschaften  eröffiiet;  denn 
mit  jeder  gesetzmäßigen  Bewegung  eines  Systems  in  einem 
anderen  System  nebst  einer  gesetzmäßigen  Zuordnung  ist  eine 
kinetographische  Verwandtschaft  gegeben,  die  zwar  im  allge- 
meinen sehr  kompliziert  sein  wird;  aber  in  besonderen  Fällen 
auch  zu  manchen  interessanten  Ergebnissen  fUhren  kann. 

Im  Folgenden  wollen  wir  noch  auf  einige  Beispiele  spe- 
zieller Bewegungen  und  spezieller  Zuordnungen  hinweisen,  aus 
denen  mannigfaltige  kinetographische  Verwandtschaften  her- 
vorgehen. 


L.  Burmester:  Kinetographij9che  Yerwandtsohaft. 
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Beispiele  der  Bewegungen  und  der  Zuordnungen. 

In  Fig.  2  wird  die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  S  in 
einem  anderen  ebenen  System  Z  dadurch  erzeugt,  dafi  sich 
zwei  Punkte  Üg,  D^  einer  Geraden  h^  des  Systems  S  auf  den 
senkrechten  Geraden  y^  6  in  dem  ruhenden  System  Z  bewegen ; 
und  ferner  ist  eine  identische  Zuordnung  der  Punkte  J.^,  B^^ 
Cg,  Dg  . .  der  Geraden  kg  und  der  Punkte  Ag,  B^,  r^j,  A(j  .  . 
der  Geraden  x^,  wobei  die  zugehörigen  Anfangslagen  x^^  k^ 
ach  in  der  Geraden  d  befinden,  angenommen.  Für  verschiedene 
Bewegungsmomente  sind  die  Lagen  Xq  (Ao,  Bot  Toi  A«  .  .)» 
X,  (A,,  B,,  Fl,  Ai-.),  «8  (A,,  Bf»  r,,  A,..)  der  Geraden  kg  und 
die  entsprechenden  Lagen  \  (J^,  J?o,  (7^,  D^  .  .),  A,  (Ä^ ,  J?,, 
Cp  D, . .),  i,  {A^,  J?,,  C,,  D,  . .)  der  Geraden  x^  in  der  oben 
angegebenen  Weise  gezeichnet. 


Fig.  2. 

Die  Punkte  Ag,  Bg,  Cg,  Dg  . ,  beschreiben  in  dem  ruhen- 
den System  Z  die  Bahnen  a,  ßy  y,  d , .,  die  koaxiale  Ellipsen 
sind,  deren  Achsen  in  den  Geraden  y,  d  liegen^).  Für  die 
Punkte  Cgj  Dg  degenerieren  die  Ellipsen  zu  Strecken  auf  den 
Geraden  y,  d.     Die  Punkte  A(j,  B(5,  fö,  Aö  •  •   beschreiben  in 

^)  L.  Barmester,  Lehrbuch  der  Kinematik.    1888,  S.  87.  41. 
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dem  bewegten  System  S  Bahnen  a,  fe,  c,  d  . .,  die  allgemeine 
Kardioiden  (Pascalsche  Kurven)  sind  und  für  die  der  Punkt  D^ 
ein  gemeinsamer  Doppelpunkt  ist.  Für  den  Punkt  F^  de- 
generiert die  Eardioide  c  zu  einem  Kreis  und  für  den  Punkt  Aß 
ist  die  Bahn  eine  gespitzte  Kardioide  d.  Die  Geraden  x^ ,  x ^ ,  x, 
sind  Tangenten  einer  vierspitzigen  Hypotrocboide^),  die  auch 
Astroide  genannt  wird;  und  die  Geraden  Jfc^,,  Ä,,  k^  sind  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels,  dessen  Mittelpunkt  Dq  ist.  Hieraus 
ergibt  sich  eine  zwei-vierdeutige  kinetographische  Verwandt- 
schaft der  Ebenen  System  TL,  S,  d.  h.  einem  Punkt  in  S 
entsprechen  zwei  Punkte  in  Z  und  einem  Punkt  in  Z  ent- 
sprechen vier  Punkte  in  S, 

Bei  dieser  Bewegung  rollt  der  über  C^  Dg  als  Durchmesser 
beschriebene  Kreis  Pg  des  Systems  S,  der  mit  dem  Kreis  c 
identisch  ist,  innerhalb  eines  doppelt  so  großen  Kreises  jt^*)- 
Wir  können  auch  für  jene  Kurven  kg^  x^  die  Kreise  Pg^  tt^ 
annehmen,  und  können  die  Punkte  des  rollenden  Kreises  Pg 
und  die  Punkte  des  ruhenden  Kreises  tt^,  die  in  Berührung 
kommen  als  zugeordnete  Punkte  betrachten;  dann  sind  jedem 
Punkt  des  rollenden  Kreises  Pg  zwei  Punkte  des  ruhenden 
Kreises  n^  zugeordnet,  weil  jeder  Punkt  des  Kreises  Pg  bei 
einer  ganzen  UmroUung  an  den  Kreis  n^  zweimal  mit  den- 
selben in  Berührung  tritt. 

Bei  dieser  Bewegung  sind  in  dem  System  Z  die  Bahnen 
der  Punkte  des  rollenden  Kreises  Pg  Durchmesser  des  Kreises  jt^, 
und  ferner  sind  in  dem  bewegten  System  S  die  Bahnen  der 
Punkte  des  ruhenden  Kreises  ^^  gespitzte  Kardioiden. 

Wenn  ein  Kreis  Pg  innerhalb  oder  außerhalb  an  einem 
Kreis  tt^  rollt,  deren  Radien  in  einem  rationalen  Verhältnis 
stehen,  und  eine  identische  Zuordnung  der  Punkte  auf  einer 
zentralen  Geraden  angenommen  wird,  dann  erhalten  wir  eine 
kinetographische  Verwandtschaft,  bei  der  in  beiden  Systemen 
die  Bahnkurven  geschlossene  Trochoiden  und  die  Lagen  der 
Geraden,   Tangenten  an   gespitzten  Trochoiden  sind^).    Femer 


1)  A.  a.  0.  S.  185.     2)  A.  a.  0.  S.  37.    ^)  A.  a.  0.  S.  157. 
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können  wir  auch  die  Berührungspunkte  der  Kreise- 1>^,,  n^  als 
zageordnete  Punkte  betrachten,  dann  sind  die  Bahnkurven  in 
beiden  Systemen  gespitzte  geschlossene  Trochoiden. 

Wenn  insbesondere  ein  Kreis  auf  einem  gleich  großen 
anderen  Kreis  rollt,  so  ist  die  Zuordnung  der  Berührungspunkte 
eindeutig,  und  alle  Bahnen  sind  kongruente  gespitzte  Kardioiden. 

Die  durch  die  Rollung  eines  Kreises  auf  einen  anderen 
und  durch  die  Zuordnung  der  Berührungspunkte  bestimmte, 
kinetographisch  verwandten  Systemen  sind  von  je  zwei  kon- 
zentrischen Kreisen  begrenzt  und  demnach  ringförmige  Felder. 
Ist  der  eine  Kreis  z.  B.  der  ruhende  unendlich  groß ;  rollt  also 
ein  Kreis  auf  einer  Geraden,  dann  ist  das  Feld  des  ruhenden 
Systems  zwischen  dieser  Geraden  und  der  zu  ihr  parallelen 
Tangente  dieses  Kreises  eingeschlossen,  aber  das  Feld  des  be- 
wegten Systems  erstreckt  sich  ins  Unendliche  und  wird  einer- 
seits nur  von  dem  rollenden  Kreis  begrenzt.  In  diesem  Fall 
sind  die  Bahnen  in  dem  ruhenden  System  kongruente  gespitzte 
Zykloiden  und  in  dem  bewegten  System  kongruente  gespitzte 
Kreisevolventen. 

Durch  verschiedene  Zuordnungen  können  bei  einer  Bewegung 
eines  Systems  mannigfaltige  kinetographische  Verwandtschaften 
entstehen.  So  z.  B.  in  dem  einfachen  Fall,  wenn  sich  das  bewegte 
System  um  einen  Punkt  dreht,  und  auf  einer  durch  ihn  gehen- 
den Geraden  eine  identische  Zuordnung  angenommen  wird; 
dann  sind  die  kinetographisch  verwandten  Systeme  symmetrisch 
kongruente  Systeme,  werden  aber  die  entsprechenden  Punkte 
zweier  kongruenter,  zweier  ähnlicher  oder  zweier  projektiver 
Panktreihen  als  zugeordnete  Punkte  angenommen,  so  ergeben 
sich  komplizierte  kinetographisch  verwandte  Systeme. 

Wir  wollen  femer  auf  einige  Beispiele  der  Bewegungen 
eines  ebenen  Systems  bei  einfachen  Getrieben  und  auch  auf 
einfache  Zuordnungen  hinweisen. 

Bei  einem  Kurbelgetriebe  in  Fig.  3  bewegen  sich  die 
Koppelpunkte  F^,  Lg  auf  den  Kreisen  9?,  k,  deren  Mittelpunkte 
<l)6,  Aö  sind;  und  werden  je  zwei  entsprechende  Punkte  der 
ahnlichen  Punktreihen F^,  Lg...  und  (l)^,  Aß  . .  als  zugeordnete 
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Punkte  angenommen,  dann  sind  die  Bahnen  in  beiden  Systemen 
symmetrische  Kurven  sechster  Ordnung  resp.  in  bezug  auf  -F^,  L^ 
und  (t>5  Ag  als  Symmetralgeraden. 

h 


rr 


Fig.  3. 

Wenn  insbesonders,  wie  in  Fig.  4  bei  einem  Zwillings- 
kurbeigetriebe  F^  Lg  =  (|>^  Ag,  4>ö  -^b  ^^  ^ö  ^s  ^s^>  ^^^  ^'® 
entsprechenden  Punkte  der  kongruenten  Punktreihen  JP^,  Lg.. 
und  (t>^,  A({ . .  zugeordnete  Punkte  sind,  dann  sind  die  Bahnen 
symmetrische  Kurven  vierter  Ordnung  resp.  in  bezug  auf  F^  Lg, 
00  A(5  als  Symmetralgeraden.  Diese  Kurven  sind  Fußpunkten- 
kurven  einer  Ellipse  oder  einer  Hyperbel,  je  nachdem  die 
Koppel  Fg  Lg  oder  der  Steg  (p^^  A^  kürzer  oder  länger  als 
die  Kurbelarme  (|)g  Fg,  A^  Lg  ist.  Dies  ergibt  sich,  weil  bei 
dieser  Bewegung  des  Systems  S  ein  Kegelschnitt,  dessen 
Brennpunkte  Fg,  Lg  sind  und  deren  Hauptachse  gleich  der 
Länge  der  Kurbelarme  ist,  auf  einem  kongruenten  Kegelschnitt 
rollt,  dessen  Brennpunkte  (^g,  A(j  sind,  so  daß  symmetrische 
Punkte  dieser  Kegelschnitte  in  Berührung  kommen'). 


Fig.  5. 


*)  A.  a.  0.  S.  303.  304. 
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Bei  dem  zentriscben  Schubkurbelgetriebe  in  Fig.  5  be- 
wegt sich  der  Eoppelpunkt  Fg  auf  einem  Kreis  9?,  dessen 
Mittelpunkt  (J)^  ist,  und  der  Koppelpunkt  L^  auf  einer  Ge- 
raden i,  die  durch  den  Mittelpunkt  (t>(^  geht.  Die  entsprechenden 
Punkte  der  auf  den  Geraden  F^  L^  und  (t)^  X  liegenden  kon- 
graenten  Punktreihen  F^ . .  und  i^^ . .  betrachten  wir  als  zu- 
geordnete Punkte.  Dann  sind  die  Bahnen  der  auf  F^  Lg 
liegenden  Punkte  symmetrische  Kurven  vierter  Ordnung  in  bezug 
auf  (|)^  X  als  Symmetralgerade  und  die  Bahnen  der  auf  ({>($  X 
liegende  Punkte  symmetrische  Kurven  sechster  Ordnung  (Kreis- 
konchoiden)  in  bezug  auf  F^  L^  als  Symmetralgerade  *).  Ferner 
können  wir  auch  die  entsprechenden  Punkte  der  auf  F^  Lg 
und  Ff^  X  liegenden  kongruenten  Punktreihen  Fg . .  und  F^ . . 
als  zugeordnete  Punkte  annehmen ;  und  wenn  dann  insbeson- 
dere die  Koppel  gleich  dem  Kurbelarm,  also  Fg  Lg  =  0^  Fg 
ist,  so  ergibt  sich  in  diesem  speziellen  Fall  die  S.  24  genannte 
2wei-vierdeutige  kinetographische  Verwandtschaft. 

Jede  gesetzmäßige  Bewegung  eines  ebenen  Systems  S  in 
einem  anderen  System  Z  kann  auch  durch  Rollung  einer 
Kurve  Pg  des  Systems  S  auf  einer  Kurve  tt^  des  Systems  Z 
erzeugt  werden*).  Diese  Kurven,  die  Rollkurven  oder  Pol- 
bahnen heißen,  sind  aber  oft  sehr  komplizierte  Kurven,  z.  B. 
bei  dem  Kurbelgetriebe  von  achter  Ordnung,  und  kommen 
hauptsächlich  dann  in  Betracht,  wenn  sie  als  Kreise  auftreten. 

Zu  den  angeführten  Beispielen  ergeben  sich  Analogien 
für  die  Bewegungen  eines  räumlichen  Systems  S^  in  einem 
anderen  räumlichen  System  Z^.  Betrachten  wir  die  ebenen 
Systeme  S,  Z  resp.  als  zu  den  räumlichen  Systemen  S^j  Z^ 
gehörend,  und  die  Rollkurven  Pg,  n^  als  Leitkurven  zweier 
Zylinderflächen  j?^,  n^^  die  auf  der  Ebene  der  Systeme  Ä,  E 
senkrecht  stehen,  so  kann  eine  Bewegung  des  räumlichen  Sy- 
stems S''  in  dem  ruhenden  System  Z^  durch  die  Rollung  der 
Zylinderfläche  p^  auf  der  Zylinderfläche  ^  erzeugt  werden. 
Eine   solche    Bewegung    des    räumlichen    System   5^    in    dem 

1)  A.  a.  0.  S.  327.  329.      «)  A.  a.  0.  S.  32. 
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anderen  räumlichen  System  Ji^  wird  eine  zylindrische  Rol- 
lung genannt^).  Bei  derselben  bewegen  sich  die  Punkte  des 
einen  Systems  in  parallelen  Ebenen  des  anderen  Systems,  und 
die  Punkte  in  einer  auf  diesen  Ebenen  senkrechten  Geraden  des 
einen  Systems  beschreiben  kongruente  Kurven  in  dem  anderen 
System. 

Als  Beispiel  einer  zylindrischen  Rollung  nehmen  wir  das 
Analogon  zu  der  in  Fig.  2  betrachteten  Bewegung.  Demnach 
rollt  eine  Kreiszylinderfläche  />**  innerhalb  an  einer  doppelt  so 
großen  Kreiszylinderfläche  n^,  dann  sind  die  Bahnen  der  Punkte 
des  bewegten  räumlichen  Systems  S^  in  dem  ruhenden  räum- 
lichen System  Z^  Ellipsen,  deren  Mittelpunkte  in  der  Achse 
Kreiszylinderfläche  ji^  liegen.  Für  die  Punkte  der  rollenden 
Kreiszylinderfläche  p^  degenerieren  die  Ellipsen  zu  Durch- 
messern der  Kreiszylinderfläche  n^.  Ferner  sind  die  Bahnen 
der  Punkte  des  ruhenden  räumlichen  Systems  Z^  in  bezug 
auf  das  bewegte  räumliche  System  ä'"  allgemeine  Kardioiden, 
die  für  die  Punkte  der  Kreiszylinderfläche  ti^  in  gespitzte 
Kardioiden  übergehen.  Bei  gleichförmigem  Rollen  der  Kreis- 
zylinderfläche p^  heißt  die  Rollung  eine  harmonische  Rollung. 

Wird  nun  eine  identische  Zuordnung  der  Punkte  auf  einer 
durch  die  Achsen  der  beiden  Kreiszylinderflächen  p^,  n^  gehen- 
den Ebene  angenommen,  so  ergibt  sich  ebenso  wie  S.  24  bei  den 
ebenen  Systemen  Z,  S  in  Fig.  2  eine  zwei-vierdeutige  kineto- 
graphische  Verwandtschaft  der  räumlichen  Systeme  Z^,  S^- 
Denn  bei  jeder  zylindrischen  Rollung  mit  einer  Zuordnung  der 
Punkte  auf  Zylinderflächen  oder  Ebenen,  die  parallel  sind  zu 
den  Rollzylinderflächen,  ist  durch  die  kinetographische  Ver- 
wandtschaft der  ebenen  Systeme  Z,  S  auch  die  kinetographische 
Verwandtschaft  der  räumlichen  Systeme  Z^,  S^  gegeben. 

Werden  den  Punkten  der  rollenden  Kreiszylinderfläche  p^ 
die  Punktpaare  der  ruhenden  Kreiszylinderfläche  n^  zugeordnet, 

')  L.  Burmester,  Kinematische  Flächenerzeugung  vermittelst  zylin- 
drischer Rollung.     Zeitachr.  f.  Mathematik  u.  Physik,  1888,  B.  33,  S.  337. 
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mit  denen  sie  in  Berührung  kommen,  dann  erhalten  wir  eine 
kinetographische  Verwandtschaft  der  räumlichen  Systeme  E^,  S''^^ 
bei  der  das  Kaumgebiet  in  Z^  von  der  Ereiszylinderfläche  n^ 
umgrenzt  wird,  und  das  Raumgebiet  in  S''  zwischen  der  Kreis- 
zjlinderfläche  p^  und  der  koaxialen  Kreiszylinderfläche  mit 
dreimal  größeren  Durchmesser  eingeschlossen  ist. 

Nehmen  wir  an,  daß  die  Kreiszylinderfläche  p''  während 
ihrer  harmonischen  ßollung  eine  harmonische  Schwingung 
längs  den  Mantellinien  der  Kreiszylinderfläche  ji^  vollzieht,  so 
daä  die  Schwingungszeit  zu  der  UmroUungszeit  in  einem  be- 
stimmten rationalen  Verhältnis  n  steht,  dann  ergibt  sich  eine 
Bewegung  die  harmonische  zylindrische  Schrotung 
hei£t.  Je  nachdem  wir  das  Verhältnis  n  und  die  PhasendifiBrenz 
zwischen  der  harmonischen  Rollung  und  der  harmonischen 
Schwingung  wählen,  gehen  bei  einer  angenommenen  Zuordnung 
mannigfaltige  kinetographische  Verwandtschaften  der  räum- 
lichen Systeme  ä**,  Z^  aus  der  harmonischen  zylindrischen 
Schrotung  hervor.  Bei  derselben  sind  die  Bahnen  aller  Punkte 
der  schrotenden  Kreiszylinderfläche  p^'  Lissajoussche  Kurven 
in  Ebenen,  die  durch  die  Achse  der  ruhenden  Kreiszylinder- 
fläche  71^  gehen. 

Wenn  insbesondere  n  =  1  ist,  dann  sind  die  Bahnen 
der  Punkte  des  Systems  S''  in  bezug  auf  das  System  Z^ 
Ellipsen,  deren  Mittelpunkte  in  der  Achse  der  Kreiszylinder- 
flache ^g  liegen.  Dieser  spezieller  Fall  der  harmonischen 
zylindrischen  Schrotung,  der  bezüglich  der  Bewegungsvorgänge 
und  der  Bahnkurven  untersucht  wurde  ^),  führt  zu  einer  inte- 
ressanten kinetographischen  Verwandtschaft  der  räumlichen 
Systeme  Z^,  S'',  wenn  eine  identische  Zuordnung  der  Punkte 
in  der  durch  die  Achsen  der  beiden  Kreiszylinderflächen  gehen- 

^)  Vgl.  L.  Burmester,  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  1888, 
B.  33,  S.  347.  —  A.  Mannheim,  Journal  de  Tficole  polytechnique,  1890, 
60.  cahier,  p.  76.  —  6.  Darboux,  Note  III,  in  6.  Koenigs,  Le^ons  de 
Cm^matique,  1897,  p.  352.  —  A.  Grünwald,  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik,  1907,  B.  54,  S.  154. 
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den  Ebene  angenommen  wird.  Diese  kinetographische  Yer- 
wandtscbaft  kann  gleichsam  als  aus  zwei  kinetographischen 
Verwandtschaften  zusammengesetzt  betrachtet  werden.  Die  zu 
den  Mantellinien  der  Kreiszylinderflächen  parallelen  Geraden, 
die  sich  in  den  kinetographisch  verwandten  räumlichen  Sy- 
stemen Z^,  S^  entsprechen,  schneiden  eine  zu  diesen  Mantel- 
linien senkrechte  Ebene  in  entsprechenden  Punkten  der  S.  24 
genannten  zwei-vierdeutigen  kinetographischen  Verwandtschaft 
der  ebenen  Systeme  Z»  S;  und  auf  den  entsprechenden  Geraden 
werden  die  entsprechende  Punkte  durch  die  kinetographische 
Verwandtschaft  bestimmt,  welche  ohne  Rollung  aus  der  har- 
monischen Schwingung  bei  zugehöriger  Zuordnung  hervorgeht. 

Aus  dieser  harmonischen  zylindrischen  Schrotung  ergeben 
sich  ferner  noch  besondere  kinetographische  Verwandtschaften 
der  räumlichen  Systeme,  wenn  den  Punkten  der  schrotenden 
Kreiszylinderfläche  p^  die  Punktpaare  der  ruhenden  Kreis- 
zylinderfläche jr^  zugeordnet  werden,  mit  denen  sie  in  Be- 
rührung kommen,  und  wenn  eine  identische  Zuordnung  der 
Punkte  in  einer  zu  diesen  KreiszyUnderflächen  senkrechten 
Ebene  angenommen  wird. 

Aus  der  Schraubung  eines  räumlichen  Systems  und  deren 
beiden  Spezialfällen,  der  Drehung  sowie  der  geradlinigen  Ver- 
schiebung ergeben  sich  bei  identischen  Zuordnungen  involu- 
torische  kinetographische  Verwandtschaften  zweier  räumlicher 
Systeme  S**,  Z^,  in  denen  sich  also  die  Punkte  wechselweise  ent- 
sprechen. 

Bei  der  Schraubung  sind  die  Bahnen  der  Punkte  in  jedem 
der  Systeme  S**,  Z^  koaxiale  Schraubenlinien  mit  gleicher 
Ganghöhe.  Die  entsprechenden  Bahnen  je  zweier  identisch 
zugeordneter  Punkte  fallen  in  einer  Schraubenlinie  zusammen 
und  auf  derselben  entsprechen  sich  die  Punkte  der  Systeme 
iS^  Z^  involutorisch;  denn  diese  Punkte  befinden  sich  beider- 
seits von  der  gemeinsamen  Anfangslage  der  beiden  zugeordneten 
Punkte  in  gleichen  Abständen  auf  der  Schraubenlinie. 

Werden  die  Punkte  einer  beliebig  gegen  die  Schrauben- 
achse geneigten  Zuordnungsebene  als  identisch  zugeordnet  an- 
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genommen,  so  ist  dadurch  eine  inyolutorische  kinetographische 
Verwandtschaft  der  räumlichen  Systeme  S'",  E^  bestimmt.  Die 
Bahnen  je  zwei  zugeordneter  Punkte  auf  einer  in  der  Zuord- 
BODgsebene  liegenden  Geraden  sind  Schraubenlinien  auf  der 
ran  dieser  Geraden  erzeugten  Begelschraubenfläche,  die  in  den 
beiden  räumlichen  Systemen  eine  selbstentsprechende  Fläche 
ist  Demnach  bilden  auf  einer  solchen  Regelschraubenfläche 
die  entsprechenden  Punkte  in  ihrer  Gesamtheit  zwei  involu- 
torisch  kinetographisch  verwandte  Flächensysteme. 

In  dem  Spezialfälle,  wenn  die  Ganghöhe  der  Schraubung 
gleich  null  ist,  geht  die  Schraubung  in  Drehung  über,  und 
die  Bahnen  der  Punkte  sind  in  beiden  Systemen  Kreise,  deren 
Mittelpunkte  in  der  Drehachse  liegen.  Aus  der  Drehung  und 
der  angenommen  identischen  Zuordnung  ergibt  sich  dann  eine 
spezielle,  involutorische  kinetographische  Verwandtschaft  der 
raumUchen  Systeme  S'*,  Z^.  Denn  jene  Regelschraubenfläche 
degeneriert  zu  einem  einschaligen  Drehungshyperboloid,  welches 
in  eine  Drehungskegelfläche  oder  in  eine  Ebene  ausartet,  je 
nachdem  die  in  der  Zuordnungsebene  liegende  Gerade  die 
Drehachse  schneidet,  oder  sich  zu  derselben  in  einer  senk- 
rechten Lage  befindet. 

Bei  der  Schraubung  ergeben  sich  femer  spezielle  involu- 
torische kinetographische  Verwandtschaften,  wenn  die  Zuord- 
nungsebene entweder  durch  die  Schraubenachse,  parallel  zu  ihr 
oder  senkrecht  zu  ihr  gelegt  wird  ;  und  ferner  bei  der  Drehung, 
wenn  die  Zuordnungsebene  durch  die  Drehachse  gehend  oder 
zu  ihr  parallel  angenommen  wird. 

Die  Schraubung  geht,  wenn  ihre  Ganghöhe  unendlich 
groß  ist,  in  eine  geradlinige  Verschiebung  über.  In  diesen 
speziellen  Fall  sind  die  involutorisch  kinetographischen  ver- 
wandten Systeme  8^,  Z^  involutorisch  affine  räumliche  Systeme, 
bei  denen,  wenn  S*"  die  Anfangslage  erhält,  die  Zuordnungs- 
ebene die  Affinitätsebene  ist.  Wenn  insbesondere  die  Zuord- 
nungsebene senkrecht  zu  der  Richtung  der  Verschiebung  steht, 
dann  sind  diese  Systeme  symmetrisch  kongruent  und  die  Zu- 
ordnungsebene ist  die  Symmetralebene  derselben. 
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Werden  anstatt  der  identischen  Zuordnung  der  Punkte  in 
der  Zuordnungsebene  die  allgemeineren  eindeutigen  Zuordnun- 
gen, Kongruenz,  Ähnlichkeit,  Affinität  oder  KoUineation  an- 
genommen, so  ergeben  sich  aus  den  drei  betrachteten  Be- 
wegungsarten allgemeinere  kinetographische  Verwandtschaften 
der  räumlichen  Systeme  S^,  £^.  In  dem  einfachen  Fall  der 
geradlinigen  Verschiebung  und  der  kollinearen  Zuordnung  ist 
die  kinetographische  Verwandtschaft  der  räumlichen  Systeme 
eine  spezielle  Verwandtschaft  zweiten  Grades. 
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Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  2.  März  1907. 

1.  Herr  Hermann  Ebbet  legte  vor: 

a)  Eine  Arbeit  des  Herrn  Professor  Max  Thomas  Edelmann 
an  der  technischen  Hochschule  dahier:  ,Über  ein 
neues  Aspirations-Hygrometer.* 

Das  Instrument  ist  als  Basisinstrument  für  Stationen  zur 
Aichung  anderer  Hygro-  und  Psychrometer  bestimmt.  In  ein 
Gefäß  wird  eine  Probe  der  auf  ihren  Feuchtigkeitsgehalt  zu 
prüfenden  Luft  eingesogen,  der  Wasserdampf  wird  (ohne 
Änderung  des  Volumens)  mittels  Schwefelsäure  entfernt. 
Ein  am  Apparate  befestigtes  Manometer  gestattet  dann  unmittel- 
bar die  Spannkraft  des  Dampfes,  beigegebene  Tabellen  die 
relative  Feuchtigkeit  zu  bestimmen. 

b)  Eine  Mitteilung  des  Herrn  Dr.  K.  Lutz:  »Über  ein 
Saitenelektrometer.** 

Ein  sehr  dünner  Metalldraht  ist  zwischen  zwei  länglichen 
rerstellbaren  Platten  ausgespannt,  welche  durch  eine  kleine 
Akkumulatorenbatterie  geladen  werden  können.  Wird  der 
Draht,  die  „Saite*  mit  einer  Elektrizitätsquelle  verbunden,  so 
zeigt  die  mittels  eines  Mikroskopes  mit  Okularteilung  ge- 
messene Ausbiegung  der  Saite  die  Spannung  derselben  an. 
Durch  eine  Reihe  von  Kurven  wird  der  Meßbereich  und  die 
Empfindlichkeit  bei  verschiedenen  Schaltungen  erläutert. 

1907.  Sitzongsb.  d.  matb.-pbya.  Kl  3 
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2.  Herr  Aueel  Voss  berichtet  über  eine  Arbeit:  , Kon- 
forme Transformation  und  Krümmung." 

Bei  jeder  Punkttransformation  der  Ebene  findet  eine  nur 
von  der  Tangentenrichtung  abhängige  Beziehung  zwischen  den 
Krümmungen  entsprechender  Kurven  statt.  Einen  besonders 
einfachen  Charakter  erhält  dieselbe  für  die  konformen  Trans- 
formationen, die  in  Bezug  auf  die  vorliegende  Frage  für  die 
Ebene  und  für  krumme  Flächen,  schließlich  auch  für  den 
Raum  untersucht  w^erden. 
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Nenes  Absorptions-Hygrometer. 

Von  M.  Th.  Edelmann. 

{Eingtlau/tn  7.  Märt  1907.) 

Im  Jahre  1879^)  habe  ich  einen  einfachen  Apparat  ange- 
en,  in  welchem  man  einer  Lnftprobe  ohne  Volumver- 
änderung Schwefelsäure  zusetzen  kann.  Die  Säure  absorbiert 
den  Wasserdampf,  worauf  der  Druck  um  jenen  Betrag  sinkt, 
den  vorher  der  Wasserdampf  ausgeübt  hat.  Ein  einfaches 
Quecksilbermanometer,    von   dem   der    eine   Schenkel   mit   der 


Fig.  1. 

Atmosphäre,  der  andere  mit  dem  die  Luftprobe  enthaltenden 
öefaße  kommuniziert,  läßt  in  Millimetern  Quecksilber  den 
Dampfdruck  erkennen.  Für  die  Einrichtung  des  Apparates 
^  ir  die  folgende  Form  vorgeschlagen. 

Mit    dem   durch    doppelten   Blechmantel    wärmeisolierten 
<  asgefäß  R  (Fig.  1)  kommunizieren  durch  konische  Glasschliffe 

^)  Meteorolog.  Zeitschr.  XIV,  p.  54.  Wiede mann,  Ann.  1878,  VI,  456. 

3* 
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und  drei  Glashähne  abc  das  Quecksilbermanometer  Mj  der 
Kautschukschlauch  K  und  das  Glasgefaß  S.  Bevor  MKS 
eingesetzt  werden,  füllt  man  das  vor  jedem  Versuche  sorgfaltig 
gereinigte  und  getrocknete  Gefäß  R  durch  Einsaugen  mit  Luft 
vom  Beobachtungsorte,  schlief  die  Hähne,  setzt  MKS  auf, 
füllt  S  mit  Schwefelsäure  und  setzt  dann  den  Glasstöpsel  über  S. 
Nun  öffnet  man  alle  Hähne,  worauf  sich  die  Schwefelsäure  ins 
Innere  von  R  ergießt  und  zwar  ohne  Volumveränderung, 
weil  die  von  der  Schwefelsäure  verdrängte  Luftmenge  durch  K 
hindurch  in  S  Platz  nimmt.  Wegen  der  großen  Oberfläche, 
die  nun  die  Schwefelsäure  erhält,  absorbiert  dieselbe  fast 
momentan  allen  Wasserdampf;  das  Monometer  stellt  sich  sofort 
auf  den  Dampfdruck  ein.  Das  Thermometer  T  gibt  die  Tem- 
peratur im  Innern  von  R  an.  *) 

Dieses  Instrument  (und  seine  Varianten),  welches  anfanglich 
behufs  Konstantenbestimmung  anderer  Hygrometer  häufig  an- 
gewendet wurde,  ist  indessen  wegen  der  Umständlichkeit,  die 
mit  der  gewissenhaften  Reinigung  und  Austrocknung  nach 
jedem  einzelnen  Versuche  verknüpft  ist,  bald  wieder  außer 
Gebrauch  gekommen.  Vor  kurzer  Zeit  ist  jedoch  eine  Neu- 
konstruktion erzielt  worden,  welche  eine  beliebige  Anzahl  von 
Feuchtigkeitsbestimmungen  zuläßt,  ohne  daß  eine  Reinigung 
und  Austrocknung  vorgenommen  werden  muß.  Beifolgende 
Konstruktionsskizze  (Fig.  2)  soll  dazu  dienen,  die  Einrichtung 
und  Behandlung  des  Instrumentes  darzustellen. 

Ein  weites  Glasrohr  G  ist  oben  und  unten  durch  zwei 
aufgekittete  Metalldeckel  geschlossen,   wodurch  ein  luftdichtes 

^)  Später  haben  Rüdorf f  und  Schwackhöfer  das  Konstruktionfl- 
prinzip,  welches  im  Austausch  der  Schwefelsäure  in  Gef&ü  S  (Fig.  1)  gegen 
Luft  durch  den  Schlauch  R  liegt  und  die  Konstanz  des  Volumens  beim 
Einströmen  der  Säure  verbürgt,  verwendet  und  die  Form  des  Apparates 
vereinfacht.  Vgl.  Die  Methoden  und  Instrumente  der  Feuchtigkeits- 
bestimmung von  Dr.  0.  Steffens  in  der  Zeitschrift  „Der  Mechaniker' 
XIV,  p.  223,  Fig.  172  und  178.  In  dem  ersten  Rüdorffschen  Apparate 
(Chem.  Nachr.  XIII,  p.  149)  ist  1880  die  Austausch-Pipette  noch  nicht 
verwendet. 
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6efa£  von  etwa  einem  Lifcer  Inhalt  zur  Aufnahme  der  zu 
antersuchenden  Luftprobe  gebildet  wird;  dieses  6efa£  steht 
auf  dem  Dreifuß  DD.    In  den  unteren  Metalldeckel  N  ist  ein 


Fig.  2. 


hishahn  H  mit  einfacher  Bohrung  und  Schlauchansatz  n,  sowie 
in  Rohrstutzen  R  luftdicht  eingeschraubt.  In  diesem  Rohr- 
tutzen  i2,  an  seinem  oberen  in  das  Gefiää  G  hineinragenden 
IJande  sorgfaltig  ebengeschliffen,  ist  ein  längliches  Glasrohr  S 
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eingekittet,   welches  die  zur  Austrocknung  der  Luft  dienende 
Schwefelsäure  aufnimmt. 

Auf  dem  oberen  Metalldeckel  M  sitzt  ein  Dreiweghalm  J^ 
welcher  nach  Belieben  die  Kommunikation  zwischen  dem  Ge- 
fäße (r,  einem  Schlauchansatz  w^  sowie  dem  Quecksilbermano- 
meter P  besorgt,  welch'  letzteres  (vermittelst  konischen  Schliffes  d 
in  das  Hahnstück  eingesetzt)  an  einer  Millimeterskala  die 
zwischen  dem  Gefaßinnern  und  der  Atmosphäre  beruhende 
Luftdrucks-Differenz  ablesen  läßt. 

Außerdem  ist  in  dem  oberen  Metalldeckel  ein  Thermo- 
meter T  eingesetzt  und  ein  Konus  m  eingeschliffen,  der  sich 
nach  oben  in  die  Kurbel  K^  nach  unten  in  die  schnellgängige 
Schraubenspindel  E  fortsetzt.  Dreht  man  an  der  Kurbel,  so 
kann  man  vermittelst  der  Schraube  E  (an  der  Stange  F  ge- 
führt) das  Metallstück  f  im  Innern  des  Gefäßes  G  hoch  und 
niedrig  einstellen.  Schraubt  man  f  ganz  herunter,  so  legt 
sich  der  auf  seiner  Unterseite  ebengeschliffene  Deckel  r  aut 
den  gleichfalls  ebengeschliffenen  Rand  des  Rohrstutzens  R  luft- 
dicht auf;  die  an  dem  Deckel  r  hängende  Glasspirale  B  taucht 
tief  in  die  Schwefelsäure  8.  Schraubt  man  nunmehr  in  ver- 
kehrter Richtung,  so  bringt  man  schließlich  die  Glasspirale  jS, 
welche  mit  Schwefelsäure  benetzt  ist  und  an  welcher  wegen 
ihrer  großen  Oberfläche  viel  Schwefelsäure  hängen  bleibt,  ohne 
Volumveränderung  in  den  Bereich  der  auf  ihren  Dampf- 
gehalt zu  prüfenden  Luft:  die  Feuchtigkeit  wird  sehr  schnell 
absorbiert,  ihr  Druck  am  Manometer  P  und  die  Temperatur 
am  Thermometer  T  abgelesen;  diese  Arbeit  erfordert  etwa  drei 
Minuten. 

Schraubt  man  nun  die  Glasspirale  wieder  herab,  bis  der 
Deckel  r  schließt,  so  ist  der  Raum  G  nach  dem  Öffnen  der 
Hähne  zur  Aufnahme  einer  neuen  Luftprobe  durch  Ansaugen 
vermittelst  eines  Gummiball-Saugers  wieder  bereit. 

Sollte  nach  vielen  Bestimmungen  die  Schwefelsäure  an 
ihrer  Absorptionsfähigkeit  verloren  haben,  dann  wird  das  Ge- 
föß  S  nach  unten  abgeschraubt  und  vermittelst  einer  Pipette 
die  verbrauchte  Säure  durch  frische  ersetzt. 
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Die  Yerwendung  des  Apparates  empfiehlt  sich  aus  folgenden 
GrQndeu.  Die  Resultate  sind  bei  allen  Temperaturen  voU*- 
kommen  zuverlässig  und  mit  Aufwand  von  sehr  wenig  Zeit 
and  Mühe  zu  gewinnen.  Der  Ort  für  die  Aufstellung  des 
Apparates  ist  unabhängig  vom  Orte  der  Entnahme  der  Luft* 
probe;  diese  kann  durch  eine  Schlauchleitung  dem  Apparate 
nigeführt  werden,  wobei  jedoch  selbstverständlich  die  wegen 
T»nperaturdi£Ferenz  beider  Orte  nötige  Korrektion  zu  berück- 
sichtigen ist,  wofür  im  weiteren  Verlaufe  dieser  Abhandlung 
eine  Tabelle  angefügt  ist. 

Rücksichtlich  des  Gebrauches  des  Apparates  sind  noch 
folgende  Bemerkungen  anzufügen.  Von  großer  Wichtigkeit 
ist  die  Konstanterhaltung  resp.  genaue  Berücksichtigung  der 
Temperatur  im  Inneren  des  Absorptionsgefäßes  G  (Fig.  2)  während 
der  Feuchtigkeitsbestimmung,  da  durch  Temperaturverände* 
Hingen  der  Stand  des  Manometers  stark  beeinflußt  wird;  es 
wird  z.  B.  bei  mittlerem  Barometerstand  durch  eine  Temperatur- 
änderung um  l^G.  eine  solche  des  Manometers  um  2,79  mm 
hervorgebracht.  Man  hat  also  alle  Veranlassung,  das  Absorptions- 
gefaß  durch  Umhüllung  mit  wänneisolierenden  Substanzen  etc. 
vor  äußerlichen  Wärmeeinflüssen  sorgßLltigst  zu  schützen  und 
femer  im  Inneren  des  Absorptionsgefößes  ein  genügend  emp- 
findliches Thermometer  zu  verwenden.  Wenn  man  Feuchtig- 
keitsbestimmungen mit  der  Genauigkeit  von  1  Prozent  erreichen 
will,  muß  die  Temperatur  ebenfalls  wenigstens  auf  1  Prozent 
genau  beobachtet  werden.  Sollte  sich  vom  Augenblicke  ab, 
in  welchem  durch  Schließen  der  Hähne  der  Druckausgleich 
zwischen  dem  Inneren  des  Absorptionsgefaßes  und  der  äußeren 
Atmosphäre  aufgehoben  wurde,  eine  Temperaturveränderung 
ergeben,  so  kann  man  bezüglich  der  nötigen  Korrektion  die 
folgende  Tabelle  I  benützen : 

Tabelle  I. 

mm      0,05       0,10       0,15       0,20       0.26     0,300C. 

740  0,136  0,272  0,407  0,544  0,680  0,816 

750  0,137  0,275  0,413  0,550  0,688  0,825 

760  0,140  0,279  0,419  0,558  0,698  0,837 

770  0,142  0,283  0,425  0,566  0,708  0,849 
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In  dieser  Tabelle  stehen  in  horizontaler  Flucht  neben- 
einander (für  die  Barometerstände  740  bis  770  mm  berechnet 
die  Zahlen,  um  welche  die  Manometerablesungen  zu  ver- 
kleinern resp.  zu  vergröße^  sind,  wenn  die  Temperatur 
um  0,05,  0,10  .  .  .  Grade  Celsius  während  der  Feuchtigkeits- 
bestimmung im  Absorptionsgefaß  zugenommen  resp.  abge- 
nommen hat.  War  z.  B.  durch  die  Wirkung  der  Schwefel- 
säure eine  Druckdifferenz  am  Manometer  von  6  mm  herror- 
gebracht,  jedoch  währenddessen  bei  750  mm  Barometerstand 
eine  Temperaturzunahme  von  0,25®  C.  am  Thermometer  T 
(Fig.  2)  beobachtet  worden,  so  würde  als  absolute  Feuchtigkeit 
der  Luft  ein  Dampfdruck  von  6  —  0,688  mm  Quecksilber  ein- 
zusetzen sein. 

Übrigens   kann  man  sich  auf  sehr  einfache  Weise  gegen 
die  Temperatureinflüsse   auf  das   Messungsresultat   schützen.^) 
Zu  diesem  Zwecke  ist  dem  Apparate  ein  kurzes  Glasrohr  bei- 
gegeben, welches  vermittelst  konischen  Schliffes  in  das  oberste 
ireie  Ende  des  Manometers  P  (Fig.  2)  eingesetzt  werden  kann. 
Vermittelst  dieses   Glasröhrchens    und   eines  an   dasselbe    ge- 
steckten Gummischlauches  setzt  man  den  sonst  mit  der  freien 
Atmosphäre  kommunizierenden  Schenkel  des  Manometers  nun- 
mehr mit  dem  Inneren   eines  (gleichfalls   dem  Apparat  beige- 
gebenen)  Glasgefaßes   in   Kommunikation,    welches    Geföß    in 
Form,  Inhalt  und  Umhüllung  dem  Absorptionsgefafi  ungefähr 
gleichkommt   und    neben    diesem   aufgestellt  wird.     Es  wirkt 
dann  auf  die  Einstellung  des  Manometers  nicht  mehr  die  Druck- 
differenz zwischen  der  ausgetrockneten  Luftprobe  und  der  freien 
Atmosphäre,    sondern    lediglich    die    Druckdifferenz    zwischen 
beiden   Gefäßen,    für   welche   gleiche   Temperaturbeeinflussung 
anzunehmen  ist.    In  der  Behandlung  des  solcherweise  ergänzten 
Apparates  ändert  sich  selbstverständlich  gegen  früher  nur,  daß 
man  das  erwähnte  Verbindungsröhrchen  während  der  Feuchtig- 
keitsbestimmung auf  das  Manometer  zu  stecken  hat. 

^)  Diese  Einrichtung  wurde  meines  Erachtens  zuerst  von  Wolpert 
angegeben,  ,Der  Mechaniker"  XIV,  p.  224,  und  zwar  zur  Vermeidung 
des  Einflusses  von  Barometerschwankungen. 
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Bei  niedrigen  Temperaturen  wird  die  Ablesung  des  Queck- 
sübermanometers  wegen  der  Kleinheit  der  Druckdififerenzen 
ODsicher.  In  diesem  Falle  benützt  man  als  Füllfiüssigkeit  für 
das  Manometer  Glyzerin  oder  Petroleum  von  bekanntem  spezi- 
fischen Grewichte.  Am  einfachsten  wird  natürlich  die  Arbeit, 
insbesondere  wegen  Benützung  der  am  Schlüsse  angefügten 
Tabelle  III,  wenn  man  sich  eine  Tabelle  herstellt,  in  welcher 
die  möglichen  Ablesungen  an  der  Püllflüssigkeit  den  zuge- 
hörigen Quecksilberdrucken  gegenüberstehen. 

Wenn  dem  Absorptions-Hygrometer  die  Luftprobe  durch 
eine  Schlauchleitung  von  einem  entfernten  Orte  zugeführt  wird, 
und  die  Temperatur  des  Hygrometergefößes  sich  um  ^C.  von 
der  Temperatur  des  Ortes  unterscheidet,  dem  die  Luftprobe 
entnommen  wurde  und  für  welchen  die  Feuchtigkeitsbestimmung 
gelten  soll,  dann  sind  die  am  Hygrometer  abgelesenen  Drucke 
zu  korrigieren;  dies  geschieht  mit  Hilfe  der  Tabelle  H,  in 
welcher  im  Schnittpunkt  für  die  TemperaturdiflFerenz  (vertikale 
Reihen)  und  abgelesenen  Drucke  (horizontale  Reihen)  jene  Zahl 
zu  finden  ist,  die  man  vom  abgelesenen  Werte  abzuziehen 
resp.  im  Falle  die  Außentemperatur  die  höhere  ist,  zuzuzählen 
hat,  um  den  gesuchten  Dampfdruck  anzugeben.  Die  Tabelle 
ist  berechnet  bis  zu  Drucken  von  30  mm  und  Temperatur- 
differenzen bis  zu  20^0.  Wäre  z.  B.  im  Inneren  des  Hygro- 
meters 8®  C,  am  Orte  des  Schlauchendes  —  2°  C.  beobachtet 
worden  und  hätte  das  Manometer  9  mm  gezeigt,  so  ist  für 
die  Temperaturdififerenz  10**   die  Korrektionszififer  —  0,33  mm. 

Es  geschieht  sehr  häufig,   daß  man  den  Dampfgehalt  der 

Luft  in    Prozenten   jener    Wassermenge    angibt,    welche    die 

Atmosphäre    bei   der   beobachteten   Temperatur  ad   maximum 

enthalten  könnte  (relative  Feuchtigkeit).    Die  Tabelle  III  gibt 

nnn  für  Temperaturen  zwischen  —  20®  C.  und  -\-  30®  C,  sowie 

"3lative  Feuchtigkeit  von  0  bis  100  Prozent   die   zugehörigen 

^mpfdrucke  an,   so   daß  man  umgekehrt   für   eine   gegebene 

emperatur  mit  Hilfe  der  Tabelle  III  und  dem  mit  dem  Ab- 

)rptions-Hygrometer  gefundenen  Resultat  sofort  die    relative 

euchtigkeit  aufsuchen  kann. 
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TabeUe 

mm  133456789  l(fi 

1  0,00  0,01  0,01  0,02  0,02  0,02  0,03  0,03  0,03  0,04 

2  0,01  0,02  0,02  0,03  0,04  0,04  0,05  0,06  0,07  0,07 

3  0,01  0,02  0,03  0,04  0,06  0,06  0,08  0,09  0,09  0,11 

4  0,02  0,03  0,04  0,06  0,07  0,09  0,10  0,12  0,13  0,15 

5  0,02  0,04  0,06  0,07  0,09  0,11  0,13  0,16  0,17  0,18 

6  0,02  0,04  0,07  0,09  0,11  0,13  0,15  0,18  0,20  0,22 

7  0,03  0,05  0,08  0,10  0,13  0,15  0,18  0,21  0,23  0,26 

8  0,03  0,06  0,09  0,12  0,15  0,18  0,21  0,24  0,20  0,29 

9  0,03  0,07  0,10  0,13  0,17  0,20  0,23  0,26  0,30  0,33 

10  0,04  0,07  0,11  0,15  0,18  0,22  0,26  0,29  0,33  0,37 

11  0,04  0,08  0,12  0,16  0,20  0,24  0,28  0,32  0,36  0,40 

12  0,04  0,09  0,13  0,18  0,22  0,26  0,31  0,35  0,40  0,44 

13  0,05  0,10  0,14  0,19  0,24  0,29  0,33  0,38  0,43  0.48 

14  0,05  0,10  0,15  0,21  0,26  0,31  0,36  0,41  0,46  0,51 

15  0,06  0,11  0,17  0,22  0,28  0,33  0,39  0,44  0,50  0,55 

16  0,06  0,12  0,18  0,23  0,29  0,36  0,41  0,47  0,53  0,59 

17  0,06  0,12  0,19  0,25  0,31  0,37  0,44  0,50  0,56  0,62 

18  0,07  0,13  0,20  0,26  0,33  0,40  0,46  0,53  0,60  0,66 

19  0,07  0,14  0,21  0,28  0,35  0,42  0,49  0,56  0,63  0,70 

20  0,07  0,15  0,22  0,29  0,37  0,44  0,51  0,59  0,66  0,73 

21  0,07  0,16  0,23  0,31  0,39  0,46  0,54  0,62  0,69  0,77 

22  0,08  0,16  0,24  0,32  0,40  0,48  0,57  0,65  0,73  0,81 

23  0,08  0,17  0,25  0,34  0,42  0,51  0,59  0,68  0,76  0,84 

24  0,08  0,18  0,26  0,35  0,44  0,53  0,62  0,71  0,79  0,88 

25  0,09  0,18  0,28  0,37  0,46  0,55  0,64  0,73  0,83  0,92 

26  0,09  0,19  0,29  0,38  0,48  0,57  0,67  0,76  0,86  0,96 

27  0,10  0,20  0,30  0,40  0,50  0,60  0,69  0,79  0,89  0,99 

28  0,10  0,21  0,31  0,41  0,51  0,62  0,72  0,82  0,92  1,08 

29  0,10  0,21  0.32  0,43  0,53  0,64  0,76  0,86  0,96  1,06 

30  0,11  0,22  0,38  0,44  0,55  0,66  0,77  0,88  0,99  1,10 
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44  Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  2.  März  1907. 

—  200  (0,927  mm)  TabeUe 

012345678  9 

0         0  0,01     0,02  0,03  0,04  0,05  0,06  0,07  0,07  0,08 

10  0,09  0,10     0,11  0,12  0,13  0.14  0,15  0,16  0,17  0,18 

20  0,19  0,20     0,21  0,21  0,22  0,23  0,24  0,25  0,26  0,27 

30  0,28  0,29     0,30  0,31  0,32  0,33  0,34  0,34  0,35  0,36 

40  0,37  0,38     0,39  0,40  0,41  0,42  0,43  0,44  0,45  0,46 

50  0,47  0,47     0,48  0,49  0,50  0,51  0,52  0,53  0,54  0,55 

60  0,56  0,57     0,58  0,59  0,60  0,60  0,61  0,62  0,63  0,64 

70  0,65  0,66     0,67  0,68  0,69  0.70  0,71  0,72  0,73  0,73 

80  0,74  0,75     0,76  0,77  0,78  0,79  0,80  0,81  0,82  0,83 

90  0,84  0,85     0,86  0,86  0,87  0,88  0,89  0,90  0,91  0,92 

100  0,93 

—  190  (1,008  mm) 

0  12          3  4  5  6           7          8  9 

0         0  0,01      0,02  0,03  0,04  0,05  0,06  0,07  0,08  0,09 

10  0,10  0,11      0,12  0,13  0,14  0,15  0,16  0,17  0,18  0,19 

20  0,20  0,21      0,22  0,23  0,24  0,25  0,26  0,27  0,28  0,29 

80  0,30  0,31      0,32  0,33  0,34  0,35  0,36  0,37  0,38  0,39 

40  0,40  0,41      0,42  0,43  0,44  0,45  0,46  0,47  0,48  0,49 

50  0,50  0,51     0,52  0,53  0.54  0,55  0,57  0,58  0,59  0,60 

60  0,61  0,62      0,63  0,64  0,65  0,66  0,67  0,68  0,69  0,70 

70  0,71  0,72     0,73  0,74  0,75  0,76  0,77  0,78  0,79  0,80 

80  0,81  0,82     0,83  0,84  0,85  0,86  0,87  0,88  0,89  0.90 

90  0,91  0,92     0,93  0,94  0,95  0,96  0,97  0,98  0,99  1,00 

100  1,01 

—  180  (1,095  mm) 

01234567 

0         0  0,01      0,02  0,03  0,04  0,06  0,07  0,08 

10  0,11  0.12     0.13  0,14  0,15  0,17  0,18  0,19 

20  0,22  0,23     0,24  0,25  0,26  0,27  0,29  0,30 

30  0,33  0,34     0,85  0,30  0,37  0,38  0,40  0,41 

40  0,44  0,45     0,46  0,47  0,48  0,49  0,50  0,52  0,53  0,54 

50  0,55  0,56     0,57  0,58  0,59  0,60  0,61  0,63  0,64  0,65 

60  0,66  0,67     0,68  0,69  0,70  0,71  0,72  0,73  0,75  0,76 

70  0,77  0,78     0,79  0,80  0,81  0,82  0,83  0,84  0,86  0,87 

80  0,88  0,89      0,90  0,91  0,92  0,93  0,94  0,95  0,96  0,98 

90  0,99  1,00      1,02  1,03  1,04  1,05  1,06  1,07  1,08  1,10 

100  1,11 
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—  140  (1,518  mm) 

01234.5678  9 

0         0       0,02     0,03     0,05     0,06     0,08     0,09     0,11     0,12  0,14 

10      0,15     0,17     0,18     0,20     0,21     0,23     0,24     0,26     0.27  0,29 

20      0,30     0,32     0,33     0,35     0,36     0,38     0,39     0,41     0,42  0,44 

30      0,46     0,47     0,49     0,50     0,52     0,53     0,55     0,56     0,58  0,59 

40      0,61     0,62     0,64     0,65     0,67     0,68     0,70     0,71     0,73  0,74 

50      0,76     0J7     0,79     0.80     0,82     0,83     0,84     0,86     0,87  0,89 

60      0,91     0.93     0,94     0,96     0,97     0,99     1,00     1,02     1,03  1,05 
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M.  Th,  Sdelmann:  Neues  Absorptions-Hygroineter. 
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0,06 

0,08 

0,11 

0,13 

0,15 

0,17 

0,11 

10 

0,21 

0,23 

0,25 

0,27 

0,29 

0,31 

0,38 

0,36 

0,38 

0,4( 

20 

0,42 

0,4A 

0,46 

0,48 

0,50 

0,52 

0,55 

0,57 

0,59 

0,6: 

30 

0,63 

0,6S 

0,67 

0,69 

0,71 

0,73 

0,76 

0,78 

0,80 

0,8J 

40 

0,84 

0,86 

0,88 

0,90 

0,92 

0,94 

0,96 

0,98 

1,01 

1,0J 

50 

1,05 

l.OT 

1,09 

1,11 

1,13 

1,15 

1,17 

1,19 

1,21 

1.2J 

60 

1,26 

1,28 

1,30 

1,82 

1,34 

1,36 

1,38 

1,40 

1,42 

1,4^ 

70 

1,47 

1,4.3 

1,51 

1,53 

1,55 

1,57 

1,59 

1,61 

1,63 

1.6( 

80 

1,67 

1,70 

1,72 

1,74 

1,76 

1,78 

1,80 

1,82 

1,84 

1,8( 

90 

1,88 

1,31^ 

1,93 

1,95 

1,97 

1,99 

2,01 

2,03 

2,05 

2,0^ 

100 

2,Od 

—  9M2,267 

mm) 

O 

X 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

O 

0,025 

0,05 

0,07 

0,09 

0,11 

0,14 

0,16 

0,18 

0,2( 

lO 

0,23 

0,2IS 

0,27 

0,80 

0,82 

0,34 

0,36 

0,39 

0,41 

0,4^ 

20 

0,4.& 

0,48 

0,50 

0,52 

0,54 

0,57 

0,59 

0,61 

0,64 

0,6( 

30 

0,68 

0,T0 

0,73 

0,75 

0,77 

0,79 

0,82 

0,84 

0,86 

0,8^ 

40 

0,9X 

0,93 

0,95 

0,98 

1,00 

1,02 

1,04 

1,07 

1,09 

1,1] 

50 

i,ia 

1,16 

1,18 

1,20 

1,22 

1,25 

1,27 

1,29 

1,82 

1,34 

60 

1,36         l.SÖ 

1,41 

1,48 

1,45 

1,47 

1,50 

1,52 

1,54 

1.51 

70 

1,&0         1,61 

1,63 

1,66 

1,68 

1,70 

1,72 

1,75 

1,77 

1,71 

80 

1.81^         ^Ö4 

1,86 

1,88 

1,91 

1,93 

1,96 

1,97 

2,00 

2,0i 

90 

a,04.         2,06 

2,09 

2,11 

2,13 

2,15 

2,18 

2,20 

2,22 

2,2( 

lOO 

2,27 
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—  80  (2,455  mm) 


0 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,03 

0,05 

0,07 

0,10 

0,12 

0,15 

0,17 

0,20 

0,22 

10 

0,25 

0,27 

0,30 

0,32 

0,34 

0,37 

0,39 

0,42 

0,44 

0,47 

20 

0,49 

0,52 

0,54 

0,57 

0,59 

0,61 

0,64 

0,66 

0,69 

0,71 

30 

0,74 

0,76 

0,79 

0,81 

0,84 

0,86 

0,88 

0,91 

0,93 

0,96 

40 

0,98 

1,01 

1,03 

1,06 

1,08 

1.11 

1,18 

1,16 

1,18 

1,20 

50 

1,28 

1,25 

1,28 

1,30 

1,38 

1,85 

1,88 

1,40 

1,42 

1,45 

60 

1,47 

1,60 

1,52 

1,65 

1,57 

1,60 

1,62 

1,65 

1,67 

1,69 

70 

1,72 

1,74 

1,77 

1,79 

1,82 

1.84 

1,87 

1,89 

1,92 

1,94 

80 

1,96 

1,99 

2,01 

2,04 

2,06 

2,09 

2,11 

2,14 

2,16 

2,19 

90 

2,21 

2,23 

2,26 

2,28 

2,31 

2,83 

2,36 

2,38 

2,41 

2,43 

100 

2,46 

—  70  (2,658 

t  mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

€ 

7 

8 

9 

0 

0 

0,08 

0,05 

0,08 

0,11 

0,13 

0,16 

0,19 

0,21 

0,24 

10 

0.27 

0,29 

0.32 

0,35 

0,37 

0,40 

0,43 

0,45 

0,48 

0,51 

20 

0,58 

0,66 

0,59 

0,61 

0,64 

0,67 

0,69 

0,72 

0,74 

0,77 

ao 

0,80 

0,82 

0,85 

0,88 

0,90 

0,98 

0,96 

0,98 

1,01 

1,04 

40 

1,06 

1,09 

1,12 

i,u 

1,17 

1,20 

1,22 

1,25 

1,28 

1,80 

60 

1,83 

1,36 

1,38 

1,41 

1,44 

1,46 

1,49 

1,52 

1,54 

1,57 

60 

1,60 

1,62 

1,65 

1,68 

1,70 

1,73 

1,76 

1,78 

1,81 

1,83 

70 

1,86 

1,89 

1,91 

1,94 

1,97 

1,99 

2,02 

2,05 

2,07 

2,10 

80 

2,13 

2,15 

2,18 

2,21 

2,23 

2,26 

2,29 

2,31 

2,84 

2,37 

90 

2,39 

2,42 

2,45 

2,47 

2,60 

2,53 

2,55 

2,68 

2,61 

2,68 

100 

2,66 

—  60  (2,876 

mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

€ 

7 

8 

9 

0 

0 

0,03 

0,06 

0,09 

0,12 

0,14 

0,17 

0,20 

0.28 

0,26 

10 

0,29 

0,32 

0,36 

0,37 

0,40 

0,43 

0,46 

0,49 

0,52 

0,55 

20 

0,58 

0,60 

0,63 

0,66 

0,69 

0,72 

0,75 

0,78 

0,81 

0,83 

80 

0,86 

0,89 

0,92 

0,95 

0,98 

1,01 

1,04 

1,06 

1,09 

1,12 

40 

1,15 

1,18 

1,21 

1,24 

1,27 

1,29 

1,32 

1,85 

1,88 

1,41 

50 

1,44 

1,47 

1,50 

1,52 

1,65 

1,58 

1,61 

1,64 

1,67 

1,70 

60 

1,73 

1,75 

1,78 

1,81 

1,84 

1,87 

1,90 

1,98 

1,96 

1,98 

70 

2,01 

2,04 

2,07 

2,10 

2,13 

2,16 

2,19 

2,22 

2,24 

2,27 

30 

2,30 

2,33 

2,36 

2,39 

2,42 

2,45 

2,47 

2,60 

2,63 

2,56 

90 

2,59 

2,62 

2,65 

2,68 

2.70 

2,73 

2,76 

2,79 

2,82 

2,86 

100 

2,88 
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—  50  (3,113  mm) 


0 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

S 

9 

0 
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0,03 

0,06 

0,09 

0,13 

0,16 

0,19 

0,22 

0,25 

0,28 

10 

0,31 

0,34 

0,37 

0,41 

0,44 

0,47 

0,50 

0,53 

0,56 

0,69 

20 

0,62 

0,66 

0,69 

0,72 

0,75 

0,78 

0,81 

0,84 

0,87 

0,90 

30 

0,93 

0,97 

1,00 

1,03 

1,06 

1,09 

1,12 

1,15 

1,18 

1,21 

40 

1,25 

1,28 

1,81 

1,84 

1,37 

1,40 

1,43 

1,46 

1,49 

1,53 

50 

1,56 

1,59 

1,62 

1,65 

1,68 

1,71 

1,74 

1,77 

1,81 

1,84 

60 

1,87 

1,90 

1,98 

1,96 

1,99 

2,02 

2,05 

2,08 

2,12 

2,15 

70 

2,18 

2,21 

2,24 

2,27 

2,80 

2,33 

2,37 

2,40 

2,43 

2,46 

80 

2,49 

2,52 

2,55 

2,58 

2,61 

2,65 

2,68 

2,71 

2,74 

2,77 

90 

2,80 

2,83 

2,86 

2,90 

2,93 

2,96 

2,99 

8,02 

3,05 

3,08 

100 

3,11 

—  40  (8,868 

mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,03 

0,07 

0,10 

0,14 

0,17 

0,20 

0,23 

0,27 

0,30 

10 

0,83 

0,37 

0,40 

0,44 

0,47 

0,51 

0,54 

0,57 

0,61 

0,64 

20 

0,67 

0,71 

0,74 

0,77 

0,81 

0,84 

0,88 

0,91 

0,94 

0,98 

30 

1,01 

1,04 

1,08 

1,11 

1,16 

1,18 

1.21 

1,25 

1,28 

1,31 

40 

1,35 

1,38 

J,42 

1,45 

1,48 

1,52 

1,55 

1,68 

1,62 

1,66 

ÖO 

1,68 

1,72 

1,76 

1,79 

1,82 

1,85 

1,89 

1,92 

1,96 

1,99 

60 

2,02 

2,06 

2,09 

2,12 

2,16 

2,19 

2,22 

2,26 

2,29 

2,32 

70 

2,36 

2,39 

2,13 

2,46 

2,49 

2,53 

2,56 

2,59 

2,63 

2,66 

80 

2,69 

2,73 

2,76 

2,80 

2,83 

2,86 

2,90 

2,93 

2,96 

3,00 

90 

3,03 

8,07 

8,10 

8,18 

3,17 

3,20 

3,23 

3,27 

3,30 

8,34 

100 

3,37 

—  30  (3,644 

mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,04 

0,07 

0,11 

0,15 

0,18 

0,22 

0,26 

0.29 

0,38 

10 

0,36 

0,40 

0,44 

0,47 

0,61 

0,65 

0,58 

0,62 

0,66 

0,69 

20 

0,73 

0,77 

0,80 

0,84 

0,87 

0,91 

0,95 

0,98 

1,02 

1,06 

30 

1,09 

1,13 

1,17 

1,20 

1,24 

1,28 

1,31 

1,35 

1,38 

1,42 

40 

1,46 

1,49 

1,53  . 

1,57 

1,60 

1,64 

1,68 

1,71 

1,76 

1,79 

50 

1,82 

1,86 

1.90 

1,93 

1.97 

2.00 

2,04 

2.08 

2.11 

2.16 

60      2,19     2,22     2,26     2,30  2,33  2,37  2,40  2,44  2,48  2,61 

70      2,56     2,59     2.62     2,66  2,70  2,73  2,77  2,81  2,84  2,88 

80      2,92     2,95     2,99     8,02  3,06  3,10  3,13  8,17  3,21  3,24 

90      3,28     3,32     3,36     3,39  3,42  3,46  3,50  3,58  3,57  8,61 
100      3,64 
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—  2'»  (3.941 

mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6' 

7 

8 

9 

0 

0 

0,04 

0,08 

0,12 

0,16 

0,20 

0,24 

0,28 

0,32 

0,36 

10 

0,39 

0,43 

0,47 

0,51 

0,55 

0,59 

0.63 

0,67 

0,71 

0J5 

20 

0,79 

0,83 

0,87 

0,91 

0.95 

0,99 

1,03 

1,06 

1,10 

1,14 

30 

1,18 

1.22 

1,26 

1,30 

1,84 

1,38 

1,42 

1,46 

1,50 

1,54 

40 

1,58 

1,62 

1,66 

1,70 

1,73 

1,77 

1,81 

1,85 

1,89 

1,93 

50 

1,97 

2,01 

2,05 

2,09 

2,18 

2,17 

2.21 

2,25 

2,29 

2,33 

60 

2,86 

2,40 

2,44 

2,43 
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2,60 
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2,72 

70 
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2,80 

2.84 

2,88 

2,92 

2,96 

3,00 

3,03 

8,07 

3,11 

80 

3,15 

8,19 

8,23 

3,27 

3,31 

8,35 

3,39 

3,43 

3,47 

3,51 

90 

8.55 

3,59 

3,63 

3,67 

3,70 

3,74 

3,78 

3,82 

3,86 

3,90 

100 

3,94 

— 10  (4,263 

;  mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,04 

0,09 
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0,21 

0,26 
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0.38 

10 
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0,47 

0,51 

0,55 
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0,64 

0,68 

0.73 

0,77 

0,81 

20 

0,85 
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0,98 
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1,19 
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30 
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1,32 

1,36 

1,41 

1,45 

1,49 

1,58 

1,58 

1,62 

1,66 

40 

1.71 

1,75 

1,79 

1,83 

1,88 

1,92 

1,96 

2,00 

205 

2,0i) 

50 

.  2,18 
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2,26 
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2,34 
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2,52 
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2,90 

2,94 

70 

2,98 

3,03 

3,07 

3,11 

3,15 

3,20 

8,24 

3.28 

3,38 

3,37 

80 

3,41 

3,45 

3,50 

3.54 

8,58 

3,62 

3,67 

3,71 

3,76 

3,79 

90 

8,84 

8,88 

3,92 

8,96 

4,00 

4,05 

4,09 

4,14 

4,18 

4,22 

100 

4,2ü 

0*^  (4,600  ] 

mm) 
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20 

0,92 

0,97 

1,01 

1,06 

1,10 

1,15 

1,20 

1.24 

1,29 

1,33 

30 

1,38 

1,43 

1,47 

1,52 

1,56 

1,61 

1,66 

1,70 

1,75 

1,79 

40 

1,84 

1,89 

1,93 

1.98 

2,02 

2,07 

2,12 

2,16 

2,21 

2,25 

50 

2,30 

2,35 

2,39 

2,44 

2,48 

2,53 

2,58 

2,62 

2,67 

2,71 

60 

2,76 

2,81 

2.85 

2,90 

2,94 

2,99 

3,04 

3,08 

3,13 

3.17 

70 

3,22 

3,27 

3,31 

3,36 

3,40 

3,45 

3,60 

3,54 

3,59 

3,63 

80 

3,68 

3,73 

3,77 

3,82 

3,86 

3,91 

8,96 

4,00 

4,05 

4,09 

90 

4,14 

4,19 

4,23 

4,28 

4,32 

4,37 

4,42 

4.46 

4,51 

4,65 
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+ 10  (4,940  mm) 

0  13S456789 

0       0  0,05     0,10  0,15  0,20  0,25  0,80  0,35  0,40  0,45 

10     0,49  0,54     0,69  0,64  0,69  0,74  0,79  0,84  0,89  0,94 

20     0,99  1,04      1,09  1,14  1,19  1,24  1,28  1,33  1,38  1,43 

30      1,48  1,63      1,58  1.63  1,68  1,73  1,79  1,83  1,88  1,93 

40      1,98  2,03      2,08  2,12  2,17  2,22  2,27  2,32  2,37  2,42 

50     2,47  2,62      2,67  2,62  2,67  2,72  2,77  2,82  2,87  2,92 

60   2,96  3,01   3,06  3,11  8,16  3,21  3,26  8,31  3,36  3,41 

70   3,46  3,61   3,56  3,61  3,66  3,71  3,76  3,80  3,85  3,90 

80   3,95  4,00   4,05  4,10  4,16  4,20  4,25  4,30  4,35  4,40 

90   4,45  4,50   4,65  4,59  4,64  4,69  4,74  4,79  4,84  4,89 
100   4,94 

+  20  (5,302  mm) 

0  12          8          456789 

0   0  0,05   0,11  0,16  0,21  0,27  0,32  0,37  0,42  0,48 

10   0,53  0,58  0,64  0,69  0,74  0,80  0,85  0,90  0,95  1,01 

20   1,00  1,11   1,17  1,22  1,27  1,33  1,38  1,43  1,48  1,54 

30   1,59  1,64   1,70  1,75  1,80  1,86.  1,91  1,96  2,02  2,07 

40   2,12  2,17   2,28  2,28  2,33  2,39  2,44  2,49  2,56  2,60 

50   2,65  2,70  2,76  2,81  2,86  2,92  2,97  3,02  3,08  3,13 

60   3,18  3,23   3,29  3,34  3,39  3,45  3,50  3,55  8,61  3,66 

70   3,71  8,76   3,82  3,87  3,92  3,98  4,03  4,08  4,14  4,19 

80   4,24  4,30   4,35  4,40  4,45  4,51  4,56  4,61  4,67  4,72 

90   4,77  4,83   4,88  4,93  4,98  5,04  5,09  5,14  5,20  5,25 
100   5,30 

+  80  (5,687  mm) 

0  123456789 

0   0  0,06  0,12  0,17  0,28  0,28  0,34  0,40  0,46  0,51 

10   0,57  0.68  0,68  0,74  0,80  0,85  0,91  0,97  1,02  1,08 

20   1,14  1,20   1,25   1,31  1,37   1,42  1,48  1,54  1,59  1,65 

30   1,71  1,76   1,82   1,88  1,93   1,99  2,05  2,10  2,16  2,22 

40   2,28  2,38  2,39  2,45  2,50  2,56  2,62  2,67  2,73  2,79 

50   2,84  2,89  2,95  3,00  3,06  8,12  3,17  3,23  3,29  8,35 

60   3,41  3,47   3,53  3,58  3,64  8,70  8,75  3,81  3,87  3,92 

70   3,98  4,04   4,09  4,16  4,21  4,27  4,32  4,38  4,44  4,49 

80   4,55  4,61   4,66  4,72  4,78  4,88  4,89  4,95  6,00  5,06 

90   5,12  5,18  5,23   6,29  5,35   5,40  5,46  5,52  5,57  5,63 
00   5,69 
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+  40  (6,097  mm) 
0123456789 

0  0       0,06  0,12     0,18  0,24     0,81  0,87  0,43  0,49  0.55 

10  0,61     0,67  0,78     0,79  0,85     0,92  0,98  1,04  1,10  1,16 

20  1.22      1,28  1,34      140  1,46      1,52  1,59  1,65  1,71  1,77 

30  1,88      1,89  1,95     2,01  2,07     2,18  2,20  2,26  2,82  2,38 

40  2,44     2,50  2,56      2,62  2,68      2,74  2,81  2,87  2,93  2,99 

60  8,05     8,11  8,17     3,23  8,29     8,85  3,41  3,48  3,54  8,69 

60  3,66     8,72  3,78     8,84  8,90     8,96  4,02  4,09  4,15  4,21 

70  4,27     4,33  4,39     4,45  4,51      4,57  4,63  4,69  4,76  4,82 

80  4,88     4,94  5,00     5,06  5,12     5,18  5,24  5,30  6,37  5,43 

90  5,49     5,56  6,61     6,67  5,73     5,79  6,86  5,91  5,98  6,04 

100  6,10 

+  50  (6,634  mm) 
0123456789 

0  0       0,07  0,13     0,20  0,26     0,38  0,39  0,46  0,62  0,59 

10  0,65     0,72  0,78     0,85  0,92     0,98  1,05  1,11  1,18  1,24 

20  1,31      1,37  1,44      1,50  1,57      1,68  1,70  1,76  1,88  1,89 

30  1,96     2,08  2,09     2,16  2,22     2,29  2,35  2,41  2,48  2,54 

40  2,61      2,67  2,74     2,81  2,88     2,94  3,01  8,07  3,14  3,20 

50  3,27     3,33  8,40     8,46  3,53     3,59  8,66  3,72  3,79  3,85 

GO  8,92      3,99  4,05      4,12  4,18      4,25  4,31  4,38  4,44  4,61 

70  4,57      4,64  4,70      4,77  4,84     4,90  4,97  5,03  5,10  5,16 

80  5,23      6,29  5,36      5,42  5,49      5,55  5,62  5,68  5,75  5.81 

90  5,88     5,95  6,01      6,08  6,14     6,21  6,27  6,84  6,40  6,47 

100  6,53 

+  6»  (6,998  mm) 
0123456789 

0  0       0,07  0,14     0,21  0,28     0,35  0,42  0,49  0,56  0,63 

10  0,70     0,77  0,84     0,91  0,98      1,05  1,12  1,19  1,26  1,88 

20  1,40      1,47  1,54      1,61  1,68      1,75  1,82  1.89  1,96  2,03 

80  2,10     2,17  2,24      2,31  2,38      2,45  2,52  2,59  2,66  2,78 

40  2,80      2,67  2,94      3,01  3,08      3,15  3,22  3,29  8,36  3,43 

50  8,50     3,57  8,64     3,71  3,78     8,85  3,92  3,99  4,06  4,13 

60  4,20     4,27  4,34      4,41  4,48      4,55  4,62  4,69  4,76  4,88 

70  4,90     4,97  5,04      5,11  6.18      5,25  5,32  5,89  6,46  5,53 

80  5,60      5,67  6,74      5,81  5,88      5,95  6,02  6,09  6,16  6,23 

90  6,30     6.37  6,44     6,51  6,58     6,65  6,72  6,79  6,86  6,93 

100  7,00 
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+  70  (7,492  mm) 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

€ 

7 

8 

9 

0 

0 

0,08 

0,15 

0,23 

0,30 

0,38 

0,45 

0,52 

0,60 

0,67 

10 

0,75 

0,82 

0,90 

0,97 

1,05 

1,12 

1,20 

1,27 

1,35 

1,42 

20 

1,50 

1,57 

1,65 

1,72 

1,80 

1,87 

1,95 

2,02 

2,10 

2,17 

30 

2,25 

2,32 

2,40 

2,47 

2,55 

2,62 

2,70 

2,77 

2,85 

2,92 

40      3,00      3,07      3,15      3,22     8,80      3,37      3,45      3,52      3,60     3,67 
50      3,75      3,82      3,90     3,97      4,05      4.12      4.20     4,27     4,35     4,42 

60      4,50     4,57      4,65      4,72     4,80      4,87      4.94     5,02      5,09      5,17 


70 

5,24 

5,32 

5,39 

5,47 

5,54 

5,62 

5,69 

5,77 

5,84 

5,92 

80 

5,99 

6,07 

6,14 

6,22 

6,29 

6,37 

6,44 

6,52 

6,59 

6,67 

90 

6,74 

6,82 

6,89 

6,97 

7,04 

7,12 

7,19 

7,27 

7,34 

7,42 

100 

7,50 

+  80  (8,017 

mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,08 

0,16 

0,24 

0,32 

0,40 

0,48 

0,66 

0,64 

0,72 

10 

0,80 

0,88 

0,96 

1,04 

1,12 

1,20 

1,28 

1,36 

1,44 

1,52 

20 

1,60 

1,68 

1,76 

1,84 

1,92 

2,00 

2,08 

2,16 

2,24 

2,32 

30 

2,40 

2,48 

2,56 

2,64 

2,72 

2,80 

2,89 

2^97 

3,05 

3,13 

40 

3,21 

3,29 

3,37 

3,45 

3,53 

3,61 

3,69 

3,77 

3,85 

3,93 

50 

4,01 

4,09 

4,17 

4,25 

4,33 

4,41 

4.49 

4,57 

4,65 

4,78 

60 

4,81 

'4,89 

4,97 

5,05 

5,13 

5,21 

5,29 

5,37 

5,45 

5,53 

70 

5,61 

5,69 

5,77 

5,85 

5,93 

6,01 

6,09 

6,17 

6,25 

6,33 

80 

6,41 

6,49 

6,57 

6,65 

6,73 

6,81 

6,89 

6.97 

7,05 

7,13 

90 

7,22 

7,30 

7,38 

7,46 

7,54 

7,62 

7,70 

7,78 

7,66 

7,94 

100 

8,02 

+  9«  (8,674 

mm) 

0 

1 

3 

5 

4 

ö 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,09 

0,17 

0,26 

0,34 

0,43 

0,51 

0,60 

0.69 

0,77 

10 

0,86 

0,94 

1,03 

1,12 

1,20 

1,29 

1,37 

1,46 

1.54 

1,63 

20 

1,72 

1,80 

1,89 

1,97 

2,06 

2,14 

2,23 

2,82 

2,40 

2,49 

30 

2,57 

2,66 

2,74 

2,83 

2,92 

3,00 

3,09 

8,17 

3,25 

3,34 

40 

3,43 

3,51 

3,60 

3,69 

3,77 

3,86 

3,94 

4.03 

4.12 

4,20 

50 

4,29 

4,37 

4,46 

4,54 

4,63 

4,72 

4,80 

4,89 

4,97 

5,06 

60  5,14  5,23  5,82  5,40  5,49  5,57  5,66  5,74  5,83  5,92 

70  6.00  6,09  6,17  6,26  6,35  6,43  6,51  6,60  6,69  6,77 

BO  6,86  6,95  7,03  7,12  7,20  7,29  7,37  7,46  7,55  7,63 

90  7.72  7,80  7,89  7,97  8,06  8,15  8,23  8,32  8,40  8,49 

00  8,57 
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+ 10^  (9,165  mm) 


0 

1 

2 

5 

4 

6 

€ 

7 

8 

9 

0 

0 

0,09 

0,18 

0,28 

0,37 

0,46 

0,55 

0,64 

0,73 

0,82 

10 

0,92 

1,01 

1,10 

1,19 

1,28 

1,38 

1.47 

1,56 

1,65 

1,74 

20 

1,83 

1,92 

2,02 

2.11 

2,20 

2,29 

2,38 

2,47 

2,56 

2,65 

30 

2,75 

2,84 

2,93 

3,02 

3,12 

3,21 

3,30 

3.39 

3,48 

3,67 

40 

3,67 

3,76 

3.85 

3,94 

4,03 

4,12 

4,22 

4.31 

4.40 

4,49 

50 

4,53 

4,67 

4,76 

4,86 

4,95 

5,04 

5,13 

6,22 

5,32 

5,41 

60 

5,50 

6,69 

5,68 

5,77 

5,87 

5,96 

6,06 

6,14 

6,23 

6.32 

70 

6.42 

6,51 

6,60 

6,09 

6,78 

6,87 

6,97 

7,06 

7,15 

7.24 

80 

7,33 

7,42 

7,52 

7,61 

7,70 

7,79 

7,88 

7,97 

8,07 

8.16 

90 

8,25 

8,34 

8,43 

8,52 

8,62 

8,71 

8,80 

8,89 

8,98 

9,07 

100 

9,17 

+  110  (9,792  mm) 

0 

1 

3 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,10 

0,20 

0,29 

0,39 

0,49 

0,69 

0,69 

0,78 

0,88 

10 

0,98 

1,08 

1,18 

1,27 

1,37 

1,47 

1,57 

1,66 

1.76 

1,86 

20 

1,96 

2,06 

2,15 

2,25 

2,35 

2,45 

2,55 

2,64 

2,74 

2,84 

30 

2,94 

3,04 

3,13 

3,23 

3,33 

3,43 

3,63 

3,62 

3,72 

3,82 

40 

3,92 

4,02 

4,11 

4,21 

4,81 

4,41 

4,60 

4,60 

4.70 

4,80 

50 

4,90 

4,99 

5,09 

5,19 

5,29 

5,39 

6,48 

6,58 

6,68 

5.78 

60 

5,88 

5,97 

6,07 

6,17 

6,27 

6,87 

6,46 

6,56 

6,66 

6.76 

70 

6,85 

6,95 

7,05 

7,15 

7,25 

7,34 

7,44 

7,54 

7,64 

7,74 

80 

7,83 

7,93 

8,03 

8,13 

8,23 

8,32 

8,42 

8,62 

8,62 

8.72 

90 

8,81 

8,91 

9,01 

9,11 

9,20 

9,30 

9,40 

9,50 

9,60 

9.69 

100 

9,79 

+  120  (10,467  mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,11 

0,21 

0,31 

0,42 

0,52 

0,63 

0,73 

0,84 

0,94 

10 

1,05 

1,15 

1,26 

1,36 

1,46 

1,57 

1,67 

1,78 

1,88 

1,99 

20 

2,09 

2,20 

2,30 

2.41 

2,51 

2,61 

2,72 

2,82 

2,93 

3,03 

30 

3,14 

3,24 

3,S5 

3,45 

8,55 

3,66 

3,76 

3,87 

3,97 

4,08 

40 

4,18 

4,29 

4,39 

4,50 

4,60 

4,71 

4,81 

4,92 

5,02 

5,12 

60 

5,23 

5,33 

5,44 

5,54 

5,65 

5,75 

5,86 

5,96 

6,07 

6,17 

60  6,27  6,38  6,48  6.59  6.69  6,80  6,90  7,01     7,11      7,22 

70  7,32  7,42  7,53  7,63  7,74  7.84  7,96  8,06     8,16     8,26 

80  8,37  8,47  8,58  8,68  8,78  8,89  8,99  9,10     9,20     9,31 

90  9,41  9,62  9,62  9,73  9,83  9,93  10,0  10,1  10,3  10,4 

100  10.5 
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+  130  (11,162  mm) 

0  12345678  9 

0          0  0,11      0,22     0,34     0,45     0,56     0,67  0,78  0,89      1,01 

10        1,12  1,23      1,34      1,45      1,56      1,67      1,78      1,MJ  2,00     2,12 

Ä>       2,23  2,34     2,45      2.57      2,68      2J9     2,90      3,01  3,13      3,24 

30        3,35  3,46     3,57      3,68      3,79      3,90     4,02     4,13  4,24     4,35 

40       4,46  4,58     4,69     4,80     4,91      5,02     5,18     5,25  5,36     5,47 

5^)       5,58  5,69     5,80     5,92     6,08     6,14     6,25     6,36  6,47     6,58 

60       6,70  6,81      6,92     7,03     7,14      7,26     7,37  7,48  7,59      7,70 

70        7,81  7,93      8,04     8,15     8,26     8,37      8,48  8,59  8,71      8,82 

80        8,93  9,04      9,15      9,26     9,38      9,49     9,60  9,71  9,82      9,83 

»)      10,1  10,2      10,3      10,4      10,5      10,6  10,7  10,8  10,9  11,1 
HJO      11,2 

H-  140  (11,908  mm) 
0  123456789 

0          0  0,12      0,24     0,36     0,48     0,60     0,72     0,88  0,95      1,07 

10        1,19  1,31      1,43      1,55      1,67      1,79      1,91      2,02  2,14      2,26 

20        2,38  2,50     2,62      2,74     2,86     2,98      3,10      3,22  3,33      3,45 

30        3,57  3,69      3,81      3,93      4,06      4,17      4,29     4,41  4,52     4,63 

40        4,76  4,83      5,00     5,12      5,24     5,36      5,48  5,60  5,72      5,83 

50        5,95  6,07      6,19     6,31      6,43      6,55      6,67  6,79  6,91      7,03 

ßO        7,15  7,26      7,38      7,50     7,62      7,74      7,86  7,98  8,10     8,22 

70       8,34  8,46     8,57     8,69     8,81     8,93  9,05  9,17  9,29  9,41 

80        9,53  9,66      9,77      9,88    10,0      10,1  10,2  10,4  10,5  10,6 

90      10,7  10,8      11,0      11,1      11,2      11,3  11,4  11,6  11,7  11,8 
100      11,9 

+ 15«  (12,699  mm) 
0  123456789 

0          0  0,13     0,25      0,38     0,51      0,64     0,70  0,89  1,02      1,14 

10        1,27  1,40      1,52      1,65      1,78      1,91      2,03      2,16  2,29      2,41 

20        2,54  2,67      2,79     2,92      3,05      3,18      3,30  3,43  3,56      3,68 

30        3,81  3,94      4,06     4,19     4,32      4,45      4,57  4,70  4,83     4,95 

40        5,08  5,21      5,33     5,46      5,59      5,72  5,84  5,97  6,10      6,22 

50        6,86  6.48      6,60     6,73     6,86      6,99      7,11  7,24  7,37      7,49 

60        7,62  7,75      7,87     8,00     8,13      8,26      8,38     8,51  8,64     8,7G 

70        8,89  9,02      9,14     9,27      9,40     9,53      9,65  9,78  9,91  10,0 

30      10,2  10,3      10,4      10.5      10,7      10,8  10,9  11,1  11,2  11,3 

90      11,4  11,6      11,7      11,8      11,9      12,1  12,2  12,3  12,5  12,6 
00      12,7 


I 
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+ 16«  (13,536  mm) 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

S 

9 

ü 

0 

0,14 

0,27 

0,41 

0,54 

0,68 

0,81 

0,95 

1,08 

1,22 

10 

1,35 

1,49 

1,62 

1,76 

1,90 

2,03 

2,17 

2,30 

2,44 

2.57 

20 

2,71 

2,84 

2,98 

3,11 

3,25 

3,38 

3,52 

3,b6 

3,79 

3,93 

30 

4,06 

4,20 

4,33 

4,46 

4,60 

4,74 

4,87 

5,01 

5,14 

5.28 

40        5,41  5,55  5,69  5,82     5,96  6,09  6,28  6.36  6,50  6,63 

50        6,77  6,90  7,04  7,17      7.31  7,45      7,58  7,71  7,85  7,99 

60        8,12  8.26  8,39  8,53     8,66  8,80     8,93  8,07  8,21  8.34 

70        9,48  9,61  9,75  9.88  10,0  10.2  10,3  10.4  10.6  10,7 

80  10,8  11,0  11,1  11,2  11,4  11,5  11,6  11,8  11,9  12.1 

90  12,2  12,3  12,5  12,6  12,7  12,9  13,0  13,1  13,3  13,4 

100  13,5 

-f  17«  (14,421  mm) 

012  34:50789 

0          0  0,14  0,29  0,43     0,68  0,72  0,87  1.01  1,15      1,30 

10         1,44  1,59      1,73  1,87      2,02  2,16      2,31  2,45  2,59      2,74 

20        2,88  3,03  3,17  3,32      3,46  3,60     3,75  3,89  4,04  4,18 

30        4,33  4,47  4,61  4,76     4,90  5,05      5,19  5,34  5,48  5,62 

40        5,77  5,91  6,06  6.20      6,34  6,49      6,63  6,78  6,92      7,0Ü 

60        7,21  7,36  7,50  7,64     7,79  7,93     8,08  8,22  8,36  8,51 

60        8,65  8,80     8,94     9,09     9,23  9,37     9,52  9,66  9,81  9,95 


70 

10,1 

10,2 

10,4 

10,5 

10,7 

10,8 

11,0 

11.1 

11,3 

11.4 

80 

11,5 

11,7 

11,8 

12,0 

12,1 

12,3 

12,4 

12,6 

12,7 

12,8 

90 

13,0 

13,1 

13,3 

13,4 

13,6 

13,7 

13,8 

14,0 

14,1 

14,3 

100 

14,4 

+ 18  (r5,357  mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,15 

0,31 

0,46 

0,61 

0,77 

0,92 

1,07 

1,23 

1,38 

10 

1,54 

1,69 

1,84 

2,00 

2,15 

2,30 

2,46 

2,61 

2,76 

2,92 

20 

3,07 

3,23 

3,38 

3,53 

3,69 

3,84 

8,99 

4,15 

4,30 

4,45 

30 

4,61 

4,76 

4,91 

5,07 

5,22 

5,38 

5,53 

5,68 

5,84 

5,99 

40 

6,14 

6,30 

6,45 

6,60 

6,76 

6,91 

7,06 

7,22 

7,37 

7,53 

50 

7,68 

7,83 

7,99 

8.14 

8,29 

8,45 

8,60 

8,75 

8,91 

9,06 

60 

9,21 

9,37 

9,52 

9,68 

9,88 

9,98 

10,1 

10,3 

10,4 

10,6 

70 

10,7 

10,9 

11,1 

11,2 

11,4 

11,5 

11,7 

11,8 

12,0 

12,1 

80 

12,3 

12,4 

12,6 

12.7 

12,9 

\M 

13,2 

13,4 

13,5 

13,7 

90 
100 

13,8 
15,4 

14,0 

14.1 

14,3 

14,4 

14,6 

14,7 

14,9 

15,1 

15,2 
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+  190  (16,846  mm) 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

€ 

7 

8 

9 

0 

0 

0,16 

0,33 

0,49 

0,65 

0,82 

0,98 

1,14 

1,31 

1,47 

10 

1.64 

1,80 

1,96 

2,13 

2,29 

2,45 

2,62 

2,78 

2,94 

3,11 

20 

3,27 

3,43 

5,60 

3,76 

3,92 

4,09 

4,25 

4,41 

4,58 

4,74 

30 

4,90 

5,07 

5,23 

5,39 

5,56 

5,72 

5,88 

6,04 

6,21 

6,38 

40 

6,54 

6,70 

6,87 

7,03 

7,19 

7,36 

7,52 

7.68 

8.85 

9,01 

50 

8,17 

8,34 

8,50 

8,66 

8,83 

8,99 

9,15 

9,32 

9,48 

9,64 

60 

9,81 

9,97 

10,1 

10,3 

10,5 

10,6 

10,8 

11,0 

11,1 

11,3 

70 

11,4 

11,6 

11,8 

11,9 

12,1 

12,3 

12,4 

12,6 

12,8 

12,9 

80 

13,1 

13,2 

13,4 

13,6 

13,7 

13.9 

14,1 

14,2 

14,4 

14,5 

90 
lÜO 

14,7 
16,4 

14,9 

15,0 

15,2 

15,4 

15,5 

15,7 

15,9 

16,0 

16,2 

+  200  (17,391  mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,17 

0,35 

0,52 

0,70 

0.87 

1,04 

1,22 

1,39 

1,57 

10 

1,74 

1,91 

2,09 

2,26 

2.44 

2,61 

2,78 

2,96 

3,13 

3,31 

20 

3,48 

3,65 

8,83 

4,0Q 

4,17 

4,35 

4.52 

2,70 

4,87 

5.04 

30 

5,22 

5,39 

5,57 

5,74 

5,91 

6,09 

6,26 

6,44 

6,61 

6,78 

40 

6,96 

7,13 

7,30 

7,48 

7,65 

7,83 

8,00 

8.17 

8,35 

8,52 

50 

8,70 

8,87 

9,04 

9,22 

9,39 

9,57 

9,74 

9,91 

10,1 

10,3 

60 

10,4 

10,6 

10,8 

10,9 

11,1 

11,3 

11,5 

11,7 

11,8 

12,0 

70 

12,2 

12.4 

12,5 

12,7 

12,9 

13,0 

13,2 

13,4 

13,6 

13,7 

80 

13,9 

14,1 

14,3 

14,4 

14,6 

14,8 

15,0 

15,1 

15,3 

15,5 

90 

16,7 

15,8 

16,0 

16,2 

16,3 

16,5 

16,7 

16,9 

17,0 

17,2 

100 

17,4 

+  210  (18,496  mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,19 

0,37 

0,56 

0,74 

0,93 

1,11 

1,80 

1,48 

1,66 

10 

1,85 

2,03 

2,22 

2,41 

2,59 

2,77 

2,96 

3,13 

3,33 

3.51 

20 

3,70 

3,88 

4,07 

4,25 

4,44 

4,62 

4,81 

4,99 

5,18 

5,36 

SO 

5.55 

5,73 

5,92 

6,10 

6,29 

6,47 

6,06 

6,84 

7,03 

7,21 

40 

7,40 

7,58 

7,77 

7,95 

8,14 

8,32 

8,50 

8,69 

8,88 

9,06 

50 

9,25 

9,43 

9,61 

9,80 

9,99 

10,2 

10,4 

10,5 

10,7 

10,9 

60 

11,1 

11,3 

11,5 

11.7 

11,8 

12,0 

12,2 

12,4 

12,6 

12,8 

70 

13,0 

13,1 

13,3 

13,5 

13,7 

13,9 

14,1 

14,2 

14,4 

14,6 

80 

14,8 

15,0 

15,2 

15,4 

15,5 

15,7 

15,9 

16,1 

16,3 

16,6 

90 

16,7 

16,8 

17,0 

17,2 

17,4 

17,6 

17,8 

17,9 

18,1 

18,3 

100 

18,5 
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+  220  (19,659  mm) 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,20 

0,40 

0,59 

0,79 

0,98 

1,18 

1,38 

1,57 

1,77 

10 

1,97 

2,16 

2,36 

2,56 

2,75 

2,95 

3,15 

8,34 

8,54 

3,74 

20 

3,93 

4,13 

4,33 

4,52 

4,72 

4,92 

5,11 

6,31 

5,51 

5,70 

30 

5,90 

6,09 

6,29 

6,49 

6,68 

6,88 

7,07 

7,27 

7,47 

7,67 

40  7,86  8,06  8,26  8,45      8,65  8,85      9,04  9,24  9,44      9,63 

50  9,83  10,0  10,2  10,4  10,6  10.8  10,0  11,2  11,4  11,6 

60  11,8  12,0  12,2  12,4  12,6  12,8  13,0  13,2  13,4  13,6 

70  13,8  14,0  14,2  14,4  14,6  14,7  14,9  15,1  15,3  15,5 

80  15,7  15,9  16,1  16,3  16,5  16,7  16,9  17,1  17,3  17,5 

90  17,7  17,9  18,1  18,3  18,5  18,7  18,9  19,1  19,3  19,5 

100  19,7 

+  23»  (20,888  mm) 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,21 

0,42 

0,63 

0,84 

1,04 

1,25 

1,46 

1,67 

1,88 

10 

2,09 

2,30 

2,51 

2,72 

2,92 

3,13 

3,34 

3,55 

3,76 

8,97 

20 

4,18 

4,39 

4,60 

4,80 

5,01 

5,22 

5,43 

5,64 

5,85 

6,06 

30 

6,27 

6.48 

6,68 

6,89 

7,10 

7,31 

7,52 

7,78 

7,94 

e,15 

40 

8,36 

8,56 

8,77 

8,98 

9,19 

9,40 

9,61 

9,82 

10,0 

10,2 

50 

10,4 

10,7 

10,9 

11,1 

11,3 

11.5 

11,7 

11,9 

12,1 

12,3 

60 

12,5 

12,7 

13,0 

13,2 

13,4 

13,6 

13,8 

14,0 

14,2 

14,4 

70 

14,6 

14,8 

15,0 

15,2 

15.5 

15,7 

15,9 

16,1 

16,3 

16,5 

80 

16,7 

16,9 

17,1 

17,3 

17.6 

17,8 

18,0 

18,2 

18,4 

18,6 

90 

18,8 

19,0 

19,2 

19,4 

19,6 

19,8 

20,1 

20,3 

20,5 

20.7 

100 

20,9 

+  240  (22,184  mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,22 

0,44 

0,67 

0,89 

1,11 

1,33 

1,55 

1,78 

2,00 

10 

2,22 

2,44 

2,66 

2,88 

3,11 

3,33 

3,55 

3,77 

3,99 

4,22 

20 

4.44 

4,66 

4,88 

5,10 

5,32 

5,55 

5,77 

5,99 

6,21 

6,43 

30         6,66      6,88      7,10      7,32  7,54  7,76      7,99  8,21  8,48  8,65 

40        8,87      9,10     9,32      9,54  9,76  9,98  10,2  10,4  10,7  10,9 

50  11,1  11,3  11,5  11,8  12,0  12,2  12,4  12,6  12,9  13,1 

60  13,3  13,5  13,8  14,0  14,2  14,4  14,6  14,9  15,1  15,3 

70  15,5  15,8  16,0  16,2  16,4  16,6  16,9  17,1  17,3  17,5 

80  17,S  18,0  18,2  18,4  18,6  18,9  19,1  19,3  19,5  19,8 

90  20,0  20,2  20.4  20,6  20,9  21,1  21,3  21,5  21,7  22,0 

100  22,2 
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+  250  (23,550  mm) 


0 

1 

3 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,24 

0,47 

0,71 

0,94 

1,18 

1,41 

1,65 

1,88 

2.12 

10 

2,36 

2,59 

2,83 

3,06 

3,30 

3,54 

3,77 

4,01 

4,24 

4,4S 

20 

4,71 

4,95 

5,18 

5,42 

5,65 

5,89 

6,13 

6,36 

6,60 

6,83 

30 

7,07 

7,30 

7,54 

7,77 

8,01 

8,25 

8,48 

8,72 

8,95 

8,19 

10 

9,42 

9.66 

9,89 

10,2 

10,4 

10,6 

10,8 

11.1 

11,8 

11,5 

50 

11,8 

12,0 

12.2 

12,6 

12,7 

13,0 

13,2 

13,4 

13,7 

13,9 

60 

14,1 

14,4 

14,6 

14,8 

15,1 

15,3 

15,6 

15,8 

16,0 

16,3 

70 

16,5 

16,7 

17,0 

17,2 

17.4 

17,7 

17,9 

18,1 

18,4 

18,6 

80 

18,8 

19,1 

19,3 

19,6 

19,8 

20,0 

20,3 

20,5 

20,7 

21,0 

90 

21.2 

21,4 

21,7 

21,9 

22,1 

22,4 

22,6 

22,9 

23,1 

23,3 

100 

23,6 

+  26«  (24,988  mm) 

0 

1 

2 

5 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,25 

0.50 

0,75 

1,00 

1,25 

1,50 

1,75 

2,00 

2,25 

10 

2,5 

2,75 

3,00 

3,25 

3,50 

3,75 

4,00 

4,25 

4,50 

4,75 

•20 

5,0 

5,25 

5,50 

5,75 

6,00 

6.25 

6,50 

6.75 

7,00 

7,25 

30 

7,5 

7,75 

8,00 

8,25 

8,50 

8,75 

9,00 

9,25 

9,50 

9.75 

40 

10,0 

10,3 

10,5 

10,8 

11,0 

11,3 

11,5 

11,8 

12,0 

12,3 

50 

12,5 

12,8 

13,0 

13,3 

13,5 

13,8 

14,0 

14,3 

14,5 

14,8 

60 

15,0 

15,3 

15,5 

15,8 

16,0 

16,3 

16,5 

16,8 

17,0 

17,3 

70 

17,5 

17,8 

18,0 

18,3 

18,5 

18,8 

19,0 

19,3 

19,5 

19,8 

80 

20,0 

20,3 

20,5 

20,8 

21,0 

21,3 

21,5 

21,8 

22,0 

22,3 

90 

22,5 

22,8 

23,0 

23,3 

23,5 

23,8 

24,0 

24,3 

24,5 

24,8 

100 

25,0 

+  270  (26,505  mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,26 

0,51 

0,77 

1,02 

1,28 

1,53 

1,79 

2,04 

2,30 

10 

2,55 

2,81 

3,06 

3,32 

3,57 

3,83 

4.08 

4,34 

4,60 

4,85 

20 

5,10 

5,36 

5,61 

6,87 

6,12 

6,38 

6,63 

6,89 

7,14 

7,40 

30 

7,65 

7,91 

8,16 

8,42 

8,67 

8,93 

9,18 

9,44 

9,09 

9,94 

40 

10,2 

10,5 

10,7 

11,0 

11,2 

11,5 

11,7 

12,0 

12,2 

12,5 

50 

12,8 

13,0 

13,2 

13,5 

13,8 

14,0 

14,3 

14,5 

14,8 

15,1 

60 

15.3 

15,6 

15,8 

16,1 

16,3 

16,6 

16,8 

17,1 

17,3 

17,6 

70 

17,9 

18,1 

18,3 

18,6 

18,9 

19,1 

19,4 

19,6 

19,9 

20.2 

80 

20,4 

20,7 

20,9 

21,2 

21,4 

21,7 

21,9 

22,2 

22,5 

22.7 

90 

23,0 

23,2 

23,6 

23,7 

24,0 

24,2 

24,5 

24,7 

25,0 

25,3 

100 

25,5 
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+  28°  (28,101  mm) 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,28 

0,56 

0,84 

1,12 

1,41 

1,69 

1,97 

2,25 

2.63 

10 

2,81 

3,09 

3,37 

3,65 

3,93 

4,22 

4,50 

4,78 

5,06 

5.34 

20 

5,62 

5,90 

6,18 

6,46 

6,74 

7,03 

7,31 

7,59 

7,87 

8.15 

30 

8,43 

8,71 

8,99 

9,27 

9,55 

9,84 

10,1 

10,4 

10,7 

11.0 

40 

11,2 

11,5 

11,8 

12,1 

12,4 

12,7 

12,9 

13,2 

13,5 

13.8 

50 

14,1 

14,3 

14,6 

14,9 

15,2 

15,5 

15,7 

16,0 

16,3 

1G,6 

CO 

16,9 

17,1 

17,4 

17,7 

18,0 

18,3 

18,6 

18,8 

19,1 

19,4 

70 

19,7 

20,0 

20,2 

20,5 

20,8 

21,1 

21,4 

21,6 

21,9 

22,2 

80 

22,5 

22,8 

23,0 

23,3 

23,6 

23,9 

24,2 

24,5 

24,7 

25,0 

90 

25,3 

25,6 

25,9 

26,1 

26,4 

26,7 

27,0 

27,3 

27,5 

27,8 

100 

28,1 

+  290  (29,782  mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,30 

0,60 

0,89 

1,19 

1,49 

1,69 

2,09 

2,38 

2,68 

10 

2,98 

3,28 

3,57 

3,87 

4,17 

4,47 

4,77 

5,06 

5,36 

5,66 

20 

5,96 

6,25 

6,55 

6,85 

7,15 

7,45 

7.74 

8,04 

9,34 

9.64 

30 

8,94 

9,23 

9,53 

9,83 

11,1 

11.4 

11,7 

12,0 

12,3 

12,6 

40 

11,9 

12,2 

12,5 

12,8 

13,1 

13,4 

13,7 

14,0 

14,3 

14,6 

50 

14,9 

15,2 

15,5 

15,8 

16,1 

16,4 

16,7 

17,0 

17,3 

17,6 

60 

17.9 

18,2 

18,5 

18,8 

19,1 

19,4 

19,7 

20,0 

20,3 

20,6 

70 

20,9 

21,2 

21,4 

21,7 

22,0 

22,3 

22,6 

22,9 

23,2 

23,5 

80 

23,8 

24,1 

24,4 

2-4,7 

25,0 

25,3 

25,6 

25,9 

26,2 

26.5 

90 

26,8 

27,1 

27,4 

27,7 

28,0 

28,3 

28,6 

28,9 

29,2 

29,5 

100 

29,8 

+  80^  (31,548  mm) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

0,32 

0,63 

0,97 

1,26 

1,58 

1,89 

2,21 

2,52 

2,84 

10 

3,16 

3,48 

3,79 

4,11 

4,42 

4,74 

5,05 

5,37 

5,68 

6,00 

20 

6,31 

6,63 

6,6  t 

7,26 

7,57 

7,89 

8.20 

8,52 

8,83 

9,15 

30 

9,46 

9,78 

10,1 

10,4 

10,7 

11,0 

11,4 

11,7 

12,0 

12,3 

40 

12,6 

12,9 

13,3 

13,6 

13,9 

14,2 

14,5 

14,8 

15,1 

15,5 

50 

15,8 

16,1 

16,4 

16,7 

17,0 

17,4 

17,7 

18,0 

18,3 

18,6 

CO 

18,9 

19,3 

19,6 

19,9 

20,2 

20,5 

20,8 

21,1 

21,5 

21,8 

70 

22,1 

22,4 

22,7 

23,0 

23,3 

23,7 

24,0 

24,3 

24,6 

24,9 

80 

25,2 

25,6 

25,9 

26,2 

26,5 

26,8 

27,1 

27,5 

27,8 

28,1 

90 

28,4 

28,7 

29,0 

29,3 

29,6 

30,0 

30,3 

30.6 

30,9 

31,2 

100 

31,6 
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Über  ein  Saitenelektrometer. 

Von  Dr.  C.  W.  Lute. 

{Eitigaan/en  8,  J/Öts.) 
(Mit  Tafel  I.) 

Die  elektrostatischen  Messungen  haben  in  neuerer  Zeit 
eine  erhöhte  Bedeutung  gewonnen;  einmal  durch  die  Ent- 
deckung der  radioaktiven  Substanzen  und  die  hiedurch  ver- 
anlagten Messungen,  sodann  durch  den  Aufschwung,  den  in 
den  letzten  Jahren  die  luftelektrische  Forschung  genommen 
hat.  Zu  diesen  Messungen  verwendet  man  hauptsächlich  das 
Quadrantelektrometer  und  das  Blattelektroskop.  Neben  den 
bekannten  Vorzügen  dieser  Instrumente  machen  sich  nun  eine 
Reihe  von  Nachteilen  bemerkbar,  die  gerade  bei  radioaktiven 
und  luftelektrischen  Messungen  recht  stören  können.  So  beim 
Qaadrantelektrometer  namentlich  die  große  Kapazität,  die  Träg- 
heit des  beweglichen  Systemes  und  der  Mangel  der  Transport- 
fähigkeit; beim  Elektroskope  die  geringe  Empfindlichkeit,  der 
engbegrenzte  Meßbereich,  die  verhältnismäßig  große  Kapazität, 
sowie  seine  Untauglichkeit  zur  Messung  kleiner  Spannungen 
und  zur  Selbstregistrierung. 

Diese  Mängel  gaben  Veranlassung  zu  zahlreichen  Ver- 
besserungen, die  im  Laufe  der  letzten  Jahre  diese  Instrumente 
erfuhren.  Haben  sich  auch  manche  dieser  Neukonstruktionen 
bei  speziellen  Messungen  als  vorteilhaft  erwiesen,  so  wurde 
sin  durchschlagender  Erfolg  doch  nicht  erzielt,  denn  meist 
treten,  durch  die  Behebung  des  einen  Nachteiles,  die  anderen 
nur  desto  empfindlicher  hervor.    Die  Schuld  hieran  liegt  meines 
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Erachtens  nicht  an  den  Konstrukteuren,  sondern  offenbar  am 
Prinzip  der  erwähnten  Meßinstrumente,  welches  eben  den 
vielerlei  Ansprüchen,  die  die  neueren  elektrostatischen  Mes- 
sungen daran  stellen,  nicht  gewachsen  ist.  Man  ist  daher  ge- 
zwungen, sich  nach  einer  neuen  Anordnung  umzusehen. 

Nun  hat  sich  bei  Galvanometern^)  das  Prinzip  der  lose 
gespannten  Saite  wohl  bewährt,  und  unter  den  Vorzügen  des- 
selben sind  gerade  solche,  die  auch  bei  feinen  elektrostatischen 
Messungen  gefordert  werden.  Es  liegt  daher  nahe,  das  Saiten- 
prinzip zur  Konstruktion  eines  Elektrometers  (,  Saitenelektro- 
meter*) zu  verwenden. 

Ich  habe  schon  vor  zwei  Jahren*)  ein  Modell  eines  solchen 
Elektrometers  hergestellt  und  mich  davon  überzeugt,  daß  das 
neue  Instrument  in  der  Tat  vielerlei  Vorzüge  vor  den  ge- 
bräuchlichen elektrostatischen  Meßinstrumenten  voraus  hat. 
Seither  habe  ich  eine  Reihe  von  Verbesserungen  daran  ange- 
bracht und  es  nun  in  nachstehend  beschriebener  Form  aus- 
führen lassen.     (Fig.  la  und  Ib  Taf.  I.) 

Innerhalb  eines  parallelepipetischen  Gehäuses  G  (Fig.  la) 
aus  Leichtguß  (Magnalium)  stehen  sich  zwei  zu  einander  par- 
allele Messingplatten  Pj  P^  gegenüber.  Diese  beiden  Platten 
sind  bei  H^  S^  bzw.  H^  S^  geführt  und  lassen  sich  durch  die 
Mikrometerschrauben  M^  und  M^  mit  Trommelteilung  um 
meßbare  Beträge  einander  nähern,  oder  voneinander  entfernen. 


>)  Ader.  Compt.  rend.  124,  1440,  1897;  La  Nature  2,  115,  1897; 
L'l^^clainige  electrique  295,  1897;  Elektrotechn.  Zeitschr.  661,  1897. 

W.  Kinthoven,  Ann.  d.  Phys.  (4)  12,  1059,  1903;  14,  182,  1904. 

M.  Edelmann  jun.,  Physikal.  Zeitschr.  7,  115,  1906. 

2)  Später  erfuhr  ich,  daß  auf  ein  Elektrometer,  welches  auf  dem- 
selben Prinzipe  beruht,  von  der  Firma  M.  Th.  Edelmann  &  Sohn  hier- 
selbst  ein  Musterschutz  genommen  ist. 

Während  der  Drucklegung  dieser  Arbeit  erhielt  ich  Kenntnis  davon, 
daß  auch  Herr  Professor  Dr.  Max  Crem  er  hier  auf  die  Idee  eines  Saiten- 
elektrometers gekommen  ist  und  ein  derartiges,  gemeinsam  mit  Herrn 
Dr.  Max  Edelmann  jun.  konstruiertes  Instrument  mit  Erfolg  zu  elektro- 
physiologischen  Messungen  verwendet  hat.  (Siehe  darüber:  Miinchener 
medizinische  Wochenschrift  Nr.  11,  1907.) 
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Durch  geriefte  Hartgummistopfen  H^h^S^  und  H^h^S^,  in 
vrelchen  die  Führungsstifke  gelagert  sind,  werden  die  beiden 
Platten  Pj  P,  vom  Gehäuse  isoliert.  Die  unteren  Führungs- 
stifte S^  S^  gehen  isoliert  durch  das  Gehäuse  G  hindurch  und 
können  mit  den  beiden  Polen  JBj  E^  ^^°®^  Batterie,  deren  Mitte 
geerdet  wird,  verbunden  werden,  so  da&  die  eine  Platte  auf  ein  +, 
die  andere  auf  ein  ebenso  hohes  —  Potential  aufgeladen  wird. 
Die  zum  Instrumente  gehörige  Batterie  B  (Fig.  Ib)  ist  eine 
kleine  Akkumulatorenbatterie  von  50  Zellen,  die  in  ein  Holz- 
kästchen von  20  cm  Breite,  11  cm  Höhe,  16  cm  Tiefe  einge- 
baut ist,  welches  gleichzeitig  dem  Elektrometer  als  Fuß  dient. 
Durch  geeignete  Schaltung  der  Batterie  (Steckkontakte  E^E^) 
lassen  sich  die  beiden  Feldplatten  Pj  P^  (Fig.  la)  auf  die 
Potentiale  ±  50  Volt  ±  30,  ±  10  und  ±  4  Volt  bringen. 

Genau  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Platten  Pj  Pj 
ist  die  Saite  TT,  ein  WoUastondraht  von  y^crö^  mm  Durch- 
messer und  10  cm  Länge  ausgespannt,  mit  beiden  Enden  an 
kurze  Metallstiftchen  angelötet,  welche  ihrerseits  von  je  einem 
gerieften  Hartgummiisolator  «7,  und  J,  gehalten  werden. 
Während  der  untere  Isolator  J,  fest  gelagert  ist,  läßt  sich 
der  obere  «7,  mit  Hilfe  der  Mikrometerschraube  M^  (1  Tromrael- 
^^1  ^^  T^  ™^)  ^^  meßbare  Beträge  verschieben  und  so  die 
Spannung  der  Saite  beliebig  ändern.  In  die  obere  Lagerung 
der  Saite  läßt  sich  die  Ladesonde  L  einstecken,  die  dann  mit 
der  Saite  in  leitender  Verbindung  steht.  Bei  Außergebrauch- 
setzung  des  Instrumentes  wird  die  Sonde  entfernt  und  der 
Verschlußdeckel  D.  (Fig.  1  b)  aufgesteckt.  Mit  Hilfe  eines 
kleinen  Ablesemikroskopes  0  mit  Okularmaßstab  von  großem 
Gesichtsfelde  (Fig.  Ib)  (Durchmesser  des  Gesichtsfeldes  8  mm 
Vergrößerung  SOfach)^)  werden  die  Durchbiegungen  der  Saite 
in  Teilen  des  Okularmaßstabes  gemessen. 

Die    vier   in    den   Figuren  la  und  b    deutlich   sichtbaren 
deinen  Glasgefäße  dienen  zur  Aufnahme  von  Natrium,  zwecks 


*)  Ang^efertigt  von  der  Firma  C.  A.  Steinheil  Söhne,  München. 
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Austrocknung  des  Elektrometers  im  Innern.  Die  Klemm- 
schraube K  dient  zur  Erdung  des  Elektrometergehäuses. 

Durch  die  Ladung  der  beiden  Platten  P,  P^  auf  entgegen- 
gesetzt gleiches  Potential,  entsteht  zwischen  ihnen  ein  hin- 
reichend homogenes  elektrisches  Feld. 

Wird  nun  ein  zu  messendes  Potential  an  die  Saite  (Lade- 
sonde L)  angelegt,  so  schlägt  sie,  je  nach  dem  Vorzeichen 
dieses  Potentiales,  nach  der  -f-  oder  — Platte  hin  aus.  Aus 
der  Größe  und  Richtung  dieses  Ausschlages  kann  das  Potential 
nach  Größe  und  Vorzeichen  bestimmt  werden,  wenn  das  Elektro- 
meter geeicht  ist.  Bei  nicht  allzu  großen  Durchbiegungen  der 
Saite  (innerhalb  der  „Elastizitätsgrenze*)  sind  die  Ausschläge 
den  angelegten  Potentialen  proportional,  die  Eichkurve  ist  also 
eine  Gerade. 

Handhabung  des  Saitenelektrometers. 

Das  eben  beschriebene  Instrument  läßt  sich,  wie  das 
Quadrantelektroraeter,  in  verschiedenen  Schaltungsarten  ver- 
wenden: 

I.  Mit  Hilfsladong: 

a)  Die  beiden  Platten  werden  auf  entgegengesetzt  gleiche.s 
Potential  geladen,  das  unbekannte  Potential  an  die  Saite  an- 
gelegt:  aSaitenschaltung*. 

b)  Die  Saite  wird  auf  ein  hohes  Hilfspotential  geladen, 
eine  Platte  geerdet,  an  die  andere  die  unbekannte  Spannung 
angelegt:   , Plattenschaltung". 

II.  Ohne  Hilfsladung: 

a)  Die  Saite  wird  durch  eiuen  außen  um  das  Gehäuse 
herumführenden  Metallbügel  mit  einer  Platte  leitend  verbunden, 
die  andere  Platte  geerdet.  Das  unbekannte  Potential  wird  an 
die  Saite  (und  die  eine  Platte)  angelegt.  Diese  Schaltung 
ist  im  Prinzipe  die  gleiche,  wie  sie  beim  Braunschen  Zeiger- 
elektrometer verwendet  ist:   , Doppelschaltung". 

b)  Beide  Platten  werden  geerdet,  eine  Platte  wird  mög- 
lichst weit  herausgeschraubt.     Das  unbekannte  Potential  wird 
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an  die  Saite  angelegt.  Durch  Influenzwirkung  biegt  sich  die 
Saite  nach  der  näherstehenden  Platte  hindurch:  , Influenz- 
schaltung''. 

Ja.  Saitenschaltung. 

Die  Empfindlichkeit  des  Instrumentes,  d.  i.  der  Ausschlag 
für  ein  bestimmtes  kleines  Potential,  etwa  0,1  Volt,  ist  hier 
abhängig:  1.  von  der  Saitenspannung,  2.  vom  Plattenabstande, 
3.  Ton  der  Plattenladung.  Alle  diese  drei  Größen  können  bei 
dem  vorstehend  beschriebenen  Instrument  verändert  werden. 
Ihr  Einfluig  auf  die  Empfindlichkeit  wurde  der  Reihe  nach 
genau  festgestellt. 

1.  Saitenspannung  geändert. 

Die  Größe  der  Durchbiegung  der  Saite,  der  Ausschlag 
derselben,  ist  im  allgemeinen  abhängig  von  ihrer  Spannung. 
Es  gelingt  leicht,  durch  entsprechende  Regulierung  der  Saiten- 
spannung für  ein  gegebenes  Potential  einen  bestimmten  Aus- 
schlag immer  wieder  herzustellen.  Bei  genügender  Spannung 
schnellt  die  Saite  in  ihre  jeweilige  Gleichgewichtslage  ohne 
jegliches  Hin-  und  Hei-schwingen ,  die  (Luft-)  Dämpfung  ist 
eine  völlig  aperiodische. 

Bei  einer  bestimmten  Plattenladung  und  bestinunter  Platten- 
entfernung läßt  sich  durch  Entspannen  der  Saite  ihr  Ausschlag 
för  ein  bekanntes  Potential  mehr  und  mehr  vergrößern.  Hiebei 
werden  die  Bewegungen  der  Saite  nach  ihrer  Einstellungs-  bzw. 
Nullage  langsamer  und  langsamer  und  schließlich  geht  sie 
überhaupt  nicht  mehr  auf  0  zurück,  sondern  verharrt  bei 
stärkster  Durchbiegung  in  der  Nähe  einer  Platte.  Die  Näherung 
der  anderen  Platte,  oder  ein  Neigen  des  Instrumentes  bewirkt 
dann,  daß  die  Saite  von  der  einen  extremen  Lage  sogleich  in 
die  entgegengesetzte  überspringt,  eine  Einstellung  auf  den 
lullpunkt  ist  nicht  mehr  zu  erreichen.  In  dieser  „instabilen 
]  age*  der  Saite  läßt  sich  das  Instrument  zu  Messungen  nicht 
1  ehr  verwenden,  und  damit  ist  auch  der  Entspannung  der 
f  lite,  also  auch  der  Empfindlichkeit  für  jede  gegebene  Platten- 

1907.  SiUnngsb.  d.  maih.-phys.  Kl.  5 
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ladung  und  Plattenentfernung  eine  strenge  Grenze  gesetzt. 
Um  eine  möglichst  große  Empfindlichkeit  zu  erreichen,  wird 
man  zweckmäßig  nahe  an  die  instabile  Lage  herangehen,  die 
Entspannung  aber  nur  so  weit  treiben,  daß  die  Einstellungen 
der  Saite  noch  rasch  und  sicher  erfolgen.  Die  Saite  ist  ge- 
nügend gespannt,  wenn  sie  nach  ihrem  jeweiligen  Einstellungs- 
punkt hin  schnellt. 

2.  Plattenabstand  verändert. 
Die  Empfindlichkeit  des  Instrumentes  wächst  mit  Ver- 
minderung des  Plattenabstandes  anfänglich  linear,  nimmt  aber 
dann  rascher  zu,  je  näher  die  Saite  der  instabilen  Lage  kommt. 
Fig.  2  (hiezu  Tabelle  1)  zeigt  diesen  Zusammenhang  zwischen 
Plattenabstand  und  Ausschlag  der  Saite  in  Teilen  des  Okular- 
maßstabes  für  Potentiale  von  0,24  Volt  (Fig.  2  a)  und  0,38  Volt 
(Fig.  2  b),  einer  Plattenladung  von  ±  50  Volt  und  einer  kon- 
stanten Saitenspannung  (Teilstrich  25,9  der  Trommelteilung  üfj). 
Bei  dieser  Saitenspannung  befindet  sich  die  Saite  bei  dem  Ab- 
stand  von  4,5  mm  gerade  an  der  Grenze  der  instabilen  Lage. 

Tabelle  1. 


Plattenabstand  in  mm 

Ausschlag      [  bei  0,38  Volt  | 
der  Saite  in   < 
Okularteilen       bei  0,24  Volt 


4,5    i     60 


8,0      10,0 


2,1 
1,3 


0,66 
0,4 


0,5 
0,3 


0,3 
0.15 


Eine  weitere  Annäherung  der  Platten  aneinander  führt 
die  instabile  Lage  der  Saite  herbei,  ist  aber  auch  noch  aus 
einem  anderen  Grunde  nicht  zu  empfehlen.  Es  ist  nämlich, 
ohne  besondere  Hilfsmittel,  nicht  möglich,  bei  Außergebrauch- 
setzen  des  Instrumentes  beide  Feldplatten  im  genau  gleichen 
Zeitmoment  zu  entladen.  Die  Folge  davon  ist,  daß  die  Saite 
im  Augenblick  der  Entladung  mit  Heftigkeit  nach  der  später 
zur  Ableitung  gelangenden  Platte  hingerissen  wird,  was  unter 
Umständen  ein  Ankleben  des  dünnen  Drahtes  an  dieser  Platte 
und  ein  Abreißen  desselben  zur  Folge  haben  kann. 
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Eine  allzu  ffco&e  Annäherung  der  beiden  Platten  anein- 
aoder  ist  aber  auch,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  gar 
nicht  notwendig,  weil  hiedurch  eine  Vergrößerung  der  Emp- 
findlichkeit doch  nicht  erzielt  wird.  Je  näher  sich  nämlich 
die  beiden  Feldplatten  gegenüberstehen,  desto  stärker  ist  auch 
die  Saite  anzuspannen,  um  sie  außerhalb  der  instabilen  Lage 
zu  erhalten.  Was  also  einerseits  durch  die  stärkere  Annäherung 
der  beiden  Platten  aneinander  an  Empfindlichkeit  gewonnen 
wird,  geht  andererseits  durch  die  damit  notwendig  werdende 
straflfere  Anziehung  der  Saite  wieder  verloren.  Dies  ist  deut- 
lich aus  Fig.  3a  und  b  (hiezu  Tabelle  2)  ersichtlich,  wo  die 
Eichkurven  för  Plattenentfernungen  von  4,5  mm  (Fig.  3a)  und 
10  mm  (Fig.  3  b)  dargestellt  sind,  wobei  die  Saite  jedesmal  bis 
nahe  an  die  instabile  Lage  hin  entspannt  wurde. 


Tabelle  2. 


Potential  in  Volt   0,01 

0,02 

0,03 

0,26 
0,17 

0,07[o,14  0,24  0,38 

0,72 

0,73 

1,05 

1,40 

Saitenanschlag  bei ! ' 
4,5  mm  Platten- 1 
abstand                  0,08 

Saitenanschlag  bei, 
10  mm  Plattenab- 
stand                     0,05 

0,15 
0.1 

0,60 
0,46 

1,10  1,96 

1 

0,96  1,70 

1 

3,00  5,15 
2,55  4,85 

4,95 

6,70 

8,20 
8,66 

Bei  einer  Plattenladung  von  ±  50  Volt  läßt  sich  also  ein 
Potential  von  0,01  Volt  noch  gut  messen.  Die  Saitenaus- 
scbläge  biefÜr  sind,  wenn  auch  bei  der  geringen  Vergrößerung 
des  Mikroskopes  klein,  so  doch  deutlich  wahrnehmbar. 

Aus  den  in  Fig,  3  gezeichneten  Eichkurven  ergibt  sich 
noch  eine  weitere  Eigenschaft  der  Saite,  die  alle  späteren 
Messungen  immer  wieder  bestätigt  haben.  Nämlich  Propor- 
tionalität zwischen  angelegtem  Potential  und  Ausschlag  der 
iaite  besteht,  bei  gegebener  Plattenladung  und  Plattenent- 
emung  nur  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  (Gültigkeits- 
ereich  des  B[ookschen  Gesetzes).  Im  vorliegenden  Fall  nur 
^r  Potentiale  bis  ca.  0,4  Volt  (Fig.  3  a)  bzw.  0,9  Volt  (Fig. -3  b). 


68  Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  2.  März  1907. 

Bei  höheren  Potentialen  vermag  die  Saite  nicht  mehr  genügend 
weit  auszuschlagen. 

Ferner  zeigt  Fig.  3:  je  stärker  die  Saite  angespannt  ist, 
desto  kleiner  wird  auch  der  Bereich  der  Proportionalität  zwischen 
Ausschlag  und  Potential.  Auch  deshalb  empfiehlt  es  sich,  den 
Plattenabstand  groß  zu  wählen.  Aus  diesen  Gründen  habe 
ich  bei  allen  späteren  Messungen  den  Plattenabstand  konstant 
auf  10  mm  belassen,  wobei  eine  Beschädigung  der  Saite  durch 
Anspringen  an  eine  Platte  ausgeschlossen  ist. 

3.  Plattenladung  geändert. 

Durch  Änderung  der  Plattenladung  ändert  sich  auch  die 
Empfindlichkeit  des  Instrumentes  (bei  konstanter  Saitenspannung 
und  Plattenentfernung)  und  zwar  ist  der  Zusammenhang  zwischen 
beiden  anfanglich  linear  (Fig.  4  und  Tabelle  3). 

Tabelle  8. 


Plattenladung  in  Volt  ,     10     ,     20     |     30         40 


Saitenausschlag  für  0,24  Volt   j]   0,09  i    0,17  |     0,3 

ll  I  I 


0,75 


60 


2,1 


Um  den  Gesamtmeßbereich  des  Instrumentes  bei  Verwen- 
dung der  mir  zur  Verfügung  stehenden  Hilfsladung  von 
100  Volt  festzustellen,  wurde  dasselbe  für  verschiedene  Platten- 
ladungen geeicht  und  zwar  für  ±  50  ±  30  ±  10  und  ±  4  Volt 
bei  10  mm  Plattenabstand  und  konstanter  Saitenspannung 
(Teilstrich  28,9  der  Trommelteilung).  Die  Saitenspannung  wurde 
so  hoch  genommen,  daß  sich  die  Saite  auch  bei  der  höchsten 
Plattenladung  (±  50  Volt)  gut  außerhalb  der  instabilen  Lage 
befand.  Geht  man  mit  der  Plattenladung  bei  10  mm  Abstand 
unter  ±  4  Volt  herab,  so  erhält  man  kein  hinreichend  homo- 
genes elektrisches  Feld  mehr  zwischen  beiden  Platten.  Die 
Eichkurve  ist  dann  auch  in  ihrem  unteren  Teile  keine  Gerade 
mehr.  Will  man  bei  dieser  Schaltung  den  Meßbereich  des 
Instrumentes  erweitern  (innerhalb  der  Proportionalitätsgrenze), 
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SO  empfiehlt  sich  zur  Messung  höherer  Potentiale  als  75  Volt 
(Fig.  6  b)  die  Verwendung  einer  dickeren  Saite  und  zur  Messung 
kleinerer  Spannungen  als  0,01  Volt  (Fig.  5  a)  die  Vergrößerung 
der  Plattenladung. 

Fig.  5  a  und  b  zeigt  die  Eichkurven  für  eine  Plattenladung 
von  ±  50  Volt  und  ±  30  Volt  bei  10  mm  Plattenabstand  und 
beidesmal  derselben  Saitenspannung  (Teilstrich  28,9  der  Trommel- 
teilung) (hiezu  Tabelle  4).  In  Fig.  6  a  und  b  sind  die  Eich- 
kurven für  ±  10  Volt  und  ±  4  Volt  Plattenladung  und  dem- 
selben Plattenabstand  von  10  mm  und  derselben  Saitenspan- 
nung (28,9)  gezeichnet  (hiezu  Tabelle  5). 

Wie  aus  den  Fig.  5  und  6  (und  den  Tabellen  4  und  5) 
ersichtlich  ist,  lassen  sich  unter  Verwendung  der  verschiedenen 
Plattenladungen  Spannungen  von  0,01  Volt  bis  ca.  75  Volt 
messen,  wobei  Proportionalität  zwischen  Saiten ausschlag  und 
angelegtem  Potential  besteht.  Der  Proportionalitätsbereich  ist 
für  die  einzelnen  Plattenladungen  in  Tabelle  6  zusammen- 
gestellt. 

Tabelle  0. 

Pio+*a«iQri.,««    '  Bereich  der  Propoi-tionalität 

1  latteniaciung       ^^^g^hen  Potential  und  Saitenausschlag 


±  50  Volt  i|  Von  O.Ol  Volt  bis  ca.  0,8  Volt 

±30     ,  ';'  ,     0,02      ,       ,      ,    3,4     , 

±10     «  ,     0,2        ,       ,      ,    20      , 

±    4      .  ^  ,      0,5        ,        „      ,     75      , 


Für  diesen  Meßbereich  ist  die  Eichung  des  Instrumentes 
eine  höchst  einfache.  Es  genügt,  einen  einzigen  Punkt  der 
Eichkurve  (gerade  Linie)  durch  Anlegen  eines  bekannten  Po- 
tentiales  festzulegen.  Hiezu  verwendet  man  bei  großer  Emp- 
findlichkeit ein  Normalelenient  (offen),  bei  den  kleineren  Emp- 
findlichkeiten aber  eine  entsprechende  Anzahl  von  Zellen  der 
zum  Instrumente  gehörigen  Akkumulatorenbatterie,  deren  Span- 
nung jederzeit  durch  das  Saitenelektrometer  selbst  (ohne  Hilfs- 
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ladang)  in  einer  der  nachstehend  beschriebenen  Schaltungen 
geprüft  werden  kann. 

Will  man  in  der  Schaltung  I  Potentiale  messen,  die  außer- 
halb der  Proportionalitatsgrenze  liegen  (>  75  Volt),  so  ist  eine 
Tollstandige  Durcheichung  des  Instrumentes  nötig  (Fig.  6  b). 
Hiebei  hat  man  immer  noch  den  Vorteil,  die  unbekannten 
Spannungen  auch  ihrem  Vorzeichen  nach  bestimmen  zu  können 
und  durch  Kommutieren  der  Plattenladung  (und  damit  des 
Saitenausschlages)  eine  große  Genauigkeit  der  Messung  zu  er- 
reichen. Auf  diese  Weise  lassen  sich  bei  einer  Plattenladung 
Yon  ±  4  Volt  Potentiale  von  ca.  1  Volt  bis  250  Volt  gut  messen 
(Fig.  6b). 

Hat  man  es  aber  stets  mit  höheren  Potentialen  zu  tun, 
z.  B.  bei  Messung  des  atmosphärischen  Potentialgefalles,  oder 
will  man  das  Instrument  als  Hochspannungselektrometer  be- 
nützen, so  empfiehlt  sich  die  Verwendung  einer  dickeren  Saite, 
Tielleicht  auch  eine  der  unter  2  a  und  b  angegebenen  Schal- 
tungen ohne  Hilfsladung. 

Bei  niederen  Plattenladungen  (±  10  Volt  und  ±  4  Volt) 
läßt  sich  die  Plattenladung  kommutieren,  um  Ausschläge  der 
Saite  nach  beiden  Seiten  hin  zu  erhalten,  aus  denen  dann  der 
Mittelwert  gebildet  wird.  Bei  größeren  Plattenladungen  ändert 
sich  beim  Kommutieren  derselben  die  Nullstellung  der  Saite, 
wohl  wegen  der  Ungleichheit  der  Spannungen  beider  Batterie- 
hälften. Die  kleinen  hiedurch  entstehenden  Verschiebungen 
der  NuUage  der  Saite  (ca.  0,5  bis  1  Okulavteil)  stören  bei  der 
Messung  niederer  Potentiale. 

Es  gelingt  leicht  (bei  jeder  Plattenladung),  die  Ausschläge 
der  Saite  nach  beiden  Richtungen  gleich  groß  zumachen.  Zu 
diesem  Zwecke  braucht  man  nur  die  beiden  Feldplatten,  ohne 
dabei  ihren  gegenseitigen  Abstand  zu  verändern,  entsprechend 
IM  rerschieben. 

Um  auch  bei  höheren  Plattenladungen  Ausschläge  nach 
beiden  Seiten  hin  zu  erhalten,  komrautiert  man  das  angelegte 
Potential,  oder,  wo  dies  nicht  möglich  ist,  verwendet  man  die 
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Ib.  Plattenschaltmig. 

Bei  dieser  Schaltung  wird,  je  nach  der  verlangten  Enip- 
findlichkeit,  eine  entsprechende  Anzahl  von  Zellen  der  Akku- 
mulatorenbatterie hintereinander  geschaltet,  der  eine  Batteriepol 
geerdet  und  der  andere  mit  der  Saite  verbunden.  Eine  Feld- 
platte wird  geerdet,  die  andere  an  das  zu  messende  Potential 
angelegt.  Beim  Kommutieren  des  Hilfspotentiales  bleibt  jetzt 
die  Saite  ruhig  in  ihrer  Nullage  stehen.  Auch  bei  dieser 
Schaltung  besteht  Proportionalität  zwischen  angelegtem  Potential 
und  Ausschlag  der  Saite  innerhalb  eines  bestimmten  Bereiches 
(wie  bei  Ja). 

IIa.  Doppelschaltang. 

Bei  meinen  Messungen  betrug  in  dieser  Schaltung  (siehe 
S.  64  unter  IIa)  der  Abstand  der  mit  der  Saite  leitend  ver- 
bundenen Feldplatte  von  ihr  =  5  mm.  Die  Saitenspannung 
betrug  einmal  28,9  Trommelteile,  was  der  bereits  oben  be- 
nützten Saitenspannung  entspricht  (Fig.  7  a)  und  wurde  bei 
einer  zweiten  Eichung  so  groß  als  möglich  genommen  (Fig.  7  b). 
Durch  größere  Annäherung  der  Platte   an  die  Saite   läßt  sich 

Tabelle  7. 


Saitenspannung  28,9 

Saitenspan 

nung  25,0 

Potential  1    Saiten- 

Potential 

Saiten- 

Potential 

Saiten-    {{ 
ausscblag  j 

Potential 

Saiten- 

in  Volt    !  aasschlag 

in  Volt 

ausscblag 

in  Volt 

in  Volt 

auBscfalag 

4,0 

0,1 

141,4 

38,0 

10,2 

0,1  : 

161,0 

21,6 

6,0 

0,3 

151,4 

38,9 

20.4 

0,9     " 

170,8 

22,6 

10.0 

1,0 

161,4 

39,4 

30.4 

1,9 

180.8 

23,5 

20,4 

4,3 

171,2 

40,1 

40,0 

3,1  ; 

190,8 

24,4 

30,4 

9,5 

50,8 

4.9 

200,8 

25,2 

40,8 

15,2 

61,0 

6,8     . 

210.6 

26,1 

50,8 

20,4 

1 

71,2 

8,8     , 

220,4 

27,0 

61,2 

24,5 

81,2 

10,7 

230,4 

27,8 

71,2 

27,7 

91,2 

12,4  ;i 

240,4 

28,4 

81,4 

30,0 

1 

101,4 

14,0    II 

250,2 

29,1 

91,6 

32,0 

111,1 

15,6    '' 

262,0 

30,2 

101,6    1      33,5 

1 

121,4 

17.0 

272,0 

30,9 

111,6    1      34,9 

131,2 

18,1     1 

281,6 

31,6 

121,8    1      36,0 

1 

141,0 

19,4 

292,0 

32,1 

131,6 

37,0 

1 

151,0 

20,5 

ii 

301,6 

32,8 
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die  Empfindlichkeit  des  Instrumentes  steigern.  Wie  die  Eich- 
kurven (Fig.  7a  und  b,  hiezu  Tabelle  7)  zeigen,  ist  das  In- 
strument auch  in  dieser  Schaltung  dem  Blättchenelektroskope 
überlegen,  dessen  Meßbereich  von  50  bis  ca.  250  Volt  geht, 
während  man  es  beim  vorliegenden  Instrumente  durch  ent- 
sprechende Wahl  der  Saitenspannung  in  der  Hand  hat,  ent- 
weder niederere  oder  höhere  Spannungen  in  weitem  Bereich 
geuau  zu  messen.  Bei  Verwendung  dickerer  Saiten  gibt  das 
Instrument  in  dieser  Schaltung  ein  sehr  einfaches  Hochspan- 
nuDgselektrometer. 

Diese  Schaltung  weist  noch  einen  weiteren  Vorteil  auf, 
der  namentlich  lufkelektrischen  Messungen  zustatten  kommen 
wird.  Das  Instrument  läßt  sich  nämlich  bei  den  mittleren 
und  höheren  Ausschlägen  der  Saite  um  ganz  erhebliche  Be- 
trage neigen,  ohne  daß  dadurch  eine  zu  berücksichtigende 
Änderung  der  Saiteneinstellung  auftritt.  So  wurde  z.  B.  das 
Elektrometer  bei  stärkster  Saitenspannung  und  100  Volt  an- 
gelegtem Potential  bis  ca.  40^  geneigt,  ohne  daß  eine  Ände- 
rung des  Saitenausschlages  (ca.  14  Okularteile)  eintrat.  Nur 
bei  den  kleineren  Potentialen  und  schwach  gespannter  Saite 
verursacht  eine  Neigung  des  Instrumentes  eine  geringfügige 
Änderung  der  Saiteneinstellung  (einige  ^  Okularteile  bei  stär- 
kerer Neigung).  Daher  besitzt  das  Instrument  überall  dort, 
wo  man  nicht  auf  eine  stabile  Aufstellung  rechnen  kann,  eine 
große  Verwendbarkeit,  also  namentlich  für  Beobachtungen  im 
Ballon  und  auf  SchifPen. 

IIb.  Influenzschaltung. 

Der  Abstand  der  einen  Platte  von  der  Saite  betrug  5  mm, 
die  Saitenspannung  war  wieder  28,9  Trommelteile  die  andere 
Platte  wurde  soweit  als  möglich  von  der  Saite  zurückgeschraubt 
(ca.  7  mm).  Die  Eichung  ergab  die  in  Fig.  7  c  (hiezu  Tabelle  8) 
gezeichnete  Kurve.  Hier  gilt  im  wesentlichen  dasselbe,  was 
schon  unter  IIa  S.  72  angeführt  wurde,  nur  ist  das  Instrument 
in  dieser    Schaltung    gegen    Neigungen    etwas    empfindlicher. 
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Tabelle  8. 


Influenzschaltung 

Influenzschaltung 

Potential  in  Volt 

Saitenausschlag 
0,2 

Potential  in  Volt 
171,0 

Saitenausschlag 

20,4 

1            24,0 

30,4 

0,6 

181,0 

25,2 

40,6 

1,2 

191,0 

1             26,4 

50,8 

2,1 

201,0 

i             27,5 

60,8 

3,1 

210,6 

'             28,4 

71,0 

4,4 

220,8 

1             29,2 

81,2 

6,0 

230.6 

30,1 

91,2 

8,0 

240,6 

1             81,0 

101,4 

10,1 

250,4 

!             31,5 

111,4 

12,2 

262,4 

32,2 

121,4 

14,6 

272,4 

1             32,9 

131.4 

16,9 

281,6 

i             33,2 

141,0 

18,9 

291,6 

i             33,8 

151,0 

20,8 

301,6 

1             84,2 

161,0 

22,4 

Kapazität  des  Saitenelektrometers  bei  den  verschiedenen 
Sohaltungsarten. 

Die  Kapazität  wurde  nach  der  Harmschen  Methode^)  be- 
stimmt. Wie  vorauszusehen,  war  die  Kapazität  des  Elektro- 
meters bei  Saitenschaltung  sehr  klein.  Um  sie  mit  wünschens- 
werter Genauigkeit  (ca.  l^/o)  nach  dieser  Methode  zu  bestimmen, 
dürfte  der  Harmsche  Kondensator  für  diesen  Zweck  eine  kleinere 
Eigenkapazität  haben. 

In  Saitenschaltung  betrug  die  Kapazität  des  Elektro- 
meters bei  ±  4  Volt  Plattenladung  (koramutiert),  10  mm  Platten- 
abstand und  28,9  Trommelteilen  Saitenspannung  =  5  cm.  Sie 
ist  also  ca.  3  mal  so  klein,  als  die  eines  Elektroskopes  und 
ca.  lOmal  so  klein  als  die  eines  Quadrantelektrometers  in  ge- 
bräuchlicher Ausführung. 

In  Doppelschaltung,  bei  5  mm  Abstand  zwischen  Saite 
und  Platte  und  28,9  Trommelteilen  Saitenspannung  betrug  die 
Kapazität  17,7  cm. 


*)  F.  Harms,  Pbjsikal.  Zeitschr.  5,  47,  1904. 
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In  Influenzschaltung,  bei  5  mm  Abstand  der  Platte  von 
der  Saite  und  derselben  Saitenspannung  von  28,9  Trommelteilen 
erwies  sich  die  Kapazität  stark  abhängig  von  der  Größe  des 
Saitenausschlages,  also  von  der  jeweiligen  Entfernung  der  Saite 
Ton  der  influenzierten  Platte.  Die  Messung  ergab  Werte  zwischen 
5  und  8  cm  (bei  dem  gegebenen  Gesichtsfelde  des  Ablesemikro- 
skopes). 

Überblicken  wir  die  Ergebnisse  der  vorstehend  angeführten 
Messungen,  so  lassen  sich  folgende  Eigenschaften  des  Saiten- 
elektrometers anführen,  durch  welche  es  in  mancher  Hinsicht 
den   anderen  elektrostatischen  Meßinstrumenten   überlegen  ist. 

Für  alle  Schaltungsarten  gilt:  Äußerst  einfache  Hand- 
habung, leichte  Transpoiifahigkeit ,  Wegfall  jeglicher  Arre- 
tierung, einfache  und  genaue  Ablesung,  außerordentliche  Be- 
weglichkeit und  geringe  Trägheit  der  Saite,  daher  momentane 
Einstellung  und  aperiodische  Dämpfung,  ferner  veränderlicher 
Meßbereich,  vorzügliche  Isolation  und  endlich  Verwendbarkeit 
zum  Projizieren  und  Selbstregistrieren.  Bei  Verwendung  einer 
Hilfsladung  gilt  noch  besonders;  Große  Empfindlichkeit,  Pro- 
portionalität zwischen  angelegtem  Potential  und  Ausschlag  der 
Saite  innerhalb  ziemlich  weiter  Grenzen,  Möglichkeit,  den  Saiten- 
ausschlag zu  kommutieren  und  damit  erhöhte  Genauigkeit  der 
Messung,  Meßbarkeit  auch  des  Vorzeichens  eines  unbekannten 
Potentiales,  kleine  Kapazität,  einfache  Eichung. 

Für  die  Schaltungen  ohne  Hilfsladung  gilt:  Weiter  Meß- 
bereich (durch  Veränderung  der  Saitenspannung  und  Verwen- 
dung verschieden  dicker  Saiten),  Unabhängigkeit  der  Angaben 
des  Instrumentes  von  der  Neigung  desselben  (bei  mittleren  und 
höheren  Potentialen  und  speziell  der  Doppelschaltung). 

Infolge  dieser  Eigenschaften  dürfte  das  Saitenelektrometer 
zu  vielen  Messungen  in  der  Physik,  Geophysik,  Chemie  und 
Physiologie  verwendbar  sein;  es  wird  dort  besondere  Vorteile 
bieten,  wo  es  sich  um  die  Messung  oder  Registrierung  kleiner, 
mch  rasch  veränderlicher  Spannungen  und  Elektrizitätsmengen 
handelt,  sich  aber  auch  als  Hochspannungselektrometer  unter 
Benützung  dickerer  Saiten  eignen. 
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Zum  Schlüsse  drängt  es  mich  Herrn,  Prof.  Dr,  H.  Ebert 
für  die  Freundlichkeit,  mit  welcher  er  mir  die  zu  di&sen  Mes* 
sungen  nötigen  Apparate  zur  Verfügung  stellte,  auch  an  dieser 
Stelle  meinen  besten  Dank  auszusprechen. 
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über  Erümmnng  und  konforme  Transformation. 

Von  A.  Vo»8* 

{Kiitgetanfen  16,  März.) 


§1- 

Allgemeine  Punkttransformation  der  Ebene. 

Es  seien  f{x,  y\  <p  {x,y)  zwei  reelle,  eindeutige  und,  soweit 
es  in  Betracht  kommt,  differentiierbare  Funktionen  der  beiden 
nnabhängigen  Variabein  x,y.  Dann  wird  vermöge  der  Glei- 
chungen: 

^)  X  =  f{x,y) 

Y=(P  (^,  y) 

jedem  Punkte  p  eines  den  angegebenen  Voraussetzungen  ent- 
sprechenden Bereiches  der  Ebene  x,  y  ein  Punkt  P  mit  den 
Koordinaten  X,  Y  einer  zweiten  Ebene  zugeordnet  sein^)  und 
amgekehrt,  wenn  die  Funktionaldeterminante  von  /*,  9?  nicht  ver- 
schwindet. 

Die  Gleichung: 

n  r.  +  Y» y-  ^  y'  +  tgg 

'  ^        X,  +  X,y'        l-y'tga' 

in  der  die  Indices  x,  y  partielle  Differentiationen  nach  den 
betreffenden  Variabein,    Y',y'   aber    die  Differentialquotienten 

iX'  5      bedeuten,  drückt  aus,  daß  der  von  a?,  y  ausgehenden 


*)  Die  rechtwinkeligen   Koordinatenachsen  beider  Ebenen   mögen 
parallel  zueinander  angenommen  werden. 
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Richtung  y'  in  der  ersten  Ebene  die  Richtung  Y*  in  der 
zweiten  Ebene  zugeordnet  ist,  welche  mit  der  ersten  den 
Winkel  a  bildet.  Die  Gleichung  1)  wird  im  allgemeinen,  falls 
tg  a  einen  gegebenen  Wert  für  die  Stelle  x,  y  hat,  nur  für 
zwei  Richtungen  bestehen.  Sie  findet  aber  daselbst  für  alle 
statt,  wenn: 

r«  =  Z,  tg  a, 
X,  +-  X^  tg  a  ==  —  Yx  tg  a  +  Yy, 
—  Ty  tg  a  =  Xy 

ist.  Durch  Addition  der  ersten  und  letzten  dieser  Gleichungen 
und  Vergleichung  mit  der  zweiten  folgt: 

Da  nur  reelle  Werte  in  Betracht  kommen,  so  ist: 

und 

3)  r,tga  +  Xy  =  0. 

Sind  also  die  Gleichungen  2)  für  den  Punkt  p  erfüllt,  so 
entspricht  der  Gleichung  3)  ein  Wert  von  tg  a  derart,  daß  die 
Tangentenrichtungenkorrespondierender  Kurven,  die 
von  /?,  P  ausgehen,  beständig  diesen  Winkel  a  mit- 
einander bilden;  diese  Tangeuten  bilden  also  zwei  kongruente 
Büschel,  und  man  könnte  auch  umgekehrt  aus  der  Betrachtung 
solcher  Büschel  die  Gleichungen  2),  3)  erhalten. 

Die  Gleichungen  2)  können,  anstatt  nur  für  einzelne  Stellen, 
auch  für  Kurven  oder  auch  für  ein  zweidimensionales  Gebiet 
erfüllt  sein.  Versteht  man  unter  X,  Y  die  reellen  und  imagi- 
nären Bestandteile  einer  analytischen  Funktion  f{z)  der  kom- 
plexen Variabein  is  und  setzt: 

SO  sind  die  Gleichungen  2)  für  jeden  Punkt  eines  zusammen- 
hängenden Gebietes  der  Ebene  erfüllt.     Setzt  man  dann: 
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X,^X-\-iY,-X,y;rf(x,y) 

r,  =  r-f(r,-x«v)»9'(a;,y), 

WO  w, « ^  2,  so  hat  man  an  Stelle  von  A)  ein  Entsprechen 
der  beiden  Ebenen  x^y;  X,,  Y^,  bei  dem,  falls  tg  a  aus  der 
Gleichung: 

4)  tg  a  =  y 

entnommen  wird,  die  Gleichungen  2)  für  jeden  Punkt  der  Kurve : 

bestehen.  Das  heiM,  die  Gleichungen  B)  vermitteln  ein  Ent- 
sprechen der  beiden  Ebenen  derart,  daß  in  jedem  Punkte  der 
Kurve  1^  —  Xj,  v'  =  0  entsprechende  Fortschreitungsrichtungen 
kongruente  Büschel  bilden. 

Noch  allgemeiner  kann  man  endlich  setzen: 

r,=  r+^(ary)//,(r,~X,v;*)«* 

wo  m*,  fik  >  2;  k  ^^  1,2  . . .  p;  man  hat  dann  ein  System 
von  p  Kurven  der  angegebenen  Eigenschaft. 

Wählt  man  insbesondere  für  die  v^*  ebenso  viele  ver- 
schiedene Konstanten,  so  ist  die  Winkeldifferenz  zwischen  den 
Fortschreitungsrichtungen  längs  der  Kurven  Ck'. 

Xo,  —  X^  Cik  ==  0 

und  ihrer  entsprechenden  jeweilig  konstant. 

Diese  Kurven  Ck  und  ihre  entsprechenden  Ck  haben  be- 
merkensv^erte  Eigenschaften. 

Es  seien  p,  p*  zwei  konsekutive  Punkte  von  c*,  P,  P'  die 
entsprechenden  Punkte  von  Qk\  ferner  g'  ein  zu  p*  benach- 
barter Punkt  auf  der  Tangente  pp\  so  daß  pp'  q^  in  gerader 
Linie  liegen.  Dann  müssen  sich  auch  die  Punkte  P,  P',  Q*  in 
gerader  Linie  befinden.     Also: 

Jeder  Kurve,  die  im  Punkte  2>  die  Tangente  von  Cjk 
"sur  Wendetangente   hat,    entspricht   eine   Kurve,    die 
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im  Punkte  P  die  Tangente  von  Cu  zur  Wendetan- 
gente hat. 

Möge  andererseits  eine  Kurve  c  die  Kurve  Ck  im  Punkte  p 
berühren,  d.  h.  p  und  p'  mit  ihr  gemein  haben,  und  sei  q'  ein 
benachbarter  Punkt  von  c.  Dann  entspricht  der  Kurve  c  eine 
Kurve  C  der  zweiten  Ebene,  welche  mit  Ck  die  Punkte  P,  P* 
gemein  hat,  während  die  Richtung  P*  Q^  mit  P  P*  denselben 
Winkel  bildet  wie  p'q'  mit  pp\     Oder: 

Jeder  Kurve,  welche  c*  in  einem  Punkte^  berührt, 
entspricht  eine  Kurve,  die  Ck  in  P  so  berührt,  daß 
c  und  C  in  den  Punkten  jp,  P  gleiche  Kontingenz- 
winkel  haben.*) 


*)  Der  Ausdruck  „Kurven  von  gleichem  Kontingenzwinkel  in  ent- 
sprechenden Punkten**  ist  nicht  so  zu  verstehen,  als  ob  damit  der  einen 
Kurve  in  Bezug  auf  die  andere  eine  charakteristische  Eigenschaft  an 
und  für  sich  zugeschrieben  werden  solle.  In  der  Tat  braucht  man  nur 
zwei  beliebige  Kurven,  eventuell  dadurch,  daß  man  die  eine  um  einen 
geeigneten  Winkel  in  ihrer  Ebene  dreht,  so  aufeinander  zu  beziehen, 
daß  sie  in  korrespondierenden  Punkten  parallele  Tangenten  haben.  Dies 
ist  ,im  allgemeinen''  immer  möglich,  falls  nicht  die  eine  Kurve  eine 
gerade  Linie  ist.    Genauer  erkennt  man  dies  durch  folgende  Betrachtung. 

Zur  Bestimmung  aller  Kurven  ^,  ij,  die  mit  einer  gegebenen  x,  y  in 
Punkten  desselben  Parameters  t  gleiche  Kontingenzwinkel  haben,  setze  man : 


oder: 


d.h. 


=  d 


ri  ~^f'  (x)  {dy-^c  dx)  +  const 

^  ■=Jr  (x){dx  —  cdy)-\' const. 

wo  c  eine  willkürliehe  Konstante,  f  (x)  die  Ableitung  einer  willkürlichen 
Funktion  von  x  bedeutet.  Für  c  =  tg  a  kommt,  wenn  man  f(x)  durch 
cosa/'(x)  ersetzt  und  die  Integrationskonstanten  fortläßt: 

j;  sin  a  -|-  f  cos  a  =  f(x) 

fj  cos  a  —  ^  sin  a  =  \  f  (.r)  d  y. 
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iDsbesondere  entspricht  der  Kurve  Ck  die  Ck  so,  da£  beide 
in  korrespondierenden  Punkten  gleiche  Kontingenzwinkel  haben. 
Jedem  geradlinigen  Bestandteil  von  Ck  entspricht  wieder  ein 
geradliniger  Bestandteil  von  Ck. 

§2. 
Konforme  Transformation  der  Ebene. 

In  allgemeinerer  Weise  ergeben  sich  die  vorigen  Betrach- 
tungen durch  die  folgende  analytische  Untersuchung.  Sind 
wieder  X,  Y  reelle  eindeutige  Funktionen  von  x,y,  deren 
Funktionaldeterminante  J  nicht  verschwindet,  so  ist: 

d/S»==dX2  +  dr« 
während : 


Führt   man  in  der   Sy  V  Sbene  ein   um   den    Winkel  a   gedrehtes 
Koordinatensystem  ^',t]'  ein,  so  ist: 

also: 

dy_d^ 

und  auf  diesen  Fall  des  Parallelismns  laßt  sich  daher  die  Betrachtung 
lurückfahren.  Ist  nun  y  =^  (p  (x)  und  17'  =  F  (^'),  so  handelt  es  sich  um 
die  Bestimmung  von  f{x)  aus  den  Gleichungen  1).    Dies  gibt: 

^r{x)<p*{x)dx=::F(f(x)) 

oder: 

<p'{x)  =  F'if(x)). 

Ist  nun  0  die  reziproke  Funktion   von  F*,  also  ^  {f^  (u))  =  «,  so 

wird: 

^{q^'{x))  =  f(x\ 

omit  f(x)  BO  bestimmt  ist,  daß  rj*  =  F{^*)  wird,  und  zugleich  wird: 

^==F'if{x))  =  g^'x 

ler: 

y  =  q,{x)  +  const. 

1907.  SitKiuigsb.  d.  math.-phys.  Kl.  6 
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ist.     Auf  dieselbe  Weise  folgt: 

1  dXdY  !  1   dxdy   i       ^, 

^  \(PXd^Y\  [d^xd'y^     ' 


wo   ü  eine  DifiFerentialform  dritten  Grades: 

U=ra(dxy  +  b{dxydy  +  cdxidyf  +  d{dyy 
und: 

dt  — —  ./Lj>  JLkx   ~~~    -*-Ä  -^^äC 

0  =  2   (Xx    TjCj^  Yx  Xyx)     -|-     Xy    Yxa?    Y ff   X^X 

C  =  2   (Xy  Yxy   Yy   Xyx)     4"      X,    Yy  y    Yx  Xy  y 

a  =  Xy    lyy  Xy    Xy y 

gesetzt  ist.     Führt  man  nun  in  2)  die  Krünimungshalbmes.ser 
der  entsprechenden  Kurven: 


1        dxcPy  —  dytPx 

r  ~     "        ds" 

1        dXd*Y-dYd*X 
R~               dS' 

ein,  so  folgt: 

3) 

li              r 

Bei  jeder  Abbildung  ist  also  die  durch  dx^  dividierte 
Differenz  der  beiden  die  Krümmungsradien  enthaltenden  Glieder 
nur  von  der  Richtung  y'  abhängig,  daher  für  alle  entspre- 
chenden Kurven  mit  derselben  Tangente  dieselbe.^)  Und  es 
gibt  stets  mindestens  eine  reelle  Taugentenrichtung,  für  die 
r  =  0  ist,  so  daß  sich  die  Gleichung  3)  auf: 

dS"        ,ds^ 


')  Vgl.  die  Anmerkung  zu  §  4  pag.  92. 


A.  Voss:  Konforme  Transformation  und  Krümmung.  o3 

reduziert.  Es  ist  von  Interesse,  die  Kurven  zu  bestimmen, 
für  die  bei  gegebener  Abbildung  U=0  wird.  Dabei 
werden  sich  sehr  mannigfaltige  Verhältnisse  ergeben;  ich  be- 
schranke mich  daher  auf  den  Fall,  wo  die  Gleichungen  2)  des 
§  1  oder : 

Ay  Yx, 

zunächst  für  die  Stelle  x,y,  erfüllt  sind.     Dann  wird: 
falls: 

gesetzt  wird.     Der  Differentialausdruck   U  nimmt  die  Form: 

U=ds'(Ädx  +  Bdy) 
an,  wenn  die  beiden  Gleichungen: 

Xx  Yxx Yx^xm  2  (Xy  Yyx Yy  -X,y) (X,  Yyy Yj.  Xy  y)  =  0 

^f  -^f  f —  ^y^yy  —  2  (X,  Yxy  —  l»Xxy)  —  (Xy  Yxx  —  Yy  X,,)  =  0 

bestehen.  Führt  man  in  dieselben  die  Gleichungen  4)  ein,  so 
erhält  man: 

X,P-Xy<2    =    0 

XyP+X,(2    =    0, 

wo: 

r    =    Yxx  +    2   Xy«   Yyy 

Q    =    JLyy   -f"    2     Yxx    Xx» 

gesetzt  ist.  Da  nun  A  nicht  Null  ist,  müssen  also  P  und  Q 
beide  Null  sein,  d.h.  es  müssen  die  beiden  Gleichungen: 

I  der  betreffenden  Stelle  erfüllt  sein.    Damit  aber  verwandelt 
ch  die  Gleichung  3)  in: 

6* 
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dS  _ds       Adx  +  Bdy 
t>)  B"   r  ^  T  ' 

wo: 

A.  =B  2Lx  Yxm  —  JLx  AxjB 

Jd  —  -^v     yy  y  "^yy 

ist.  Unter  den  Voraussetzungen  4),  5)  gibt  es  also  für  eine 
solche  Stelle  nur  eine  einzige  reelle  durch: 

Adx-^-  Bdy  ^  0 

bestimmte  Fortschreitungsrichtung  derart,  daß  zwischen  den 
Kontingenzwinkeln  korrespondierender  Kurven,  deren 
Tangente  in  diese  Richtung  fallt: 

,  ds      jj^       dS 

de  =  — ,     dE=-^ 
r  B 

die  Beziehung  stattfindet: 

dE  =  de. 

Bei  der  konformen  Abbildung  sind  die  Gleichungen  4) 
und  mit  ihnen  die  5)  identisch  für  alle  Punkte  des  Gebietes 
erfüllt.     Zugleich  wird  aber  jetzt: 


wie   sich   unmittelbar  aus  6)  ergibt.     Die  Gleichung  6)   geht 
damit  über  in: 

oder: 

Diese  Gleichungen  bestätigen  den  Satz,  daß  die  Eontingenz- 
winkel  der  Kurven  c: 
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und  ihrer  entsprechenden  C  für  entsprechende  Stellen  gleich 
sind,  allgemeiner,  daß  för  jede  diese  Kurven  berührende  Kurve 
and  ihre  entsprechende  im  Berührungspunkte: 

1  1 


ist.    Die  Kurven  c  gehen  ersichtlich  durch  alle  Punkte,   wo: 

ist,  falls  die  konforme  Transformation  durch: 

ausgedrückt  ist,  d.  h.  durch  diejenigen  Punkte  der  ersten  Ebene, 
denen  die  Windungspunkte  der  zweiten  bei  der  Abbildung 
entsprechen. 

Integriert  man  die  Gleichung  7*),  so  folgt: 


8) 


JB  -  JS;  =  6  -  e„  -  j  arctg  [xi}'^,  ' 


Bezeichnet  man  also  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten 
im  Anfangs-  und  Endpunkte  eines  stetig  gekrümmten  Bogen- 
stückesj?!?'  mit  {j>p'^  und  analog  mit  [PP']  für  den  vermöge 
der  konformen  Abbildung  entsprechenden  Bogen  PP,  so  ist: 

I  \-^«/iaö.yo 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  das  Bogenstück  durch  keinen 
Punkt  geführt  ist,  für  den  /"'  (^)  =  0  ist.  Die  Werte  der  Arcus- 
iangenten  sind  dabei  der  stetigen  Fortsetzung  dieser  Funktionen 
gemäß  zu  wählen. 

Betrachtet  man  nun  die  Funktion: 

log  (/'^)  =  log  (X,  —  i  Xy) 

=  ilogr-iarctg(|^) 
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80  sind  die  Kurven  T  =  const  =  (??  die  orthogonalen  Trajek- 
torien  der  Kurven: 

X^-cX,  =  0. 

Bringt  man  die  Differentialforni : 

Ädx  +  Bdy 

in  die  Gestalt: 

1  (dT ^         dT  .  \ 
—  -\  ^    dx —  ^     dx\, 
2\dy  dy       )' 

so  folgt  aus  6): 

wo: 

ist,  und  dies  ist  die  Beziehung,  welche  zwischen  den  Krüm- 
mungshalbmessern der  Kurven  T  =  cj  und  ihren  entsprechen- 
den (allgemeiner  für  jede  diese  Kurven  berührende  Kurve  und 
ihre  entsprechende  im  Berührungspunkte)  stattfindet. 

Zu  einer  anderen  Eigenschaft  des  Orthogonalsystems  der 
Kurven  c  und  T  führt  die  folgende  Betrachtung. 

Es  sei  irgend  ein  Polygon  gegeben,  dessen  Seiten  sich 
nicht  untereinander  durchschneiden  und  von  stetig  gekrümmten 
Kurven  gebildet  sind,  welches  also  einen  einfach  zusammen- 
hängenden Teil  der  Ebene  begrenzt.  Befindet  sich  im  Innern 
desselben  kein  Punkt,  wo  f\jsi)^=0  ist  (Stellen,  wo  f'{js)  =  oo, 
sind  schon  durch  die  früheren  Voraussetzungen  ausgeschlossen), 
so  wird  diesem  Polygon  vermöge  der  konformen  Abbildung 
ein  zweites  von  demselben  Charakter  entsprechen.  Zugleich 
ist  aber  das  über  die  Begrenzung  des  ersten  erstreckte  Integral: 

jdiogr(^)  =  o 

oder: 

Ji  dlog  T-lSd  arctg  (^\  =  0. 
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Da  nun  der  erste  Teil  gleich  Null  ist,  so  liefert  der  zweite, 
felis  die  Ecken  des  ersten  Polygons  mit  p^^p^  .  .  .»l^nt  die  des 
zweiten  mit  Pj,  P^,  .  .  .,  Pn  bezeichnet  werden: 

[P,PJ+[P,P3]+...[P.PJ 
=  iPlP^l   +   IPiP^]   +   '"  l>«Pl]» 

falls  die  einzelnen  Winkelgrößen  mit  ihren  Vorzeichen  be- 
rücksichtigt werden.  Dieser  Satz  kann  übrigens  auch  aus  dem 
allgemeinen  Gauß-Bonnetschen  Satze  über  die  Curvatura 
integra  geschlossen  werden  (vgl.  §  4),  wie  denn  beide  Sätze, 
der  eben  genannte  und  das  Gauchysche  Theorem  zur  gemein- 
samen Quelle  die  Greensche  Betrachtung  haben.  —  Eine  be- 
sonders einfache  Form  erhält  dei-selbe  durch  Anwendung  auf 
ein  Viereck,  von  dem  zwei  gegenüberliegende  Seiten  p^p^,  p^p^ 
durch  Kurven  c  gebildet  werden,  es  folgt  dann  [PgPsJ-CPiPJ 

§3. 
Die  Kurvensysteme  c  =  const    bei    konformer    Trans- 
formation der  Ebene. 

Nach  §  2  hat  bei  der  konformen  Abbildung  der  Ebene 
das  Kurvensystem  Xy  —  cXa?  =  0  *)  die  Eigenschaft,  daß  zwischen 
dem  Krümmungsradius  r  einer  Kurve  der  ersten  Ebene,  welche 
eine  Kurve  des  Systems  berührt,  und  der  entsprechenden  Kurve 
Tom  Krümmungsradius  R  die  Beziehung: 

Vt  _l 

R         r 
für  den  Berührungspunkt  besteht.   Die  linke  Seite  der  Gleichung: 

Xy  CXx=    0 

genügt  selbst  der  partiellen  Differentialgleichung  J,  ^^  ^*  ^^^ 
:ann  nun  umgekehrt  nach  denjenigen  konformen  Abbildungen 
ragen,  bei  denen  das  System  dieser  Kurven  ein  ge- 
ebenes ist. 

^)  Sie  sind  auch  weiterhin  als  Kurven  c  bezeichnet. 
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Es  sei  also  yj  (x  y)  ^=  const  ein  System  von  Kurven  dieser 
Art,  dann  müssen  die  Gleichungen: 

.X  X^  =  l(p{xp) 

bestehen,  wo  q)  eine  Funktion  von  \p  allein  ist,  und  X  eine 
unbekannte  Funktion  von  x^  y  sein  wird.  Man  erhält  aus  1) 
vermöge  der  Integrabilitätsbedingung  für  X  und  der  Bedingung 
idj  X  =  0  die  Gleichungen : 

2)  ky(p'\'X<p*y}y  —  i^  =  Q 

Xx(p  -f-  i.<p'y)a,  -f  ^y  =  0, 

dm 
WO  9^'  =  -,—  gesetzt  ist.     Setzt  man: 

/i  =  log;,») 
so  ist: 

3) 

und  die  Integrabilitätsbedingung  für  3)  wird  nun: 

Da  99  nur  von  y>  abhängig  ist,  muß  die  Gleichung: 

bestehen,  wobei  f*  (tp)  die  Ableitung  einer  willkürlichen  Funktion  / 
von  v>  bedeutet.  Gleichung  5)  ist  zunächst  erfüllt,  wenn  /4^%p  =  0 
ist.     Alsdann  ergibt  sich  aus  4): 

q?'*         2(pcp' 


¥         1+9^' 


V 


^)  Unter  log  wird  der  natürliche  Logarithmus  verstanden,  da  die 
Schreibart  l  leicht  zu  Mißverständnissen  führt. 
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oder: 

1  ^  -  2  =  «?i ;    9^  =  tg  (^1  v^  4-  c,), 

wo  c,  und  c^  reelle  willkürliche  Konstanten  sind,  und 
weiter: 

/i  =  -  Ci  J(v*  äy  —  w^dx)  +  log  cos  (c^  \p  +  c^ 

A  =  6~*  cos  ((?,  v'  +  Cj), 

wenn  w  =  c,  J(v^x  dy  —  rp^dx)  gesetzt  ist.  Hieraus  ergibt  sich 
nach  1)  X  und  schließlich: 

Z=(X+  ri)  =  — ia'^Je'^tv-t^rf^ 

als  die  verlangte  Abbildungsfunktion.  Da  nun  %p  der  reelle 
Teil  einer  willkürlichen  Funktion  der  komplexen  Variabein  z\ 

ist,  so  erhält  man  w^^i  c^(p^  oder: 

6)  Z=-ic«''^p^i/(')d^, 

wo  die  Konstante  vor  dem  Integral  auch  weggelassen  werden 
kann,  weil  sie  nur  eine  Drehung  des  Koordinatensystems  be- 
deutet. 

Aber  auch   die  Gleichung  5)    läßt   sich  vollständig   lösen. 
Setzt  man: 

|  =  a;  +  yi,     Yi==x  —  yi, 
so  geht  5)  über  in: 

Ein  erstes  Integral  ist: 

WO  V  eine  willkürliche  Funktion  von  rj,  V  ihre  Ableitung  be- 
deutet.    Setzt  man  noch  /"(v)  =  log -F(v^),  so  erhält  man: 
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Jf^  =  dt,V' 

F(y>)  ' 

oder : 

y,  =^  e{U(x  -^  iy)  -\-  Vix  -iy)), 

wo  0  eine  willkürliche  Funktion   ihres  Argumentes   bedeutet; 

vrr-T  entsteht,  müssen  U  und    V 

F{y>) 

komplex  konjugierte  Funktionen  der  Argumente  x-\-yi,x — yi 
bedeuten.     In  der  Tat  wird  dann  auch: 

^«  VL    —  ®" 

so  daß  die  rechte  Seite  eine  Funktion  von  yf  allein  wird. 
Hieraus  ergibt  sich,  was  übrigens  zu  erwarten  war,  daß  für 
die  Kurven  tp  =  const  jede  reelle  Funktion  des  reellen  Teils 
einer  Funktion  der  komplexen  Variabein  ^  gleich  einei*  Kon- 
stanten zu  setzen  ist. 

Einige  einfache  Beispiele  mögen  dies  veranschaulichen. 

Sollen  die  Kurven  c  ein  System  von  Parallelen  bilden,  so 
ist  yj  =  ax  -^  ßy  zu  setzen.  Dies  ist  der  reelle  Teil  der 
Funktion : 

n^)=^ix  +  yi){a--ßi), 
demnach  ist: 

die  gesuchte  Abbildungsfunktion. 

Das  System  gleichseitiger  Hyperbeln: 

yj  =  x'^  —  y^  +  2cxy  +  2ax  -f-  2ßy  =  const 

ist  das  einzige  System  von  eigentlichen  Kegelschnitten,  welches 
der  Gleichung  Jg  y;  =  0  genügt;  dem  entspricht  die  Funktion: 

f{z)^z\l-ic)  +  2;^{a  —  iß) 

und  hieraus  folgt: 
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um  auch  ein  Beispiel  für  den  Fall  der  Gleichung  5)  an- 
zufahren, setze  man: 

f{z)  =  X  +  Ti, 
and  wähle: 

^  =  ^- 
Dann  wird: 

A^xp 2 1/^ 

A\p       1  +  V'* 
oder: 


;  9?  =  tg(c,  arctgv^  +  c,). 


1  +  9^*       1+v' 

Bestimmt   man  jetzt   aus  3)   den  Wert   von  A,    so   erhält 
man  als  Abbildungsfunktion: 

Ist  insbesondere  f{z)  =  -  -sf^  so  wird  für  £i=Q{c.o^q)+i  sin 9?): 
w 

V;  =  — tg(n  -  1)9?; 

die  Kurven  yy  ==  const  bilden  hier  ein  Büschel  von  durch  den 
Nullpunkt  der  Koordinaten  gehenden  Geraden,  denen  nach  §  1 
ein  solches  Büschel  in  der  zweiten  Ebene  entspricht. 
Setzt  man  dagegen: 

v>  =  x^+x^ 

wobei  X  wieder  in  der  eben  angegebenen  Weise  zu  ({2)  gehört, 
so  ist: 

Axp       \p 
und  man  erhält: 

Z=  —ie^'^^if'zY^'^dz. 

Setzt  man  z.  B.  f(z)  =   -  ^'•,  so  werden  die  Kurven  t/;  =  const 

konzentrische  Kreise,  denen  dann  in  der   zweiten   Ebene  log- 
arithmische Spiralen  entsprechen. 
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§4. 
Konforme  Transformation  einer  Fläche  in  eine  andere. 

Sind  zwei  Flächen  irgendwie  durch  gleiche  Werte  der 
unabhängigen  Parameter  u,v  aufeinander  abgebildet,  und  die 
Quadrate  ihrer  Längenelemente: 

ds^  =  edu*  +  2fdu  dv  ^gdv" 
dsii  =  eidu^  -|-  2fidudv  +  gidv^; 

setzt  man  femer: 

SO  ist  bekanntlich: 

^  Hjdudv'  —  dvdu^)        P 
^  ds^  "^  ds^'  ^ 

wo  P  eine  Differentialform  dritten  Grades  in  dw,  dv,  die  geo- 
dätische Krümmung  irgend  einer  auf  der  ersten  Fläche  ge- 
zogenen Kurve.     Hieraus  folgt: 

d.  h.  die  Differenz  linker  Hand  ist  nur  von  den  ersten  Differen- 
tialen abhängig.^)  Nimmt  man  nun  an,  daß  die  Flächen  kon- 
form aufeinander  abgebildet  sind,  und  ist  etwa: 


1)  P  hat  den  Wert: 

edu  +  fdv      2adu^--\-Aa'dudv  +  2a''dv^ 
fdu  +  gdv     2bdu^-{-^b'dudv  -f  26"di?2 


1 
2H 


2a  =  Ctt,  4rt'  — 2  c.,  2a"  =  2A— </« 

2b  =  2fu  —  ev,     4.0'  =  2  gu,  2b"  =  gw 

zu  setzen  ist. 

2)  Diese  Bemerkung,  die  für  alle  in  dieser  Arbeit  enthaltenen  Be- 
trachtungen wesentlich  ist,  benutzt,  wie  ich  sehe,  auch  schon  Herr 
Mehmke,  allerdings  in  ganz  anderer  Richtung,  in  seiner  Note  ,Über 
die  geodätische  Krümmung  der  auf  einer  Fläche  gezogenen  Kurven  und 
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d^,  =  Xe{du*Jrdv'), 
so  ergibt  sich  aus  2): 


oder: 


du,   X^{du^  —  dv^)i'2i.^dudv 
dv,    Ji^(dv^--du^)-f2X^dudv 


y     ,       1      (Xudv  ^  X^du) 

y,  ds^'-yds  =  —^  {Xndv  —  i,  du). 

Für  die  Kurvenschar  c,  welche  der  Differentialgleichung: 

X^dv  —  A«i2u  =  0 

genügt,  und  die  ihr  entsprechende  c^  gelten  ganz  ähnliche 
Eigenschaften  wie  in  §  1.  Diese  Kurven  haben  in  entspre- 
chenden Punkten  gleiche  geodätische  Kontingenzwinkel,  und 
jede  Kurve  der  ersten  Fläche,  welche  eine  c  berührt,  geht  in 
eine  die  Kurve  c^  der  zweiten  Fläche  dergestalt  berührende 
über,  da&  für  den  Berührungspunkt  die  geodätischen  Kontin- 
genzwinkel erhalten  bleiben,  u.  s.  w. 

Die  Kurven  c  lassen  sich  im  allgemeinen  nicht  durch 
Quadratur  bestimmen;^)  dagegen  sind  ihre  orthogonalen  Tra- 

ihre  Änderung  bei  beliebig>er  Transformation*  (auch  Berührungstrana- 
formation).  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  Bd.  87,  p.  186,  1892. 
Mftn  vergleiche  auch  die  anderweitigen  Arbeiten  dieses  Autors: 

,Über  zwei  die  Krümmung  von  Kurven  und  das  Gaußsche  Kröm- 
mnngsmaß  von  Flächen  betreifende  charakteristische  Eigenschaften  der 
linearen  Punkttransformation*,  ebenda.  Bd.  36,  p.  206,  1891; 

«Untersuchungen  über  die  auf  die  Krümmung  von  Kurven  und 
Flächen  bezüglichen  Eigenschaften  der  Berührungstransformationen*, 
ebenda,  Bd.  38,  p.  7,  1893,  sowie  meine  Arbeit  »Zur  Theorie  der  Krüm- 
mung der  Fl&chen*.    Math.  Annalen,  Bd.  39,  p.  179,  1891. 

^)  Einfache  auf  Quadraturen  führende  Fälle  sind  z.  B.: 

X^UV,      X=ü+V,      X  =  ^^u.s.w., 
wo  U,  V  Funktionen  von  m,  v  allein  sind. 
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jektorien  unmittelbar  gegeben  durch  X  =  const,  und  in  ent- 
sprechenden Punkten  dieser  Trajektorien  auf  den  beiden  Flächen 
findet  für  sie  berührende  entsprechende  Kurven  zwischen  den 
geodätischen  Krümmungen  die  Beziehung: 

statt. 

Der  Ausdruck: 

Xudv  —  A»  du 
I 

wird  ein  vollständiges  Differential,  wenn: 

4)  4,Iogi  =  0 

ist,  wo  Jg  der  zweite  Differentialparameter: 

ist.     Tritt  an  Stelle  des  speziellen  Längenelementes  2): 
ds^  =  edu^  +  2fdudv  -\  gdv^, 

so  ergiebt  sich  für  die  Differenz  der  geodätischen  Kontingenz- 
winkel: 

d€  =  yds,         de^^y^ds^, 

und  hier  ist,  wie  übrigens  aus  4)  schon  zu  ersehen,  die  rechte 
Seite  ein  vollständiges  Differential,  wenn: 

6)  A^  log  A  =  0 

ist,  wobei  jetzt  J,  den  zweiten  Beltramischen  Diff erential- 
parameter  in  Bezug  auf  das  allgemeine  Längenelement  be- 
deutet. Aus  der  bekannten  Formel  für  das  Krümmungs- 
maü  Je: 
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2HTc=  ^^^  {e (2  U  -  e,)  -  fe„)  -  -^  (eg„  -  fe.) 

erhält  man,  wenn  man  e^f^g,  durch  Xe^  Xf^Xg  ersetzt,  die  Be- 
ziehung zwischen  den  Krümmungsmaßen  h  und  i,: 

7)  i*,  —  i  =  — j  JjlogA. 

Der  Ausdruck  de,  —  de  ist  daher  nur  dann  ein  voll- 
ständiges Differential,  wenn  zwischen  den  Krümmungsmaßen 
Id  korrespondierenden  Punkten  die  Gleichung: 

8)  AA,_A;  =  O0 

besteht. 

Genügt  also  der  Modul  X  der  Bedingung  6),  so  ist  für  je  zwei 
entsprechende  Kurvenstücke  mit  den  Bogenelementen  ds^  ds^: 

de^  —  de  ^==  dQ 

9)  Vk,ds,^Vkd3 
J**,  da>i  =  ^kd(o, 

wo  doj.dco^  korrespondierende  Flächenelemente  sind;  d.h.  ent- 
sprechende Plächenstücke  haben  gleiche  Curvatura 
integra.  Diese  letzteren  Sätze  bilden  eine  wesentliche  Er- 
weiterung der  entsprechenden  für  die  Ebene,  welch  letztere 
aus  denselben  für  Ä  =  Ä,  =  0,  d.  h.  wo  beide  Flächen  develop- 
pabel  sind,  hervorgehen.  Niemals  lassen  sich  dagegen  z.  B. 
zwei  Flächen  konstanter  Krümmung  derart  aufeinander  be- 
ziehen, daß  dffi,  —  de  ein  totales  Differential  wird,  den  einzigen 

*)  k  und  kl  müssen  daher  stets  von  gleichen  Zeichen  sein. 

Bringt  man  Formel  5)  für  eine  geschlossene  Kurve  der  ersten  Fläche 
lar  Anwendung,  die  ein  .Elementarfl&chenstück'  begrenzt  und  entspricht 
flir  wieder  eine  solche  Kurve  der  zweiten  Fläche,  so  ergibt  sich  durch 
Anwendung  des  Green  sehen  Satzes  für  die  Summe  aller  Kontingenz- 
rinkel : 

£•,_£•=  l^dcoAflogX; 

iieser  Satz  aber  geht  aus  dem  Gauß-Bonnetschen  Satze  hervor,  sowie 
»an  die  Formel  7)  benutzt. 
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Fall  ausgenommen,   wo  X  selbst  eine  Eonstante  ist,  womit  die 
Beziehung  auf  die  Ähnlichkeit  resp.  Kongruenz   hinauskommt. 
Um   ein  Beispiel   für  den   unter  8),  9)   betrachteten  Fall 
zu  geben,  setze  man: 

10)  <p{u  +  iv)=U+iV 

^  (t*  —  iv)  =^  U  —  i  F, 

wo  q)  die  komplex  konjugierte  Funktion  zu  q)  ist,  und  nehme 
an,  daß  diese  Formeln  sich  eindeutig  so  umkehren  lassen,  daß: 

i;  =  v([7,F)==v 

wird.     Das  Quadrat  des  Längenelementes: 

dsl  =  e(jx,v)(dü'+dV') 

geht  jetzt  durch  die  Transformation  10)  über  in: 

ds\  =  e  (u,  v)  (du*  +  dv')  cp'  <p^ 

und  die  beiden  Flächen  mit  den  Quadraten  der  Längenelemente: 

d^^eidu^-^-dv") 
ds[=(p'(p'e{du^'\-di^) 

stehen   jetzt   in   konformer   Beziehung,    so   daß  X  ^=i<p'  <p'    ist. 
Dabei  ergibt  sich: 

2äli0og9'y)=/^-arctg(^^) 

also: 

öffj  _  df  =r  d  arctg  L^M, 
wie  nach  §  (2)  zu  erwarten  war. 
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Zur  Auffindung  der  Kurven  c  im  allgemeinen  Falle,  zu 
dem  wir  zurückkehren,  genügt  es  übrigens,  einen  integrierenden 
Fftktor  fi  des  Differentialausdruckes  auf  der  rechten  Seite  von  5) 
zu  bestimmen.     Dieser  muß  den  Gleichungen: 


11) 


^V    du       '    dv  J  dv 

^/^    glog^         r^l0gA_  rrilogAj 


genügen.     Dies  gibt  die  Gleichung: 

12)  fr^aogA,  log^)  +  J,logA  =  0, 

wo  A   der  Bei tra mische   Zwischenparameter    ist.     Aus   den 
Gleichungen  11)  folgt  aber  auch: 

^aiog^i_    aiog^j 
Tj3logA  __        dv  du 

du    '^  fi 

aiog^i  _  /-^J^gii 
jydlogl _^    du        '    dv 

dv      ~  fl 

oder,  wenn  man  —=u.  setzt: 
/* 

H(A  log/i„  logA,)  +  J,  logi,  =  0. 

Dies  ist  die  Bedingung  für  den  integrierenden  Faktor  ju^^ 
der  für  die  konforme  Beziehung  der  beiden  Flächen  mit  den 
Quadraten  des  Längenelementes: 

d^^ed  tf«  +  2fdu  dv'\-gdv^ 
d^  =  A^  d^ 

t    suchen  ist,  und  dieser  Faktor  ist  ohne  weiteres  bekannt, 
9  lald  man  ^  aus  der  Gleichung  12)  gefunden  hat. 

W7.  8itnm«*b.  d.  mftth.-ph  jb.  KL  7 
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§5. 
Konforme  Raumtransforraation  einer  Kurve. 

Es  seien: 

Xi  ==  <pi(x^  x^x^);      i  =  1,  2,  3 

drei  eindeutige  reelle  etc. .  .  .  Funktionen,  welche  in  einem  ge- 
wissen Gebiete  x  eine  eindeutige  Umkehrung  zulassen;  ihre 
daselbst  nicht  verschwindende  Funktionaldeterminante  sei  J. 
Jede  Kurve  des  Gebietes  x  wird  dann  in  eine  Kurve  des  Ge- 
bietes X  transformiert  werden.     Nun  ist: 

dXi=^J^(pi,kdXk 
cPXi=:^  (Pi,ki dXk dxi, 
wo  die  Differentiale  nach  irgend  einer  unabhängigen  Yariabeln 
genommen  sind.     Dabei    ist  9p,,  *  =  -^-^^ ...  so  dafi  die  hinter 

oXji 

dem  Komma  stehenden  Indices  Differentiationen  nach  den  be- 
treffenden Variabein  bedeuten;  die  Summation  bezieht  sich  auf 
diese  letzteren  Indices.     Setzt  man  noch: 

Oi  =  S  <Pi,ki  dXk  dxi^ 
führt  man  zugleich  für  die  Determinante: 

I A  ^*  ^\ 

allgemein  die  abkürzende  Beziehung: 

{ABC) 
ein,  so  wird: 

1)  A{dxd^xa)^{dXd^XÄ)—{dXoA). 

Dabei   sind   die  a^  a^  a^  oder  a,-  beliebige   Größen   (Funk- 
tionen der  a;,)  und: 
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Setzt  man  noch: 

üi  =  k  cos  a,- 
Ai^=  K  cos  A4 
d=\{dx^d^x^  —  dx^ d^ x^y  +  (da:, d* rc,  —  dx^  cP x^Y 
+  {dx^d^x^  —  dx^d^x^y\h 

und  bezeichnet  roan  das  Bogenelement  einer  Kurve  im  27 Gebiete 
mit  dSj  ihren  Krümmungshalbmesser  mit  r,  so  ist: 

ds^  =  rd; 

fQhrt  man  ferner  die  analogen  Bezeichnungen  mit  großen 
Buchstaben  für  das  Gebiet  der  X  ein ;  bezeichnet  man  endlich 
mit  t>  den  Winkel  zwischen  der  Binormale  der  ersten  Kurve 
und  der  Richtung  cos  a„  cos  a,,  cos  a,  und  gibt  dem  Winkel  O 
die  analoge  Bedeutung  für  die  entsprechende  Kurve,  so  hat 
man  nach  1): 

2)  hA  —  cosi)  =  JBT  -=-  cos  ö  —  Z7, 

wo  U  der  Differentialausdruck  dritten  Grades: 
U^{dXoA) 

ist.  Für  je  zwei  korrespondierende  Kurven  ist  daher  die 
Differenz  der  beiden  r  und  JB  enthaltenden  Glieder  nur 
abhängig  von  den  ersten  Differentialen,  d.  h.  der  Tan- 
gentenrichtung der  gewählten  Kurve.  Die  elementaren 
Komplexkegel  17=  0  sind  Kegel  dritten  Grades,  und  jede 
Komplexkurve  im  Sinne  von  Lie,  welche  zu  diesen  Kegeln 
gehört,  hat  die  Eigenschaft,  daß  für  sie  und  ihre  entsprechende 
die  Relation  besteht: 

Ä  A cos  v  =  JT-^-  cos  0. 

T  Jti 

Besondere  Vereinfachungen   treten   auch    hier   ein,    wenn 
1  an  eine    konforme    Transformation    des    Raumes    be- 
achtet, d.  h. : 
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Q 

setzt.     In  diesem  Falle  erhält  man  die  Gleichung  2)  am  ein- 
fachsten durch  Differentiation  der  Identität: 

nämlich  aus: 

acPXi+2dadXi+€PaXi=€Pxi. 

Es  ergibt  sich  so  leicht: 

3)  (~  dx  d'xa)  =  o>  (dXd'XÄ)  +  2  ^^  (dxxa). 

o 


Setzt 

man: 

a. 

=  h  cos  tti 

4) 

Äi 

=  ai 

-2^' 

l^iXi 

=^K 

cos -4.,-, 

so 

wird: 

und  aus  3)  folgt  nunmehr: 

ds        .       dS       ^  ,    2T 


5) 


dS 
E 


cos*=-^cosö  +  ^, 


wo  mit  T  die  Determinante: 


T  = 


dfa;i  dx^dx^ 
x^    x^    x^ 


=  {dxxa) 


bezeichnet  ist.     Je   nach    Wahl   der    willkürlichen   Größen  a,- 
erhält   man  so  verschiedene  Folgerungen   aus  der  allgemeinen 
Gleichung  5). 
Da  nach  4): 

cos  a,-  —  cos  Ai       Xi  V-» 

—         =:  -  2jXi  cos  a, , 

2  0 
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so  liegen  die  beiden  Richtungen  cosa,-,  cos  J.,  (i  =  l,2,3), 
gegen  welche  die  Winkel  der  Binormalen  entsprechender  Kurven 
zunehmen  sind,  in  einer  Ebene  mit  dem  Radius  vector  q, 
und  letzterer  halbiert  den  Winkel  zwischen  cos  a,-  und 
—  cos  Äi. 

Wählt  man  nun  insbesondere  a^  =  o?,,  so  wird  cos  a,-  = 
-cos^(i=  1,2,3),  und  es  folgt,  da  jetzt  T  =  0, 

ds        Q        ,--cos0 

cos  i7  =a  a  S  — =r~ . 

r  B 

Bezeichnet  man  daher  die  Richtung  der  Binormalen  ent- 
sprechender Kurven  mit  6  resp.  B,  so  ist  för  zwei  solche 
Kurren  immer: 

Q^             ,.       cos(^,  jB) 
^cosfe,6)  = ^— ^. 

Setzt  man  dagegen: 
6)  a,  =  9^8  V'i  —  <Pi  Wh 

wo  9?,,  \pi  irgendwelche  Funktionen  von  x  sind,  so  ist: 

2j  dXi(pi^dXi\pi 
S  Xi  (pi    S  Xi  y)i 


T« 


wie  man  leicht  durch  Multiplikation  von  T  mit  der  Deter- 
minante (fffp  ß)  erhält.  Nimmt  man  nun  (pi  =  Xi  (i  =  1,  2,  3), 
so  wird  wegen  S ctiXi'=^  0  jetzt  cos  a»==  cos -4,.  Ist  endlich  \p 
eine  homogene  Funktion  von  der  Ordnung  Null,  deren  partielle 
Differentialquotienten  die  W\^W%^Wi  sind,  so  wird: 

y  =  —  dtpY^Xi(pi 

3  [gleich  steht  die  Richtung  cos  a,-  senkrecht  auf  dem  Radius 
'  ictor  Q  und  der  Normalen  der  Kegelfläche  \p  =*  const.    Einer 
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jeden  Kurve  entspricht  yermöge  der  konformen  Abbildung 
eine  zweite  derart,  daü  zwischen  den  Kosinus,  welche 
die  Binormalen  mit  der  zum  Radius  vector  senkrecht 
stehenden  Tangente^  derjenigen  Kegelfläche,  auf  der 
die  Kurve  liegt,  die  Beziehung: 

cos  (t,  b)  ~   ^-  cos  (t,  B) 

besteht;  dabei  ist  natürlich: 

Ähnliche  Sätze  kann  man  auf  dieselbe  Weise  erbalten. 
Dabei  handelt  es  sich  um  die  Frage,  wann  T  bis  auf 
einen  Faktor  ein  vollständiges  Differential  wird. 

Setzt  man: 

wobei  die  ^H  beliebige  Funktionen  von  a?,,  a;,,  x^  sind,  so  muü 
bekanntlich: 

identisch  verschwinden.  Eine  einfache  Umformung  liefert  dafür 
die  Gleichung: 


So:..'-^    £^.1^*   E:r4^-» 

dXi  dXi  dXi 


^1 

9^1 


X. 


9% 


=  0, 


"Pt 


welche  identisch  bestehen  muß.  Diese  Bedingung  ist  ersichtlich 
erfüllt,  wenn  die  drei  Funktionen  (p  homogenen  Funktionen 
gleicher  Ordnung  von  x^  x^  x^  proportional  sind. 

Allgemein  aber  gilt  folgender  Satz: 

Der  Ausdruck  T  kann  dann  und  nur  dann  auf  die 
Form  /idF  gebracht  werden,,  wenn: 
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ist,  wo  A^  B  willkürliche  Funktionen  der  x  sind,  und 
die  Qi  willkürliche  Funktionen  von  der  Ordnung  Null 
bedeuten.     Dies  läßt  sich  auf  folgendem  Wege  zeigen. 

Jene  Identität  verlangt,  daß  die  3  Funktionen  <p  der  Be- 
dingung: 

2UXi—-  =  Xxk  +  H'(Pk, 

*  =  1,  2,  3 

genügen,  wo  A,  fjL  irgendwelche  Funktionen  der  x  sind.  Diese 
partielle  Differentialgleichung  oder  vielmehr  die  folgende: 

wobei  S  (aTj,  a;„  a;,,  q>i)  =  0  gesetzt  ist,  liefert  das  simultane 
System: 

dx^ :  dx^  :  d x^:  dq>k  =  x^ :  x^:x^:  Xxk  +  fi(pk^ 

Ton  dem  zwei  Integrale: 


8)  ?  =  ''.       J»''. 


^8  ^8 


8 


bekannt  sind.     Man  findet  für  &  ==  1 : 


dx^  Xt 


^ 


9x 


wo  i,  /i  aus  >l,  ^  dadurch  hervorgehen,  daü  man  vermöge  8) 
Xj  und  ;r,  durch  die  Konstanten  Cj,  (;,  und  x^  ersetzt.  Integriert 
man  die  letzte  Gleichung  durch  eine  Quadratur,  so  folgt: 

mithin  ist  das  Integral  von  7)  für  *  =  1: 
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wo  i?j  eine  willkürliche  Funktion  ihrer  Argumente,  und  die 
Konstanten  c^  und  c^  in  B  und  Ä  wieder  vermöge  8)  zu  ent- 
fernen sind.     Ebenso  wird: 

B<p,  =  Ä  +  Q,, 
so  daß  allgemein: 

9)  (pi  =  Xi  Ä,  -f  Ji,  Qi 

gesetzt  werden  kann.  Der  Differentialausdruck  T  kann  daher 
nur  dann  durch  Multiplikation  mit  einem  integrierenden  Faktor 
die  Gestalt  eines  totalen  Differentials  annehmen,  wenn  er,  ab* 
gesehen  von  einem  willkürlichen  Faktor,  in  die  Form: 

10)  idxxQ) 

gebracht  werden  kann.  Daß  dies  auch  hinreichend  ist,  geht 
aus  der  obigen  Betrachtung  hervor,  ^)  läßt  sich  aber  auch  direkt 
zeigen.     Setzt  man  nämlich: 

x^=x^i 

so  entsteht  aus  10),  abgesehen  von  einem  Faktor: 

d^    dt]     0 

f       V       1 
ßj     flj     ßj 

und  diese  Differentialform  läßt  sich,  da  sie  nur  von  zwei 
Variabein  abhängt,  immer  mittels  eines  integrierenden  Faktors 
als  vollständiges  Differential  ansehen. 


')   Man  erkennt  unmittelbar,  daß  durch  9)  die  Integrabilitiltsbe- 
dingung  ftir  T  erfüllt  ist. 
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Aus  den  Gleichungen: 


H  («,  95,  -  »,  <p,)  = 


aß 

9  a;, 


.  .       3ß 

/*  (iB,  9?,  -  »,  9?,)  =  — 

.  .       3ß 

/i(a;,9?,  — a?,9?,)  =  — , 

welche  jetzt  bestehen  mOssen,  folgt  übrigens  durch  Summation: 

s>  dafi  das  Integral  von  T  =^^  die  Form  l^^^const  erhält, 
iro  fi  eine  homogene  Punktion  der  Ordnung  Null  ist,  welche 
eine  Kegelfläche  bedeutet.  Auch  der  spezielle  Ansatz  6)  ist 
hierin  enthalten.     Setzt  man  nämlich  in  9): 


ß,  =  e, 


'dxp 


wobei  \p^  0,,  0,,  0j  homogene  Funktionen    der   Ordnung  Null 
sind,  so  ist  nach  9): 

L9>.— =  0, 

und  zugleich  kann  man  wieder  drei  Funktionen  /*,,  /j,  fj  will- 
kürlich so  annehmen,  daß: 

ist;  man  hat  nur  die  willkürliche  Funktion  A^  der  Gleichung: 

u    u    u 
Ä,i:x,f,+B,  ^'   ^«   ^« 

aa:,     3a?2    aa^g 
;emäß  zu  wählen. 


=  0 
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Zieht  man  noch  dritte  Differentiale  bei  der  Trans- 
formation in  Betracht,  so  ergeben  sich  im  allgemeinen  keine 
einfachen  Beziehungen  mehr.  Bei  der  allgemeinen  linearen 
Transformation  ist  natürlich: 

(dxcPxcPx) 

eine  Invariante,   und   dies  gilt   für  jede   beliebige  Zahl  von 
Variabein.    Dies  lä&t  sich  z.  B.  für  3  Variabein  auf  folgendem 
Wege  zeigen. 
Setzt  man: 

X,  =  ;2--'''^^-'    ^  =  1.2,3; 


so  wird: 


d»X,  =  ^C«^*--^^*^rf»a;»-3rfX,! 


-2d»X.^/  +  2dX^* 

und  hieraus  folgt  unmittelbar,  indem  man  die  rechts  stehenden 
DifiFerentiale  der  X,  auf  die  linke  Seite  setzt: 

(dXcPXd^X)  =  (dx  d^x  d^x)  ~, 

wo    A   die   Determinante   der   Koeffizienten   der   vier   linearen 
Formen : 

Sa.*a^*  +  dB,      5=  1,2,  3,  4 

ist.    Hieraus  folgt,  daß  bei  jeder  projektiven  Transforma- 
tion einer  Kurve  die  invariante  Beziehung: 
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besteht,  wo  rf/S,  ds  die  Bogenelemente,  Ä, r  die  Krümmungs- 
halbmesser, T,  T  die  Torsionsradien  bedeuten. 

§6. 
Konforme  Raumtransformation  einer  Fläche. 

Ich  füge  endlich  die  Formeln  für  die  Transformation 
einer  Fläche  vermöge  der  konformen  Raumtransfor- 
mation:^) 

^i  =  %    ^*==a^  +  a;J  +  a;J 
Q 

hinzu.     Sind   die  Xi  von   zwei   Parametern  w,  v  abhängig,   so 
erhält  man: 

dXi        dXi  1  2Xi  dg 


du 

dUQ* 

e'  du 

dXi- 

dXi  1 

2Xi  dg 

dv 

dv  Q* 

q'  dv 

1) 

a*X,   __    d^x^   f\ 2iPi\  _      3*a:g  x^x^ ___  ^  _^%  ^1^ 

dudV~^  dudV\Q^  Q^  J  dudV     0*  ^  dudV    Q^ 

^xj      2dQdX^      2dQdX, 

Q*         g  du    dv         g  dv  du 

nebst  ähnlichen  Ausdrücken  für  die  anderen  zweiten  partiellen 
DiflFerentialquotienten.      Aus    diesen    Gleichungen   erhält  man: 

2)  (X«  ,  X«  X,)  =  A  (Xuv  Xu  X^) {{X  Xu  X,) 

Q 

{Xtt  X„  X,)  =  A  (Xt9  Xu  x^) g  (xxu  Xv). 

^)  Einige  der  in  diesem  Paragraphen  enthaltenen  Betrachtungen 
dnd  vermutlich  längst  bekannt;  ohne  dieselben  wärde  aber  diese  Arbeit 
keinen  Abschluß  erhalten  haben. 


108  Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  2.  M&rz  1907. 

Sind  p^^p^^p^  die  Richtungskosinus  der  Normalen  der  ersten 
Fläche  e,  f,  g^  JE,  F,  G  die  Fundamentalgrößen  erster  und 
zweiter  Ordnung  derselben,  ^)  P^yP^^P^,  ^vfv9v  ^v^v^i  ^® 
entsprechenden  Größen  für  die   transformierte  Fläche,  so  ist: 

(pxnx.)  =  V^^r;   {PXu X.)  =  Ve'g'-r  =  \  T^FT*'; 

Q 

(x  Xu  x^)  =  l^PiXi  Veg—p. 
Zur  Abkürzung  mag: 

gesetzt  werden.     Nun  erhält  man: 

(xXuX^y  =  Q^{eg  -P  —  t\ 
wo: 

3)  t='eQl-f2Q„Q^-\-ffQl; 

daher  wird: 


wo  A  der  erste  DiiFerentialparameter  ist;  a  ist  jedoch  mit  dem 
Vorzeichen  von  2JP»^»  ^^  nehmen.     Man  hat  nun  aus  2): 

4)  JP,  = 

Ich    bestimme   ferner   die   Kichtungskosinus   der  Normale 
der   transformierten   Fläche.     Für  Größen    ^,,  ^,,  Qg,  die  nur 


E 

2ea 

F 

2fa 

G 

2ga 

^)  Dabei  ist 

du   dv         du   du^     ^      '^^  du^ 


,.V^73?^-t?|^«-^^|^;     ^=^P<?^^. 
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um  einen  positiven  Faktor  von  den  Pp  P„  P^  verschieden  sind, 
erhält  man  leicht  aus  1)  die  Gleichungen: 


du  Q 

dV  Q 

und  durch  deren  Auflösung: 

hieraus  folgt: 
mithin: 

«C'-/^«— y{-(^l?-^lt)-('S'-4»)} 

■VViieg-P-%(). 

Hiermit  sind  die  Kosinus  der  Normale  der  transformierten 
Fläche  in  der  Form: 

dargestellt,  welche  eine  unmittelbare  Beziehung  der  Lage  der- 
selben gegen  die  Normale  der  ursprünglichen  Fläche  liefert. 
Für  den  Winkel  o>  zwischen  den  beiden  Normalen  folgt  nach  5): 

coso>  =  1  —  2iA  {q)\ 

iie  Kurven  i4(^)  =  const  sind  daher  auf  der  gegebenen 
Pläche  dadurch  ausgezeichnet,  daß  der  Winkel  ent- 
sprechender Normalen  konstant  bleibt. 
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Auch  folgt  aus  5): 

oder: 

wie  man  übrigens  auch  unmittelbar  aus  4)  finden  kann,  wenn 
man  die  transformierte  Fläche  zur  ursprünglichen  macht;  diese 
Formel  zeigt,  daß  der  Kosinus  des  Winkels  der  Flächen- 
normalen mit  dem  Radius  vector  bei  der  Transfor- 
mation ungeändert  bleibt,  wie  übrigens  zu  erwarten  war. 

Es  ergibt  sich  ferner  aus  4): 

E,duH2F^dudv+G,dv^  _ _^  ^  {Edu^'{-2Fdudv+Gdv')  _ 
e^du^-\-2f^dudv-\-g^dv^         ^     edu^  +  2fdudv-\'gdv^ 

Bezeichnet  man  nun  den  Krümmungshalbmesser  eines 
Normalschnittes  für  irgend  eine  auf  der  ursprünglichen  Fläche 
gemessene  Richtung  durch  r,  die  entsprechende  durch  i?, 
so  folirt: 

Insbesondere  wird  aber  für  irgend  zwei  von  demselben 
Punkte  ausgehende  Richtungen: 


Man  kann  also  sagen:  Die  Differenz  der  Krümmungen 
zweier  zu  einem  Punkt  der  Fläche  gehörigen  Normal- 
schnitte bleibt  bis  auf  den  Faktor  — q^  durch  die 
Transformation  ungeändert. 

Ist  a  =  0,  so  erhält  man : 

R  ~      7 
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d.  h.  die  Krümmungen  der  Normalschnitte  bleiben  bis 
anf  den  Vektor  — g^  ungeändert  in  allen  Punkten, 
in  denen  die  Fläche  von  ihrem  zum  Zentrum  der 
Inversion  gehörigen  Tangentenkegel  berührt  wird. 
Ist  dagegen  r  "=  oo ,  also  die  Richtung  auf  der  gegebenen 
Flache  die  einer  Haupttangente,  so  wird: 


oder:   Bei  der  konformen   Transformation   gehören    zu 
den  beiden  Haupttangentenrichtungen  eines  Flächen- 
punktes Normalschnitte  mit  gleicher  Krümmung  --2a.^) 
Auch  die  Formeln: 

i  +  i-  =  -«0  +  .^)  — 


RB^ 


=  £r  +  2 


welche  sich  auf  die  mittlere  Krümmung  und  das  Krümmungs- 
msJk  beziehen,  mögen  erwähnt  werden,  deren  Verwendung  für 
Minimalflächen  ersichtlich  ist. 

Endlich  gilt  für  beliebige  Größen  a^a^a^  die  invariante 
Beziehung: 


\  e*  f  9' 


1 
—  o 

Q 


EFO  ! 

ef  9   |. 


Bedeuten    daher    a,,  a,,  a,    homogene    DiflFerentialformen 
gleicher  Ordnung  in  du^dv^  so  hat  man  den  Satz: 
Das  System  der  Kurven: 


=  0 


EFG 

e  f  9 

«1 «« «j 

^)  Man  vgl.  die  konforme  Transformation  der  Regel Häcben,  insbe- 
aondere  die  der  Flächen  zweiten  Grades,  u.  s.  w. 
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ist  invariant  bei  der  konformen  Transformation.  Ein 
ganz  spezieller  Fall  davon  ist  die  Invarianz  der  Krüm- 
mungslinien, und  zwischen  den  Radien  T,  T^  der  geodä- 
tischen Torsion  einer  Kurve  und  ihrer  Transformierten  be- 
steht also  allgemein  die  Beziehung: 

1__  «JL 
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Herr  Wilhelm  Konrad  Röntgen  hält  einen  Vortrag:  „Üb*er 
die  Leitung  der  Elektrizität  in  Kalkspat  und  über 
den  Einfluß  der  X-Strahlen  darauf.* 

Der  Vortrag  wird  an  anderer  Stelle  veröffentlicht  werden. 

Längere  Zeit  zurückliegende  Beobachtungen  über  den  Einflute 
von  X-Strahlen  auf  das  Verhalten  verschiedener  sogenannter 
Isolatoren  zwischen  anliegenden  plattenförmigen  Elektroden, 
denen  ein  Spannungsuntei-schied  erteilt  wurde,  veranlagten  den 
Vortragenden  unter  Mitwirkung  des  Herrn  Dr.  Joff^  zu  unter- 
suchen, inwieweit  von  einem  elektrischen  Leitungsvermögen 
dieser  Körper  gesprochen  werden  kann.  —  Diese  im  Jahre  1904 
angefangene  Untersuchung  erstreckte  sich  zunächst  auf  Kalk- 
spat, und  sie  ergab  u.  a.:  1.  Die  Gültigkeit  des  Ohmschen 
Gesetzes  für  die  Bewegung  der  Elektrizität  in  diesem  Körper; 
2.  die  Existenz  einer  unter  Umständen  nach  Tausenden  von 
Volt  zählenden  Polarisationsspannung;  3.  als  Sitz  dieser  Polari- 
sation nicht  das  ganze  Innere,  sondern  lediglich  die  Stelle  des 
Kristalls,  die  unmittelbar  unter  der  Kathode  liegt;  4.  die  Be- 
rechtigung, von  einem  meßbaren  Leitungsvermögen  einer  Kalk- 
spatplatte sprechen  zu  dürfen;  5.  einen  sehr  großen  Einfluß 
der  Temperatur  auf  dieses  Leitungsvermögen;  dasselbe  steigt 
zwischen  0**  und  100**  um  nahezu  ll"/o  des  jemaligen  Betrages, 
wenn  die  Temperatur  um  P  zunimmt. 

Nachdem  diese  und  andere  Ergebnisse  gewonnen  waren, 
glaubte  der  Vortragende  als  Resultat  früherer  Beobachtungen 
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mitteilen  zu  dürfen,  daß  das  elektrische  Leitungsvermögen  dei 
Kalkspats  durch  Bestrahlung  mit  X- Strahlen  beträchtlich  -i 
z.  B.  auf  das  100  bis  200  fache  des  Aufangswertes  —  erhöhl 
werden  kann.  Diese  Wirkung  der  X-Strahlen  äußert  sidl 
aber  erst  im  Laufe  der  Zeit,  so  daß  bei  gewöhnlicher  Temr 
peratur  manche  Tage  nach  der  Bestrahlung  vergehen  müaseij 
bis  der  Kalkspat  das  Maximum  seines  Leitungsvermögens  e» 
halten  hat.  Durch  Erwärmen  kann  dieser  Prozess  beschleunig 
werden.  —  Ein  Rückgang  des  Leitungsvermögens  auf  dei 
Wert  vor  der  Bestrahlung  kann  rasch  durch  intensives 
hitzen,  langsamer  durch  mäßiges  Erwärmen  des  Kristalls  be; 
wirkt  werden  und  findet  auch  höchst  wahrscheinlich  bei  gi 
wohnlicher  Temperatur,  aber  erst  im  Verlauf  von  einer  se 
langen  Zeit  (wohl  von  vielen  Jahrhunderten),  statt. 
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Sitzungsbericht 

der 

Königl.  Bayer.  Akademie  der  Wissenschaften, 
Mathematisch-physikalische  Klasse. 

Sitzung  vom  8.  Juni  1907. 

1.  Herr  Karl  Goebel  trug  die  Resultate  einer  Reihe  ex- 
perimentell-morphologischer Untersuchungen  vor. 

Diese  bezogen  sieh  1.  auf  den  Generationswechsel  der 
Farne.  Das  Prothallium  und  die  an  ihm  infolge  der  Be- 
fruchtung entstehende  Fampflanze  werden  gewöhnlich  als 
scharf  voneinander  unterschiedene  »Generationen*  betrachtet. 
Es  zeigte  sich  jedoch,  daß  an  isolierten  Blättern  junger  Farn- 
pflanzen mit  vollständiger  Überspringung  der  Sporenbildung 
Prothallien  entstehen  können  oder  Mittelbildungen  zwischen 
solchen  und  Blättern  oder  endlich  neue  Farnpflanzen.  Diese 
Tatsachen  zeigen,  daß  die  Prothallien  wesentlich  nur  eine 
nidimentäre  Ausbildung  des  Farnkrautes  selbst  darstellen. 

2.  Die  Bedingungen  der  Wurzelbildung.  Für  diese  sind 
mcht  nur,  wie  vielfach  angenommen  wurde,  nur  äußere,  sondern 
auch  innere  Bedingungen  maßgebend.  An  den  unverletzten 
oberirdischen  Stanimteilen  der  Gartenbohne  z.  B.  läßt  sich  auch 
wenn  sie  verdunkelt  und  feucht  gehalten  werden,  keine  Wurzel- 
bildung hervorrufen,  wohl  aber  dann,  wenn  die  Verbindung  mit 
dem  Wurzelsystem  unterbrochen  ist.     Daß  dieses  die  Wurzel- 
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bildung  am  Sproß  verhindert,  wenn  es  selbst  in  Wachstum  be- 
griflfen  ist,  wurde  auch  dadurch  gezeigt,  daß  die  Wurzelbildung 
am  Sproß  bei  unverletztem  Wurzelsystem  dann  erzielt  werden 
konnte,  wenn  das  letztere  auf  5°  abgekühlt  oder  durch  ver- 
minderte Wasserzufuhr  inaktiviert  wurde. 

3.  Die  Blattbildung  amphibischer  Pflanzen.  ManchePflanzeu, 
die  sowohl  als  Wasserpflanzen  wie  als  Landpflanzen  leben  können, 
besitzen  zweierlei  verschiedene  Blattformen,  „Landblätter*  und 
„Wasserblätter*.  Der  Vortragende  zeigte,  daß  hier  nicht  eine 
direkte  Wirkung  der  Umgebung  auf  die  Pflanze  vorliegt, 
sondern  daß  die  relative  Menge  organischer  Substanzen  dar- 
über entscheidet,  welche  Blattform  entstehen  soll.  Es  konnte 
die  Landform  auch  im  Wasser  erzielt  werden,  speziell  dann 
wenn  durch  Zusatz  geringer  Mengen  von  Kupfersulfat  eine 
Beschleunigung   der   Stoflfwechseltätigkeit   hervorgerufen  wird. 

2.  Herr  Sieqmund  Güntheie  legt  eine  Abhandlung:  „Ein 
Naturmodell  der  Dünenbildung"  vor. 

Gegen  die  durchgehende  Annahme,  kontinentale  Dünen 
müßten  stets  in  der  Form  von  „Barchanen",  Sandhaufen  mit 
einer  die  Leeseite  einnehmenden  Höhlung,  auftreten,  sprechen 
gewisse  außerordentlich  regelmäßige  Gebilde  in  der  kaliforni- 
schen Wüste.  Diese  Ausnahme  von  der  Norm  hängt  mög- 
licherweise mit  der  Entstehung  des  merkwürdigen,  vom  Wasser 
des  Coloradoflusses  gespeisten  Salton  Lake  zusammen,  dessen 
Bildung  auf  das  benachbarte  Landschaftsbild  einen  tiefgehenden 
Einfluß  ausgeübt  hat. 

3.  Herr  Wilhelm  Konrad  Röntgen  überreicht  eine  Arbeit 
von  Herrn  Arnold  Sommerfeld,  Professor  für  theoretische  Physik 
an  der  Universität,   „Über  die  Bewegung  der  Elektronen*. 

Die  Arbeit  befaßt  sich  nicht  mit  der  heutzutage  besonders 
dringlichen  Frage:  Wie  sind  die  physikalischen  Grundlagen 
der  Elektron entheorie  zu  gestalten,  um  sie  mit  gewissen  prin- 
zipiellen Erfahrungen  auf  elektrischem  und  optischem  Gebiete 
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in  Einklang  zu  bringen?  Yielmehr  handelt  es  sich  hier  lediglich 
um  die  mathematischen  Folgerungen  derjenigen  Anschauung 
Ton  der  Natur  der  Elektronen,  die  sich  ursprünglich  als  die 
einfachste  dargeboten  hat:  eine  unveränderliche,  den  Raum 
gleichmäMg  erfüllende ,  kugelförmig  begrenzte  Ladungsver- 
teilung.  Es  waren  nämlich  zu  Anfang  des  Jahres  von  Herrn 
Ld^eilinn  Einwände  gegen  die  mathematische  Zulässigkeit  der 
Theorie  erhoben  worden,  welche  insbesondere  das  interessanteste 
Ergebnis  der  Elektronentheorie,  die  Aussicht  auf  eine  elektro- 
magnetische Begründung  der  Mechanik,  in  Frage  zogen,  unter 
anderem  ergab  sich,  daß  die  gleichförmige  Bewegung  des 
Elektrons  nicht  ohne  äußeren  Kraftaufwand  bestehen  könne. 
Demgegenüber  glaubt  Verfasser  durch  Ausrechnung  eines 
Zahlenbeispiels  zeigen  zu  können,  daß  jener  äussere  Kraftauf- 
wand nach  den  Formeln  des  genannten  Autors  einen  so  enormen 
Betrag  haben  müßte,  wie  er  von  der  Erfahrung  sicher  nicht 
bestätigt  wird.  Verf.  sieht  den  Grund  für  diesen  Widerspruch 
teils  in  einer  physikalisch  ungerechtfertigten  Wahl  des  Anfangs- 
zustandes  für  das  Potential  des  bewegten  Elektrons,  teils  in 
der  weiteren  mathematischen  Behandlung  dieses  Potentials.  Den 
Einwänden,  welche  von  derselben  Seite  gegen  frühere  Unter- 
suchungen des  Verf.  erhoben  worden  sind,  glaubt  Verf.  in 
Tollem  Umfange  begegnen  zu  können. 


9* 


119 


Experimentell-inorphologische  Mitteiluiigeii. 

Von  Karl  GoebeL 

{Sinfftilaufm  8.  Juni.) 

L  Künstlich  hervorgerufene  Apoeporie  bei  Farnen. 

Als  vor  30  Jahren  die  Mitteilungen  von  Pringsheim  *)  und 
Stahl  erschienen,  welche  zeigten,  daß  aus  Moossporogonien 
Protonema  durch  Auswachsen  von  nicht  zur  Sporenbildung 
verwendeten  Zellen  hervorgehen  kann,  lag  die  Frage  nahe,  ob 
bei  Pteridophyten  nicht  ein  analoger  Vorgang  zu  erzielen  sei. 
Versuche,  welche  ich  in  jener  Zeit  in  Würzburg  anstellte, 
blieben  aber  erfolglos,  und  ebenso  ist  es  wahrscheinlich  auch 
anderen  ergangen.  Später  lernte  man  auch  bei  Pteridophyten 
die  Tatsache  der  Aposporie  kennen,  die  bei  manchen  Farnen 
unter  Unterdrückung  der  Sporenbildung  regelmäßig  auftritt, 
so  z.  B.  bei  Athyrium  filix  femina  f.  clarissima.  Erscheint 
hier  die  Überspringung  der  Sporenbildung  als  eine  durch 
.innere"  Ursachen  bedingte,  so  zeigen  andere  Fälle  wie  der 
vor  kurzem  für  ein  Exemplar  von  Asplenium  dimorphum  be- 
schriebene,^) daß  sie  bei  einer  sonst  normalen  Farnpflanze 
offenbar  , induziert'   werden  kann.     Denn  hier  zeigte  sie  sich 

*)  Pringsheim,  »Über  die  Sprossung  der  Moosfrtichte  und  den 
Generationswechsel  der  Thallopbyten*.  Jahrbücher  für  wissenschaftliche 
Botanik  XI,  1  (1878)  (Ges.  Abhandl.  II,  p.  265).  —  E.  S  t ahl,  ,Über  künstlich 
hervorgerufene  Protonemabildung  an  dena  Sporogonium  der  Ijaubmoose*. 
Bot  Zeitung  1876.  p.  619. 

•)  Goebel,  Aposporie  bei  Asplenium  dimorphum.  Flora,  Bd.  95 
(firg..Bd.  z.  Jahrg.  1905),  p.  239. 
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an  einer  während  mehrerer  Jahre  beobachteten  Pflanze  nur 
einmal  an  einem  Blatte  —  hier  aber  sehr  reichlich  — ,  später 
nicht  mehr;  auch  an  einer  aus  einer  Adventivknospe  gezogenen 
Tochterpflanze  des  vorerwähnten  Exemplares  trat  bis  jetzt  keine 
Aposporie  ein;  sie  bildete  nach  den  sterilen  Blättern  normale 
Sporophylle.  Die  Erscheinung  künstlich  hervorzurufen  gelang 
aber  auch  bei  dieser  Pflanze  nicht.  So  gelangte  man  zu  der  An- 
sicht, welche  Bower^)  folgendermaßen  ausgesprochen  hat:  *Both 
apogamy  and  apospory  are  decidedly  rare  phenomena:  that 
they  appear  for  the  most  part  in  plants  of  variable  species 
and  under  conditions  of  cultivation  which  are  not  those  normal 
to  the  plants.  Moreover,  attempts  to  induce  apospory  though 
successful  in  certain  Mosses,  have  been  entirely  without  results 
in  fems.' 

Ein  solches  negatives  Resultat  konnte  indes  von  einer 
weiteren  Verfolgung  der  Frage  nicht  abhalten.  Es  wäre  z.  B. 
möglich,  daß  die  Sporenbildung  übersprungen  werden  könnte, 
zwar  nicht  an  allen  Blättern,  aber  an  solchen,  die  in  ihrer 
Beschaffenheit  von  der  , normalen"  abweichen. 

Aus  zwei  Gründen  schienen  mir  die  ersten  Blätter  der 
Keimpflanzen  des  Sporophyten  zu  solchen  Versuchen  beson* 
ders  geeignet.  Einmal  hatte  sich  früher  gezeigt,  daß  solche 
Primärblätter  bei  einer  andern  zu  den  Pteridophyten  gehörigen 
Pflanze,  bei  Lycopodium  inundatum  durch  ihre  Regenerations- 
fähigkeit von  den  Blättern  der  älteren  Pflanze  abweichen,*) 
also  eine  andere  „innere*'  Beschaffenheit  besitzen,  als  diese. 
Eib  zweiter  Grund  war  die  Beobachtung,  daß  an  einer  apogam 
entstandenen  Keimpflanze  von  Trichomanes  Kraussii  das  erste 
Blatt  zu  einem  Prothallium  auswuchs.^)  Dies  legte  die 
Annahme  nahe,  daß  vielleicht  Keimpflanzen  speziell  bei 
apogamen  Famen  plastischer  seien  als  ältere.  Ich  veranlagte 
deshalb    Fräulein    H.    Vesselovska     zunächst     zu    Versuchen 


^)  Bower,  Annais  of  botany,  Vol.  IV  (1890),  p.  368. 
')  Goebel,  „Über  Prothallien  und  Keimpflanzen  von  Lycopodium 
inundatum*.    Bot.  Zeitung  1887,  Nr.  12, 

^)  Vgl.  die  oben  erwähnte  Abhandlung  Aber  Aaplenium  dimorphum. 
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mit  Frimärblättem  von  apogam  entstandenen  Notochlaena- 
Keimpfianzen,  und  als  diese  ein  positives  Resultat  ergeben  hatten^ 
auch  zu  solchen  mit  den  Piimärblättern  eines  normalen  Farns, 
dessen  Keimpflanzen  gerade  zur  Hand  waren,  der  Ojmno- 
gramme  farinifera.  Das  dabei  erhaltene  Resultat,  betrefBs  dessen 
ich  auf  die  vorläufige  Mitteilung^)  und  die  spätere  ausführliche 
Arbeit  von  H.  Vesselovska  verweise,  war  so  interessant,  daß 
es  geboten  schien,  die  Frage  weiter  zu  verfolgen. 

Es  sei  deshalb  im  folgenden  über  die  bis  jetzt  von  mir 
ausgeführten  Versuche  berichtet.  Es  wurden  dabei  verwendet 
die  Primärblätter  von 

Aneimia  Dregeana 

Alsophila  van  Geertii 

Ceratopteris  thalictroides 

Gymnogramme  chrysophylla. 

Polypodium  aureum 

Pteris  longifolia 

Außerdem  standen  mir  nur  noch  Keimpflanzen  von  Marsilia 
Dnimmondii  und  zwei  Adiantum-Arten  zur  Verfügung,  diese  er- 
gaben ein  negatives  Resultat,  alle  anderen  untersuchten  Farne 
ein  positives.  Es  ist  möglich,  daß  die  Adiantumblätter  an  sich 
auch  regenerationsfahig  sind,  und  nur  absterben,  ehe  die  Wachs- 
tumsvorgänge, die  bei  anderen  beobachtet  wurden,  eingeleitist 
werden. 

Das  Verfahren  bestand  darin,  daß  die  Primärblätter  von 
der  Pflanze  getrennt  und  teils  auf  Torf  teils  auf  sterilisierten 
Lehm  ausgelegt  wurden.  Dabei  ging  eine  größere  Anzahl  der 
Blätter  zugrunde,  andere  aber  zeigten  das  merkwürdige,  im 
folgenden  näher  zu  schildernde  Verhalten. 

Es  traten  nämlich  Regenerationserscheinungen  verschie- 
dener Art  auf.  Entweder  bildeten  sich  an  den  Blättern  neue 
Pflanzen,  oder  es  entstanden  an  ihnen  Prothallien,  mehrfach 
auch  Gebilde,  die  nach  ihrem  Baue  sich  als  Mittelbildungen 
zwischen  Prothallien  und  Blättern  erwiesen.    Während  sie  im 


»)  Berichte  der  Deutschen  Botan.  Gesellschaft  1907,  Bd.  XXV,  p.  85. 
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ersteren  Falle  also  ein  weiteres  Beispiel  bieten  für  den  Satz, 
daß  Keimpflanzen  vielfach  ein  größeres  Regenerationsyermögen 
aufweisen  als  ältere  Pflanzen,  ^)  stellt  der  zweite  eine  künstlich 
hervorgerufene  Aposporie  dar.  Die  beiden  Fälle  können  an 
den  verschiedenen  Blättern  eines  und  desselben  Farns  auftreten 
und  sind,  wie  erwähnt,  durch  Übergangsglieder  miteinander 
verbunden.  Im  folgenden  seien  die  beobachteten  Tatsachen 
kurz  geschildert. 

1.  Polypodium  aureum. 

Diese  Pflanze  stelle  ich  voraus,  weil  ich  an  ihren  Primär- 

blättem  bis  jetzt  nur  das  Auftreten  von  Adventivsprossen  nicht 

aber  auch  das  von  Prothallien   beobachtet    habe.     P.  aureum 

gehört  zu  den  Farnen,    an  deren  Blättern  normal  nie  Sprosse 


Fig.  1.  Reg«n«rfttioDB6ncheinuDgen  an  abgeschnittenen  Primirblftitem  Ton  Polypodium 
anreum.  I.  Einer  der  ZellhScker  der  Blattunteraeite  im  jugendlichen  Zustand  stark  vergr. 
IL  Blatt  mit  Adventivsprossunfton,  an  zweien  davon  je  ein  Blatt  wahrnehmbar.  III.  Prim&r- 
blatt  mit  Siteren  Ädyentiybildungen,  an  denen  ausser  dem  ersten  Blatte  {B)  auch  die 
Stammknospe  K  schon  wahrnehmbar  ist.  IT.  und  III.  schwächer  Tergr.  als  I. 

auftreten,  während  solche  bekanntlich  bei  einer  großen  Anzahl 
anderer  Farne  sich  vorfinden.*)  An  abgeschnittenen  Primär- 
blättern  treten  nach  einiger  Zeit  auf  der  Blattunterseite  eine 
oft  sehr  beträchtliche  Zahl  von  Zellhöckern  auf,  vielfach  grup- 
penweise (Fig.  1,  II),   aber  ohne  irgendwelche  bestimmte  An- 

*)  Goebel,  „Über  Regeneration  im  Pflanzenreich".  Biolog.  Zentral- 
blatt, XXII.  Bd.  (1902),  p.  486. 

2)  Vergl.  W.  Kupp  er,  .Ober  Knospenbildung  an  Farnblättem'. 
Flora,  Bd.  96  (1906),  p.  337. 
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Ordnung.  Die  Höcker  fanden  sich  teils  über  den  Leitbündeln, 
teils  zwischen  ihnen.  Ihre  Spitze  wuchs  zu  einem  Blatte 
aus,  während  in  dem  unteren  Teil  des  Höckers  ein  Sproß- 
yegetationspunkt  auftrat  und  an  der  Basis  eine  größere  Anzahl 
von  Rhizoiden  sich  bildete,  an  gekrümmten  Höckern  speziell 
auf  deren  konvexer  Seite. 

Die  Organbildung  an  diesen  Höckern  habe  ich  nicht  näher 
untersucht.  Man  findet  vielzellige  Höcker,  an  denen  noch  keine 
Differenzierung  aufgetreten  ist.  Es  ist  mir  sehr  wahrschein- 
lich, daß  das  erste  Blatt  und  der  Stammscheitel  unabhängig 
voneinander  auftreten.  Wurzeln  bilden  sich  erst  spät,  ihre 
Stelle  wird  zunächst  versehen  von  den  Rhizoiden,  welche  be- 
trächtliche Länge  erreichen  und  teilweise  verzweigt  sind. 

2.   Alsophila  van   Qeertii.*) 

An  einem  Blatte  erschien  schon  8  Tage  nach  der  Aus- 
saat nahe  der  Basis  des  Blattstiels  ein  Zellhöcker  (p  Fig.  2,  I), 
welcher  später  einem  Adventivsproß  den  Ursprung  gab. 

Die  anderen  Blätter  zeigten  fast  sämtlich  Aussprossungen 
am  Rande  (Fig.  2,  II,  III,  17,  Fig.  3).  Die  Zellen  waren  hier 
dicht  mit  Stärke  gefüllt  und  gingen  in  den  meristeuiatischen 
Zustand  über.  Meist  entstanden  dabei  mehrschichtige  Zell- 
körper, welche  in  dem  Aussehen  ihrer  Zellen  mit  Prothallien 
übereinstimmten,  aber  an  einzelnen  Stellen  Spaltöffnungen  trugen. 
Diese  Sprossungen  flachten  sich  dann  später  ab  und  wuchsen 
etwa  wie  ein  Thallus  einer  schmalen  Aneura  weiter;  wie  ein 
solcher  Aneurathallus  hat  auch  die  eben  beschriebene  pro- 
thalloide  Bildung  Rhizoiden.  Welch  beträchtliche  Entwick- 
lung sie  erreichen  kann,  geht  aus  Fig.  7  hervor.  Trotz  des 
ümfangs,  welchen  die  prothalloiden  Bildungen  hier  erreicht 
haben,  waren  Sexualorgane  an  ihnen  nicht  aufgetreten. 

In  anderen  Fällen  treten,  wie  Fig.  2,  IV  zeigt,  aus  dem  Blatte 

^)  Benutzt  wurden  im  hiesigen  Botanischen  Garten  erzogene  Keim- 
pflanzen. Für  die  Richtigkeit  der  Bezeichnung  vermag  ich  nicht  ein- 
zustehen. 
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Fig.  2.  Alsopbila  van  Geertii  I.  Primftrblatt  (schwach  vergr.)  ausgelegt  am  18.  Februar; 
gezeichnet  am  26.  Februar.  Es  bat  an  seiner  Basis  die  Anlage  eines  AdventiTsprosses 
entwickelt,  welche  spftter  zahbreicbe  Blfttter  entwickelte.  IL  Sprossung  am  Rand  eines 
Primärblattes  einen  Monat  nach  der  Aussaat.  Die  Zellen,  welche  ausgewachsen  sind,  dicht 
mit  Stärke  erfQIIt.  HI.  Blatt  (scbwAcher  vergr.),  an  dessen  Ende  sich  grössere  protbal- 
loide  Auswüchse  ohne  Intercellularräume,  aber  mit  zwei  Spaltöffnungen  (Spa)  entwickelt 
haben.  IV.  Dasselbe  Blatt  III,  welches  am  18.  MSrz  gezeichnet  worden  war  am  18.  April. 
Ausser  den  zwei  inzwischen  weiter  gewachsenen  prothalloiden  Sprossungen  haben  sieh 
Prothallien   auch  in  der  Bucht  zwischen  den  beiden  Lappen  des  FrimSrblattes  gebildet 


Fig.  8.    Alsopbila  van  Geertf!  L  Primärblatt  dessen  einer  Lappen  nach  dem  Abschneiden 
noch  bedeutend  sich  vergrussert  hat,  mit  noch  wenigzelligen  prothalloiden  AuswOehaen 

IL  Priroärblatt  mit  grösseren  AuswQchsen,  an  diesen  einzelne  Spaltöffnungen. 

III.  Ein  Stück  des  Auswuchses  stärker  vergr. 
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Fig.  4.    Alsophila  rao  Geertii.    PrimärbUtt  mit  Aneora-ähnlichen,  grossen,  prothalloiden 
Auswachsen  (diese  schraffiert,  um  sie  vom  arsprQnglichen  Blatte  abzuheben). 

resp.  aus  den  an  diesem  entstandenen  Zellen  Zellreihen  hervor, 
ganz  wie  bei  der  Keimung  der  Famsporen,  welche  sich  am 
Ende  zu  einer  Zellfläche  erweitern. 

3.   Gymnogramme   chryso- 
phylla. 

Mit  dem  soeben  beschriebenen 
Verhalten  stimmt  im  wesentlichen 
überein  das  der  Primärblätter  von 
6.  chrysophylla,  wie  aus  den  Ab- 
bildungen Fig.  5 — 7  hervorgehen 
wird.  Auch  hier  entstanden  teils 
typische  Prothallien,  teils  Mittel- 
bildungen   zwischen    solchen    und 

Blättern,    d.  h.    mehrschichtige   am     rig.  5.    Gymnogramme  Chrysophylla. 

Rande  wachsende  Gebilde,  welche  den  '^Sprossangen,  ^"sSTwach'^**  vergr. 
•         I       j         •    j     o      ii.-Ä»  •        !'•   B*ne   jnnge    randbflrtige   prothal- 

im  Stande   sind,  ÖpaltOttnungen,  ja  loid«  Sprossung  stärker  vergr. 
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Fig.  6.    Gymnogr.  ohrysoptaylla.    Primirblätter  mit  Sprossungoii.    {Sp  SpaltSffnangMi.) 


Fig.  7.    Gymnogr.  chrysophylla.     L  Primärblatt  mit  SproMungen.    IL  Ob«r«r  Teil  dar 

äproMong  recht«,  etftrker  vergr.  (etwas  schief  seitlich  gesehen).  III.  Frothalloide  Bproesong 

mit  Uaarpapille  (das  Gewebe  ist  im  mittleren  Teile  mehrsehiehtig). 
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sogar  Leitbündel  zu  entwickeln.  So  ist  z.  B.  in  Fig.  6  ge- 
zeichnet ein  Blatt,  aus  dessen  Fläche  zwei  prothalloide  Bil- 
dungen hervorsprossen,  von  denen  eine  zwei  Spaltöfl&iungen 
entwickelt  hat  (Sp.  Fig.  6). 

In  Fig.  7,  in  ist  eine  andere  derartige  Blattsprossung 
gezeichnet,  welche  in  ihrem  mittleren  Teile  mehrschichtig  war 
und  am  Rande  zwei  Papillen  trug,  wie  sie  nicht  an  Prothallien, 
wohl  aber  an  jungen  Blättern  vorkommen.  Endlich  zeigt 
Fig.  7,  I  ein  Primärblatt  mit  vier  Sprossungen,  von  denen  eine 
(rechts  oben)  ein  Leitbündel  in  ihrem  mittleren  Teile  entwickelt 
hat,  das  aber  nicht  ganz  bis  zur  Basis  hinuntergeht.  Fig.  7,  II 
zeigt  die  Oberansicht  des  oberen  Teiles;  man  sieht,  daü  ver- 
hältnismäßig zahlreiche  Spaltöffnungen  vorhanden  sind,  welche 
ziemlich  weit  über  die  Oberfläche  hervorragen. 

Hier  liegt  also  ein  Gebilde  vor,  das  vrir  als  ein  rudimen- 
täres Blatt  betrachten  können.  Daß  es  aus  einem  anderen 
Blatte  hervorgesproßt  ist,  ist  nichts  so  Sonderbares,  wie  es 
zunächst  erscheinen  könnte.  Denn  ganz  dasselbe  kommt  — 
abgesehen  von  dem  unten  für  Ceratopteris  anzuführenden  — 
normal  bei  Utricularia-Arten  und  bei  Farnen  vor,  welche  an 
ihren  Blattepitzen  Knospen  entwickeln.  Andererseits  kommen 
auch  hier  ganz  typische  blattbürtige  Prothallien  vor. 

PteriB  longifolia. 
Hier  traten  nur  Prothallien  an  den  Primärblättern  auf 
und  zwar  sowohl  auf  der  Blattfläche  (Ober-  und  Unterseite) 
als  am  Blattstiel  (Fig.  8).  Die  Prothallien  brachten  es  auch 
zur  Bildung  von  Antheridien  und  Archegonien.  Leider  gingen 
die  auf  ein  anderes  Substrat  übertragenen  Prothallien  zugrunde, 
neue  Pflanzen  entstanden  an  ihnen  also  nicht.  Die  Arche- 
gonien schienen  nicht  ganz  normal  zu  sein,  wenigstens  waren 
die  Halsteile  abnorm  stark  grün,  doch  wurden  sie  nicht  näher 
untersucht,  um  nicht  die  archegonien  tragenden  Prothallien 
zerstören  zu  müssen.  Das  eine  Prothallium  hatte  zwei  ge- 
gliederte „  Haare  ^  am  Rande  entwickelt,  wie  sie  sonst  den 
Prothallien  nicht  zukommen  und  die  Zellen  unter  diesen  Haaren 
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Fig.  8.  Pterto  longifolU.     Links  Stfiek  der  BIa<;tfllch«  eines  PrimIrbUttes  mit  jimg«n 

Protballien,  stark  vergr.;  rechts  Primärblatt,  an  dessen  Stiel  Prothallien  aosge wachsen 

sind,  schwach  vergr. 


glichen  mehr  den  Epidermiszellen  eines  Blattes  als  den  übrigen 
Prothalliumzellen. 

Geratopteris  thalictroides. 

Bei  diesem  Farn  wurde  zunächst  ver- 
sucht, ob  auch  die  Sproßachse  von  Keim- 
pflanzen imstande  sei,  Prothallien  her- 
vorzubringen. 

Es  wurden  deshalb  an  einer  Anzahl 
von  Stämmchen  der  Sproßvegeiations- 
punkt  und  die  Blätter  entfernt. 

An  dem  Stämmchen  einer  jungen 
Pflanze,  welches  am  23.  April  ausgelegt 
worden  war,  hatten  sich  am  5.  Mai  aus 
Oberflächenzellen  nahe  an  dem  noch 
deS'  üifterer^Teirder^sproM^  deutlich  erkennbaren,,  Fuß*  (dem  Hau-? 
5  st^or'^n'  p"?r'o^^^^^^^^^  storium)  drei  Prothallien  entwickelt 
"ÄfltnVgeblSef?^^^^^   (Fig.  9),   ein   größeres,    schon   flächen- 
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Kg.  10.  C«ntopteris  tbalietroidee.    I.  Blatt  mit  Zellkörpern.    II.  Ein  solcher  Zellkfirper 
Btirker  Tergr^tonrt.    III.  Ein  isoliertes  Prlmlrblatt  mit  Bbisoiden. 


förmiges  und  zwei  kleinere  noch  wenigzellige.  Nimmt  man 
ältere  Keimpflanzen,  so  entwickeln  sich  am  Stämmchen  keine 
Prothallien,  sondern  es  entsteht  nahe  der  apikalen  Schnitt- 
fläche ein  AdventiTsproß,  der  an  Stelle  des  entfernten  Vege- 
tationspunktes tritt.  Ceratopteris  bildet  bekanntlich  nie  Seiten- 
sprosse aus  —  wenigstens  in  den  bis  jetzt  beobachteten  Fällen  — ; 
die  soeben  angeführte  Beobachtung  zeigt,  daß  die  Sproßachse 
durch  Adyentiy-Enospenbildung  ihre  weitere  Existenz  retten 
kann,  wenn  die  Endknospe  verloren  gegangen  ist. 

Die  Primärblätter  von  Ceratopteris  zeigten  interessante 
ßegeneration-serscheinungen. 

Zunächst  ist  zu  erwähnen,  daß  an  den  abgeschnittenen 
Blättern  nicht  selten  Rhizoiden  auftreten  (Fig.  10.  III).    Solche 
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Fig.  11.    Blatt,  aus  dessen  Stiel  ein 
ProthaJlium  (P)  hervorgesprosst  ist. 


findet  man  allerdings  gelegentlich  auch  an  festsitzenden  Blät- 
tern, aber  wie  es  seheint  nur  dann,  wenn  die  Wurzeln  be- 
schädigt  oder   zu  Grunde  gegangen  sind.     Bemerkenswert  ist 

auch  die  starke  Stärkeanhäufung  in 
den  Primärblättem,  namentlich  in 
deren  unterem  Teile. 

Damit  mag  es  vielleicht  zusam- 
menhängen, dai  die  Neubildungen 
vorzugsweise  in  der  Basalregion 
der  Blätter  auftreten  (Fig.  10  1, 
Fig.  11),  indes  sind  sie  keineswegs 
auf  diesen  Teil  beschränkt,  sie 
finden  sich  auch  in  der  Mitte  der 
Blätter  und  selbst  nahe  deren 
Spitze. 

Die  Neubildungen  finden  sich 
teils  am  Rande  teils  auf  der  Fläche 
der  Primärblätter,  und  zwar  sind 
beide  Blattseiten  zu  ihrer  Hei-vor- 
bringung  befähigt.  Sie  entstehen  gewöhnlich  in  Gestalt  von 
Zellkörpern,  deren  Zellen  mit  Prothalliumzellen  übereinstimmen 
und  Khizoiden  hervorbringen.  Später  wachsen  diese  Zellkörper 
aus  entweder  zu  normalen  Prothallien,  oder  zu  Mittelbildungen 
zwischen  solchen  und  Blättern.  Solche  Mittelbildungen  finden 
sich  an  dem  in  Fig.  12  gezeichneten  Blatte  in  verschiedener  Aus- 
bildung. Das  mit  1  bezeichnete  Gebilde  gleicht  äußerlich  einem 
schmalen,  lang  gestielten  Blatte,  dessen  oberer,  der  Spreite 
entsprechender  Teil  einschichtig  ist,  während  der  schmälere 
Teil  mehr  zylindrisch  gestaltet  und  mehrschichtig  ist.  Der 
obere  Teil  zeigt  nun  dadurch  eine  gewisse  Annäherung  an  den 
Blattbau,  daß  seine  Zellen  gewellte  Wände  haben  (Fig.  12 
rechts  oben),  ähnlich  wie  dies  bei  einer  Blattepidermis  der 
Fall  ist. 

Weiter  geht  schon  die  Annäherung  in  der  mit  2  bezeich- 
neten Sproßung,  welche  ebenso  wie  3  schräg  von  der  Seite 
gesehen    erscheint   und    dadurch   die   Abflachung   des    oberen 
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Fig.  12.    Primärblatt,  an  -welchem  die  Neabildangen  schon  bedeatend  borangewachsen 
sind.    Erklirang  im  Text.    Oben  rechts  das  Endo  von  1  stärker  vergrossert 


Teiles  nicht  deutlich  erkennen  läßt.  Hier  war  der  obere  Teil 
zweischichtig  und  besaß,  obwohl  keine  Interzellularräume  vor- 
handen waren,  eine  Spaltöffnung,  außerdem  gleichfalls  gewellte 
Zellen.  3  endlich  besaß  an  einzelnen  Stellen  ein  intercellular- 
raumreiches  Mesenchym,  wie  es  in  den  Primärblättern  auf- 
tritt, und  mehrere  Spaltöffnungen.  Außerdem  besaß  es  an 
seinem  Stiele  die  Andeutung  einer  der  Schuppen,  welche  am 
Stiel  (und  bei  den  Folgeblättern  auch  an  der  Spreite)  der 
Ceratopterisblätter  auftreten.  Es  lag  hier  also  eine  unzweifel- 
hafte Mittelbildung  zwischen  Blatt  und  Prothallium  vor.  Wollte 
man  je  noch  daran  zweifeln,  so  sei  verwiesen  auf  Fig.  13, 
welche  zeigt,  daß  an  diesen,  mit  Spaltöffiiungen  versehenen, 
Mittelbildungen  auch  Antheridien  auftreten  können. 

1907.  Sitznngsb.  d.  math.-phys.  Kl.  10 
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Die  in  Fig.  12  mit  1 — 3  bezeichneten  Gebilde  entsprangen 
nicht  etwa  aus  einer  Sproüachse,  sondern  waren  unabhängig 
voneinander.  Um  die  Übergangsnatur  noch  deutlicher  zu  de- 
monstrieren ,  wurde  versucht, 
ob  es  gelänge,  unzweifelhafte 
Blätter,  die  an  einem  Sproß- 
vegetationspunkt  entstanden 
rj  /r*\y~V ^  /  "y^  sind,  auf  eine  Stufe  der  Gewebe- 
^/t"v      1    J    (     /  /rJ        gliederung     herunterzudrücken, 

welche  der  bei  jenen  Übergangs- 
^^^  bildungen    beschriebenen     ent- 

Jl"'\\\  1     l\    X^\        spricht. 

Es  gelang,   Blätter  hervor- 
zurufen, bei  denen  die  Entwick- 
rv         W"T\Y  /\  ^    y  /  ^""^  eines  Leitbündels  ganz  oder 

f^Jl''     ^/  ///(  teilweise  unterblieben  war,   und 

solche,  bei  denen  auch  die  Aus- 
bildung des  Mesophylls  ganz 
oder  teilweise  gehemmt  war. 
Indem  ich  betreffs  dieser  Ver- 
suche auf  eine  anderweitige  Mit- 
teilung verweise,  führe  ich  nur 
daß  diese  reduzierten  Blätter  aus  Anlagen  von  Primär- 
blättem  hervorhingen,  und  daß  die  Veranlassung  zu  ihrer  Bil- 
dung in  einer  künstlich  herbeigeführten  starken  Ernährungs- 
störung lag.  Jedenfalls  stimmten  diese  Gebilde  in  ihrem  ana- 
tomischen Bau  mit  den  oben  beschriebenen  Mittelbildungen 
zwischen  Prothallien  und  Blättern  überein. 

An  den  Blättern  von  Aneimia  Dregeana  traten  prothalloide 
Sprossungen  nur  in  zwei  Fällen  auf.  Sie  fanden  sich  teils  auf 
der  Ober-  teils  auf  der  Unterseite  des  Blattes,  waren  aber  nach 
3  Monaten  noch  so  wenig  entwickelt,  daß  ihre  Beschreibung  hier 
unterbleiben  kann.  Endlich  kommen  zu  den  genannten  Arten 
noch  die  von  H.  Yesselovska  untersuchten  G.  farinifera  und 
Notochlaena  Marantae;  die  apogamen  Pellaea-  und  Notochlaena- 
Arten  sowie   Trichomanes  Kraussii   reihen  sich  gleichfalls  an. 


oji 


Fig.  18.  OeratopteriB  tbalictroldea.  Mittel- 

büdaDgen  z-wischen  Blatt  und  Prothallium. 

A  Antheridien,  S/p  Spaltöffnung. 


an 
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Es  unterliegt,  da  die  untersuchten  Arten  ganz  zufallig 
herausgegriffen  waren,  wohl  keinem  Zweifel,  daß  die  Fähigkeit 
der  Primärblätter,  die  beschriebenen  merkwürdigen  Regenerations- 
erscheinungen hervorzubringen,  eine  bei  Farnen  weitverbreitete 
ist.  Sie  ist  aber  normal  beschränkt  auf  die  Primärblätter. 
Blätter  bezw.  Blattstücke  älterer  Pflanzen  von  Trichomanes 
radicans,  Hymenophyllum  dilatatum,  Asplenium  dimorphum 
und  Lygodium  scandens,  welche  ebenso  behandelt  wurden  wie 
die  Priinärblätter,  hielten  sich  zwar  teilweise  monatelang  frisch, 
zeigten  aber  keine  Regenerationserscheinungen ;  nur  bei  Tricho- 
manes radicans  traten  an  einzelnen  Blattstücken  Rhizoiden 
auf,  teils  aus  den  über  einem  Nerven  liegenden  Zellen  teils  aus 
Randzellen,  seltener  aus  der  Fläche  entspringend,  und  zwar 
namentlich  da,  wo  in  der  Nähe  abgestorbene  Zellen  sich  be- 
fanden, deren  Zersetzungsprodukte  vielleicht  als  Reiz  für  die 
Rhizoidenbildung  dienten. 

Indes  wird  es  möglich  sein,  auch  Blätter  älterer  Pflanzen 
so  zu  beeinflussen,  daß  sie  ohne  Sporenbildung  Prothallien 
hervorbringen  können.  Sehen  wir  dies  doch  als  Ausnahme- 
erscheinung bei  einer  Anzahl  von  Famen  eintreten,  entweder 
konstant  oder  nur  sprungweise,  so  bei  dem  oben  erwähnten 
Asplenium  dimorphum. 

Wie  bei  den  Prothallien  dieser  Pflanze  ist  es  auch  an 
den  apospor  entstandenen  Prothallien,  die  an  den  Primärblättern 
entstanden,  bis  jetzt  nicht  gelungen,  Keimpflanzen  zu  erzielen. 
Indes  ist  dies  wohl  nur  den  Kulturbedingungen  zuzuschreiben. 
Werden  diese  günstig  gewählt,  so  ist  zu  erwarten,  daß  an 
den  Prothallien  oder  an  den  Mittelbildungen  zwischen  Pro- 
thallien und  Blättern  Keimpflanzen  entstehen  und  zwar  wahr- 
scheinlich apogam. 

Die  beschriebenen  Tatsachen  zeigen,  daß  die  Fähigkeit 
zur  Aposporie  offenbar  bei  den  Famen  weit  verbreitet  ist. 
Wo  sie  bei  älteren  Pflanzen  auftritt,  verhalten  sich  also  deren 
Blätter  so  wie  die  Primärblätter  in  den  hier  beschriebenen 
Versuchen.  Wenn  man  teilweise  Spitzenaposporie  und  Sorus- 
aposporie  unterschieden  hat,  je  nachdem  die  apospor  entstan- 

10* 
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denen  Prothallien  aus  den  Blattspitzen  oder  dem  Sorus,  speziell 
den  Sporangienanlagen  hervorgehen,  so  ist  das  schon  des* 
halb  kein  prinzipieller  Unterschied,  weil  beides  bei  ein  und 
derselben  Pflanze  vorkommt.  So  z.  B.  bei  dem  von  Bower 
genau  untersuchten  Athyrium  fllix  femina  f.  clarissima.  Bower 
hat  nur  Sorusaposporie  beobachtet.  Schneidet  man  aber  Blätter, 
die  noch  keine  Anzeichen  von  Sporangienbildung  zeigen  ab, 
so  wachsen  in  überraschend  kurzer  Zeit  die  Spitzen  zu  Pro- 
thallien aus.  Daß  gewöhnlich  nur  die  Sporangien  das  tun, 
dürfte  darin  begründet  sein,  daß  die  Aposporie  um  so  leichter 
eintritt,  je  mehr  das  Gewebe  noch  embryonalen  Charakter  hat. 
Bei  einem  älteren  Blatte  sind  aber  die  Sporangienanlagen  die 
Stellen,  welche  embryonale  Beschaffenheit  besitzen,  und  der 
soeben  gemachten  Annahme  entsprechend  am  leichtesten  zu 
Prothallien  auswachsen. 

Drei  Folgerungen  scheinen  sich  mir  aus  den  beobachteten 
Tatsachen  vor  allem  zu  ergeben.  Die  eine  ist  die,  daß,  wie 
schon  früher  hervorgehoben  wurde,  die  Teile  der  Keimpflanze 
bezüglich  ihres  Regenerations Vermögens  anders  sich  verhalten,  als 
die  älterer  Pflanzen.  Wir  sahen,  daß  aus  beliebigen  Außenzellen 
des » Dauergewebes  *  dieser  Keimpflanzen  prothaUoi de  Sprossungen 
hervorgehen  können,  eine  Bestätigung  des  früher^)  aufgestellten 
Satzes,  „daß  auch  das  Dauergewebe  bei  Keimpflanzen  (das  sich 
ja  vom  embryonalen  Oewebe  ableitet)  ein  anderes  ist  als  später; 
das  in  ihm  vorhandene  „  Keimplasma "  ist  ja  von  der,  durch 
die  anderen  Organe  bei  älteren  Pflanzen  erfolgende  Beeinflussung 
noch  frei,  es  ist  die  „Inkrustation"  noch  eine  geringere,  die 
Rückkehr  zum  embryonalen  Gewebe  noch  eine  leichtere.* 

Es  zeigte  sich  ferner,  daß  die  Blätter  der  Keimpflanzen 
nicht  stets  dieselben  ßegenerate  ergeben.  Es  können  entstehen 
entweder  Adventivsprosse  oder  Prothallien  oder  Mittelbildungen 
zwischen  Blättern  und  Prothallien.  Über  die  Ursache  für  diese 
Verschiedenheit  läßt  sich  eine  sicher  begründete  Ansicht  nicht 
aussprechen.     Aber  es  ist  mir  höchst  wahrscheinlich,    daß  sie 

*)  Über  Regeneration  im  Pflanzenreich  p.  487  (Hiol.  ZentralbL,  1902). 
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begründet  ist  in  der  Verschiedenheit  der  Baustoffe,  welche 
diesen  Primärblättem  för  ihre  Neubildungen  zur  Verfügung 
stehen.  Sahen  wir  doch,  daß  auch  an  Stelle  normaler  Blätter 
sich  solche  erzielen  lassen,  welche  in  ihrem  Bau  mit  den  be- 
sprochenen Mittelbildungen  übereinstimmen.  Es  verhält  sich 
die  Sache  offenbar  ähnlich,  wie  bei  den  früher  beschriebenen 
Regenerationserscheinungen  bei  Metzgeria  furcata.  Hier  kann 
am  Thallus  als  Regenerat  entweder  ein  Zellfaden  oder  sofort 
ein  flächenförmig  entwickelter  Thallus  auftreten.^) 

Endlich  zeigen  die  angeführten  Tatsachen,  da£  zwischen 
den  zwei  „Generationen"  der  Farne  kein  scharfer  Unterschied 
Torhanden  ist.  Man  hat  einen  solchen  neuerdings  in  der 
Chromosomenzahl  finden  wollen  und  gewiß  ist  die  Tatsache 
sehr  wichtig,  daß  das  Prothallium  gewöhnlich  die  x  —  oder 
haploide,  der  Sporophyt  die  2x  —  oder  diploide  Generation 
darstellt.  Indessen  zeigen  die  neueren  Beobachtungen  von 
Strasburger  und  Farmer,  daß  es  auch  Prothallien  mit  nicht 
reduzierter  Ghromosomenzahl  geben  kann,  daß  also  die  Form- 
Terschiedenheiten  zwischen  beiden  Generationen  jedenfalls  mit 
der  Chromosomenzahl  nicht  zusammenhängen.  Wie  es  sich 
mit  der  Reduktionsfrage  betreffs  der  prothalloiden  Sprossungen 
an  Fam-Primärblättern  verhält,  ist  bis  jetzt  nicht  untersucht 
worden.  Die  Analogie  mit  den  von  Farmer  und  Digby*)  neuer- 
dings untersuchten  aposporen  Prothallien  spricht  dafür,  daß 
eine  Reduktion  nicht  stattfindet.  Wenn  Keimpfianzei^  an  den 
Prothallien  sich  bilden,  werden  sie  also  wahrscheinlich  apogam 
entstehen  —  es  soll  bei  neuen  Versuchsserien  darauf  besonders 
geachtet  werden. 

Zwischen  einem  Famprothallium  und  einer  Fampflanze 
sind,  von  der  Zellkemverschiedenheit  abgesehen,  keine  größeren 
Differenzen  vorhanden,  als  zwischen  einem  Moosprotonema 
und  einer  Moospflanze.     Das   zeigen   schon   die   Mittelformen 

*)  Vgl.  Rückschlagsbildungen  und  Sprossungen  bei  Metzgeria.  Flora, 
\  5.  Bd.  (1898),  p.  69. 

^)  Farmer  and  Digby,  studies  in  apospory  and  apogamy  in  fems. 
^  nnals  of  botany,  vol.  XXI,  April  1907. 
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und  die  Tatsache,  daß  an  den  Primärblättern  entweder  Pflanzen 
oder  Prothallien  entstehen  können. 

Man  könnte  die  erwähnte  Erscheinung  natürlich  auch 
phylogenetisch  ausdeuten,  und  z.  B.  das  FarnprothalUum  be- 
trachten als  ein  rudimentäres,  Sexualorgane  tragendes  Farn- 
blatt, zumal  ja  die  Entstehung  eines  Farnblattes  wie  neuere 
Untersuchungen  gelehrt  haben,  und  auch  oben  durch  ein 
weiteres  Beispiel  belegt  wurde,  nicht  notwendig  an  das  Vor- 
handensein eines  Sprossvegetationspunktes  gebunden  ist.  Der 
Gametophyt  würde  dann  eine  Hemmuugserscheinung  dar- 
stellen, aber  sonst  dem  Sporophyten  „wesensgleich**  sein. 
Mit  solchen  Spekulationen  gerät  man  aber  auf  einen  durchaus 
unsicheren  Boden.  Geratener  als  der  Versuch,  auf  ihm  ein 
neues  Hypothesengebäude  zu  errichten,  wird  der  sein,  das 
Problem  des  Generationswechsels  durch  weitere  experimentelle 
Untersuchungen  zu  fordern. 

Schließlich  sei  noch  auf  eine  andere  Frage  hingewiesen, 
für  welche  die  angeführten  Tatsachen  von  Interesse  sind.  Ich 
habe  früher  an  Utricularia  nachzuweisen  versucht,  daß  die 
Unterschiede  zwischen  den  Organkategorien  Sproß  und  Blatt 
nur  relative  sind,  und  daß  in  den  Knollen  der  Dioscoreen*) 
Gebilde  vorliegen,  die  teils  Sproß-,  teils  Wui*zelcharakter  haben. 
An  den  Primärblättem  der  Farne  haben  wir  andererseits  Mittel- 
bildungen zwischen  Blättern  und  Prothallien  entstehen  sehen, 
zudem  zeigen  die  Erfahrungen  bei  einer  ganzen  Anzahl  von 
Farnen,  daß  ein  Blatt  direkt  aus  einem  andern  hervorsprossen 
kann. 

Allerdings  gibt  es  Botaniker,  welche  der  Ansicht  sind, 
daß  zwischen  den  Organ  kategorien  Zwischen-  oder  Übergangs- 
formen unmöglich  seien.  Mir  scheint  aber,  daß  man  zu  der 
letztgenannten  Ansicht  nur  gelangen  kann,  wenn  man  sich 
den  zu  ihr  nicht  passenden  Tatsachen  verschließt.* 

1)  Vgl.  Flora,  93.  Bd.,  p.  167  ff. 
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2.  Ober  die  Bedingungen  der  Wurzelregeneration  bei  einigen 

Pflanzen. 

Neubildung  von  Wurzeln  findet  bekanntlich  bei  vielen 
Pflanzen  statt  an  isolirten  Pflanzenteilen,  bei  manchen  auch 
an  der  unverletzten  Pflanze,  wenn  die  für  die  Wurzelbildung 
günstigen  äußeren  Bedingungen  gegeben  sind.  Das  Haupt- 
interesse beanspruchen  die  Pflanzen,  bei  denen,  so  lange  die 
Pflanze  unverletzt  ist,  auch  bei  günstigen  äußeren  Bedingungen 
eine  Wurzelbildung  an  der  Sproßachse  nicht  eintritt.  Dies 
ist  z.  B.  der  Fall  bei  Vicia  Faba  und  Phaseolus.  Auch 
wenn  man  eines  der  Sproßinternodien  verfinstert  und  feucht 
hält,  treten  an  ihm  gewöhnlich  keine  Wurzeln  auf;  wenn  dies 
ausnahmsweise  der  Fall  ist,  so  hat  das  nach  dem  weiter  unten 
Anzuführenden  offenbar  seinen  Grund  darin,  daß  das  eigentliche 
Wurzelsystem  nicht  mehr  normal  ist.  Ist  das  letztere  aber  der 
Fall,  so  beruht  das  Unterbleiben  der  Wurzelbildung  an  ober- 
irdischen Teilen  offenbar  auf  einer  vom  Wurzelsystem  aus- 
gehenden Einwirkung,  mit  andern  Worten,  das  Ausbleiben 
der  Wurzelbildung  ist  korrelativ  bedingt.  Es  wird  also  Wurzel- 
bildung eintreten,  wenn  man  entweder  die  Verbindung  der 
Sproßachse  mit  dem  Wurzelsystem  unterbricht,  oder  dieses  in 
einen  Zustand  versetzt,  in  welchem  es  seine  hemmende  Ein- 
wirkung auf  die  Wurzelbildung  am  Sproß  nicht  mehr  ausüben 
kann.  Daß  ersteres  entsprechend  von  mir  früher  bei  Bryo- 
phyllum  ausgeführten  Versuchen  geschehen  kann  durch  eine 
Durchschneidung  eines  oder  mehrerer  Leitbündel,  geht  schon 
aus  Versuchen  von  Mac  Allum  hervor.  Aber  auch  der  zweite 
Weg  erwies  sich  als  gangbar. 

Es  wurde  der  Versuch  in  doppelter  Weise  ausgeführt: 
1.  12  gleichstarke  Phaseoluspflanzen  wurden  in  Töpfe  ge- 
pflanzt und  das  Epikotyl  mit  Sphagnum  und  Kautschukpapier 
umgeben.  6  dieser  in  einem  feuchten  Gewächshaus  stehenden 
Töpfe  wurden  begossen,  6  nicht.  Nach  6  */a  Wochen  hatten 
die  letzteren  alle  in  das  Sphagnum  Wurzeln  getrieben,  bei 
den  begossenen  war  dies  nur  an  einer  Pflanze  der  Fall.    Diese 
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war  durch  ihre  Schwächlichkeit  den  andern  gegenüber  ausge- 
zeichnet, und  diese  hing  offenbar  damit  zusammen,  daß  das 
Wurzelsystem  dieser  Pflanze  nicht  normal  war. 

2.  An  Wasserkulturen  mit  kräftigem,  gesundem  Wurzel- 
systeme wurde  das  Epikotyl  in  eine  mit  Wasser  gefüllte  Glas- 
röhre gebracht  und  das  Glas,  welches  die  Nährlösung  samt 
dem  Wurzelsystem  enthielt,  dauernd  auf  etwa  5^  abgekühlt. 
Die  Pflanzen  wuchsen  unter  diesen  Bedingungen  natürlich  sehr 
langsam,  welkten  aber  nicht.  Sie  bildeten  alle  am  Epikotyl 
schließlich  Wurzeln  aus.  Das  Hauptwurzelsystem  war  durch 
die  mehrere  Wochen  andauernde  Abkühlung  nicht  etwa  ab- 
gestorben. Es  hatte  zwar  teilweise  gelitten,  wuchs  aber,  als 
die  Pflanzen  bei  15 — 20°  weiter  kultiviert  wurden,  kräftig 
weiter.  In  diesen  Versuchen  war  das  Wurzelsystem  also  in- 
aktiviert worden  und  konnte  deshalb  die  Wurzelbildung  an 
der  Sproßachse  nicht  verhindern. 

Über  die  Art  und  Weise,  wie  diese  korrelative  Hemmung 
ausgeübt  wird,  läßt  sich  etwas  Sicheres  derzeit  nicht  aussagen ; 
betreffs  der  Auffassung,  welche  mir  die  wahrscheinlichste 
scheint,  möchte  ich  auf  früher  Gesagtes  verweisen. 
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Ein  Natttrmodell  der  Dünenbilduiig. 

Von  Siegmand  Günther. 

{RiMffslau/m  8.  Juni.) 

Die  Lehre  von  den  Eontinentaldünen,  die  scheinbar 
in  einem  gewissen  Gegensatze  zu  den  weit  länger  bekannten 
und  eingehender  studierten  Küstendünen  stehen,  ist  erst  in 
neuerer  Zeit  zum  Gegenstande  tiefer  eindringender  Betrachtung 
gemacht  worden.  F.  v.  Richthofen^)  und  N.  A.  Sokolöw*) 
haben  das  Beobachtungsmaterial,  welches  überwiegend  zentral- 
asiatischen, zum  geringeren  Teile  auch  afrikanischen  Ge- 
bieten entstammt,  kritisch  gesichtet  und  daraus  Theorien  ab- 
geleitet, welche  im  wesentlichen  auch  von  der  gesamten  Wissen- 
schaft angenommen  wurden,  und  zwar  mit  gutem  Grunde. 
Fassen  wir,  minder  belangreiche  Momente  außer  acht  lassend, 
die  besonders  hervortretenden  Gesichtspunkte  zusammen,  so 
kann  das  wohl  in  einer  These  geschehen,  welcher  der  folgende 
Wortlaut  zu  geben  wäre:  Dem  für  die  Meeresküsten 
charakteristischen  Dünentypus,  dieses  Wort  im  en- 
geren Sinne  genommen,  steht  im  abflußlosen  Step- 
pen- und  Wüstenlande  der  sogenannte  Barchantypus 
gegenüber.  Spricht  doch  Penck,^)  auf  eine  große  Anzahl 
beglaubigter  Mitteilungen  sich  stützend,    direkt  den  Satz  aus: 

*)  V.  Richthofen,  Führer  für  Forschungsreisende.  Hannover  1901, 
S.  432  ff. 

*)  Sokolöw-Arzruni,  Die  Dünen;  Bildung,  Entwicklung  und 
innerer  Bau.    Berlin  1894. 

*)  Penck,  Morphologie  der  Erdoberfläche,  2.  Teil.  Stuttgart  1894, 
S.88flf. 
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»Die  Grundform  der  Kontinentaldünen  sind  die  Barchane,  in 
der  Sahara  Siuf  (Sing.  Sif),  in  Südamerika  Mödanos  ge- 
nannt" (s.  u.). 

Die  Verschiedenheit  beider  Typen  läßt  sich  ohne  viele 
Worte  durch  eine  scheraatische  Profilzeichnung  kennzeichnen. 
In  Fig.  1  ist  ein  Längsdurchschnitt  durch  eine  normale  Strand- 
düne, in  Fig.  2  ein  ebensolcher  durch  einen  Barchan  dar- 
gestellt. Man  sieht,  daß  für  die  Luvseite  keinerlei  Abweichung 
obwaltet  und  daß  in  beiden  Fällen  auch  der  Steilabfall  im 
Windschatten  gleichmäßig  vorhanden  ist.  Die  Barchane  weisen 
hier  aber  eine  Nische  auf,  welche  den  gewöhnlichen  Dünen 
fehlt.  In  Arabien  gestalten  sich,  wie  schon  frühere  Reise- 
schriftsteller berichteten,  und  wie  Eutin g*)  ganz  besonders 
hervorgehoben  hat,  diese  Ausschnitte  ungemein  großartig. 


'm 


Fig.  1. 


Fig.  2. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen,  ob  die  Barchane 
nicht  nur  in  der  Regel,  sondern  ausschließlich  die  den 
kontinentalen  Steppen  eigentümliche  Form  der  Sandanwehung 
repräsentieren.  Gewöhnlich  scheint  das  letztere  (s.  o.)  voraus- 
gesetzt zu  werden,  aber  einer  der  gründlichsten  Kenner  Inner- 
asiens,  Muschketow,*)   drückt  sich   doch   nach   dieser  Seite 

')  Eutin  g,  über  eine  Reise  in  Innerarabien.  Verhandl.  d.  Gesellscb. 
f.  Erdk.  z.  Berlin,  1886,  S.  266  ff. 

^)  Muschketow-Merena,  Die  Kontinentalaanddünen  oder  Bar- 
chane.   Deutsche  Rundschau  f.  Geogr.  u.  Stiit.,  12.  Jahrgang,  S.  148. 
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hin  etwas  vorsichtiger  aus,  indem  er  den  niedrigen  Hufeisen- 
hugel  nur  als  «die  verbreitetste  und  am  meisten  charakteri- 
stische Form  für  alle  Wüsten  bezeichnet".  In  dieser  Fassung 
darf  die  Angabe  gewiß  als  unbedingt  zutreffend  angesehen 
werden.  Wenngleich  über  die  Art  der  Entstehung  einer  wie 
immer  beschaffenen  Düne  in  der  Hauptsache  Übereinstimmung 
herrscht,  so  scheint  die  Frage,  weshalb  die  Leeseite  so  auf- 
fallende Abweichungen  aufweisen  könne,  doch  noch  nicht  hin- 
länglich geklärt  zu  sein.  Drei  Ursachen  müssen,  wie  fest- 
steht, Vorhandensein:  Eine  großenteils  konstante  Wind- 
richtung, ein  den  Sand  fixierendes  Hindernis  und 
dieser  Sand  selbst,  entstamme  er  nun  dem  Grunde  einer 
größeren,  nicht  allzu  weit  entfernten  Wasseransammlung  oder 
einer  benachbarten ,  dem  Zerstörungsprozesse  unterworfenen 
Gfesteinsoberfläche.  Weder  das  erste  noch  das  zweite  der  drei 
hier  aufgeführten  Elemente  vermag  die  Art  und  Größe  der 
Leeböschung  irgendwie  maßgebend  zu  bestimmen;  es  muß  folg- 
lich die  Beschaffenheit  des  Sandes  von  ausschlaggebender  Be- 
deutung sein. 

Wenn  die  Sandkörner  völlig  trockene  Partikeln  von  an- 
genähert gleicher  Größe  und  Gestalt  sind,  so  muß  sich  auf 
der  ?om  Winde  abgekehrten  Seite,  wo  jene  fast  ausschließlich 
nur  von  der  Schwerkraft  beeinflußt  sind,  die  Profilkurve  den 
Gesetzen  anpassen,  die  für  eine  aus  losen  Teilchen  zusammen- 
gesetzte Masse  maßgebend  sind.  Es  treten  die  gleichen 
Verhältnisse  ein,  wie  sie  auch  für  Stratovulkane  be- 
stehen, und  jene  Kurve  erscheint  als  eine  gegen 
außen  konkav  verlaufende  Linie.  Auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  bezogen,  als  dessen  Abszissenachse  die  Pro- 
jektion der  Windrichtung  auf  die  Horizontalebene  gewählt 
wd,  erhält  die  Kurve  nach  Milne^)  die  Gleichung  a;  =  a  x 
log  (6y),  unter  a  und  h  für  den  Einzelfall  konstante  Größen 
verstanden.     Man  hat  es  sonach  mit  einer  logarithmischen 

^)  Milne,  On  the  Form  of  Volcanos.  Geolog.  Magaz.,  (2.)  5.  Band, 
8.337 ff,;  Farther  Notes  on  the  Form  of  Volcanos.  Ebenda,  (2.)  6.  Band, 
8.&06ff. 
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Linie  zu  tun.  Wie  dann  die  trichterfBrmige  Aushöhlung 
des  Sandhügels  zustande  kommt,  ist  bekannt;  es  geht  eben  die 
Vergrößerung  des  sozusagen  im  Rohbau  fertigen  Barchans  an 
den  Rändern  rascher  als  in  der  Mitte  vor  sich.  Und  da  bei 
Wüstensand  die  oben  skizzierten  Bedingungen  meistenteib  er- 
füllt sind,  so  kann  es  nicht  fehlen,  daß  der  Barchantypus  ge- 
wöhnlich in  die  Erscheinung  tritt. 

Gesetzt  aber,  die  Flugsandmasse  habe  mehr  eine  derjenigen 
des  Meeressandes  ähnelnde  Zusammensetzung,  so  werden  uns 
in  der  Struktur  jeder  einzelnen  Binnenlanddüne  auch  im  großen 
und  ganzen  die  nämlichen  Bildungsgesetze  begegnen,  welche 
uns  von  den  Eüstendünen  her  geläufig  sind.  Der  Abfall  in 
Lee  erscheint  unregelmäßiger,  bald  konkav,  bald  auch  konvex 
oder  ganz  geradlinig  verlaufend.  Zu  der  Schwere  und  den 
Reibungswiderständen  tritt  eben  jetzt  noch  eine  gewisse  Ad- 
häsion der  Körner  hinzu,  und  alsdann  hört  der  Barchan- 
charakter auf  maßgebend  zu  sein.  Daß  es  am  Meeresufer  sich 
so  verhält,  weiß  jedermann;  daß  jedoch  auch  im  Binnenlande 
sich  ein  völlig  analoger  Sachverhalt  ergeben  kann,  dürfte  minder 
bekannt  sein,  und  es  mögen  deshalb  zunächst  der  Erdstelle, 
welche  uns  dieses  Phänomen  in  seltener  Reinheit  vor  Augen 
führt,  einige  Worte  gewidmet  sein.  Dieselbe  gehört  der  für 
die  physikalische  Geographie  überhaupt  eine  Fülle  interessanter 
Probleme  darbietenden  Steppenregion  von  Südkalifornien 
an,  dem  sogenannten  Mohave  Desert  zwischen  Salton  im 
Osten  und  San  Bernardino  im  Westen.  Auf  der  Karte  ist 
der  in  Frage  kommende  Landstrich,  der  indessen  kein  wirk- 
liches Tal  darstellt,  als  Coahuilla  Valley  bezeichnet. 

Dem  diese  Strecke  mit  der  Southern  Pacific  Railway  Be- 
fahrenden drängt  sich  der  merkwürdige,  oft  sehr  abrupt  sich 
vollziehende  Wechsel  zwischen  verschiedenartigen  Landschafts- 
bildern als  eine  Signatur  der  bei  aller  Einförmigkeit  doch  nie- 
mals langweiligen  Gegend  auf.  Zu  den  merkwürdigsten  Ge- 
bieten gehört  nun  eine  weite,  fast  ebene  und  nur  sehr  spärlich 
von  aufgesetzten  Erhöhungen  durchschwärmte  Fläche,  welche 
in  Hunderten  und  Tausenden  von  Exemplaren  das  aufweist,  was 
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in  unserer  Überschrift  als  Naturmodell  der  Dünenbildung 
bezeichnet  wurde.  Wohin  sich  im  Verlaufe  mehrerer  Fahrtstunden 
das  Auge  des  im  Bahnzuge  sich  befindenden  Beobachters  richtet, 
weit  mehr  jedoch  auf  der  südlichen  als  auf  der  nördlichen  Seite 
der  Bahnlinie,  liegen  diese  meist  kleinen  Dünen  regellos  ver- 
streut, in  ihren  geometrischen  Verhältnissen  eine  ganz  unver- 
kennbare Ähnlichkeit  zur  Schau  tragend.  Man  möchte  vielleicht 
einwenden,  ein  auf  eiliger  Bahnfahrt  gewonnener  Totaleindruck 
berechtige  noch  nicht  dazu,  die  morphographischen  Beziehungen 
mit  einiger  Sicherheit  festzulegen.  Allein  abgesehen  davon, 
da£  in   der   südwestlichen  Union   die  Fortbewegung  der  Züge 


Fig.  3. 


nichts  weniger  denn  rapid  ist,  und  daß  die  gute  amerikanische 
Sitte,  Aussichtswagen  beizugeben,  den  Horizont  des  Reisenden 
ansehnlich  erweitert,  gewährt  die  Ausdehnung  des  Dünenbe- 
zirkes die  bequeme  Möglichkeit,  die  gemachten  Wahrnehmungen 
immer  wieder  zu  revidieren.  So  kann  leicht  die  Gewähr  dafür 
übernommen  werden,  da&  die  Aussagen  über  das  Gesehene 
die  vollste  Zuverlässigkeit  besitzen.    In  Fig.  3  wird   ein  Stück 

es  Geländes  wiedergegeben,  so  wie  es  aus  der  Vogelperspektive 

rblickt  würde. 

Durchweg  ist  die  Luvseite  jedes  Düneniudividuums  genau 

benso  vollständig  wie  die  Leeseite  ausgebildet,  indem  nur  der 
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Neigungswinkel  auf  der  letzteren  beträchtlich  größer  ist.  Die 
elliptische  Basis  zeigt  sich  allenthalben  konvex  nach  aii&en, 
und  Einschnitte  fehlen  gänzlich.  Da  die  Profillinien  von  Geraden 
nur  wenig  abweichen,  so  ruft  jede  einzelne  Düne  ganz  und  gar 
den  Eindruck  eines  schiefen  elliptischen  Kegels  hervor.  Der 
Umstand,  daü  dessen  Mantelfläche  nicht  glatt,  sondern  gerippt 
erscheint,  muß  noch  zum  Gegenstande  einer  besonderen  Er- 
örterung gemacht  werden. 

Was  nun  den  Prozeß  der  Dünenbildung  selbst  anlangt,  so 
hängt  dieselbe  selbstverständlich  in  erster  Linie  von  dem  Wehen 
eines  konstanten  Windes  ab.  Die  großen  Achsen  der  erwähnten 
Ovalkurven  weisen  eine  Richtung  von  OSO  gegen  WNW  auf, 
womit  also,  falls  die  gewöhnliche  Vorstellung  von  der  Entstehung 
isolierter  Sandansammlungen  der  Wahrheit  entspricht,  die  Wind- 
richtung für  mindestens  einen  großen  Teil  des  Jahres  gekenn- 
zeichnet wird.  Und  daß  es  sich  in  der  Tat  so  verhält,  darüber 
vergewissert  uns  einer  der  wenigen  gewiegten  Kenner  dieser 
Landesteile,  0.  Loew,^)  der  die  an  Häufigkeit  weitaus  vor- 
wiegenden Südostwinde  als  Ausläufer  eines  echten  Monsuns 
anspricht.  Es  ist  jedoch  anzunehmen,  daß  diese  Luftströmung 
die  mitgeführte  Feuchtigkeit  da,  wo  sie  das  Coahuilla-Tal  er- 
reicht, bereits  großenteils  in  heftigen  Regengüssen  abgegeben 

*)  Loew,  Leutnant  Wheelers  Expedition  durch  das  südliche  Kali- 
fornien im  Jahre  1875.  Petermanns  Geogr.  Mitteil.,  1876,  S.  410.  .Es 
gibt  jedenfalls  nur  wenige  Gegenden  auf  der  Erde,  wo  zwei  gänzlich 
verschiedene  Klimate  durch  eine  einzige  Bergkette  getrennt  werden,  wie 
in  Kalifornien,  wo  das  gleichförmige  Seeklima  des  Küstenstriches  im 
markierten  Kontrast  zu  dem  Kontinental-  und  Wüstenklima  der  östlich 
von  den  riesigen,  Mittel-  und  Südkalifornien  durchziehenden  Ketten 
liegenden  Ländereien  steht.  ...  In  bezug  auf  die  Mohave- Wüste  ist  vor 
allem  zu  konstatieren,  daß  wir  ein  bedeutendes  Vorherrschen  der  Süd- 
ostwinde bemerkten;  die  Regelmäßigkeit,  mit  der  dieser  Wind  blies, 
war  uns  schon  nach  kurzem  Verweilen  in  jener  Wüste  aufgefallen. . . . 
Als  ich  später  nach  Fort  Mohave  kam,  wurde  diese  Beobachtung  auch 
vom  dortigen  Militärapotheker  bestJitigt,  der  dort  seit  drei  Jahren 
meteorologische  Beobachtungen  angestellt  hatte.* 
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hat,^)  denn  die  Dünengegend  muß  als  ein  richtiges  Trocken- 
gebiet gelten.  Der  Südostwind  ist  es  also,  dem  die  Ver- 
frachtung der  sich  immer  mehr  verkleinernden  Gesteinstrümmer 
und  deren  Aufschüttung  zu  kleinen  Hügeln  zuzuschreiben  ist. 
Wäre  die  Ebene  absolut  flach,  so  würde  sie,  wie  das  in 
Hochasien  geschehen  ist,  mit  gleichmäßigen  Staubschichten 
überdeckt  werden,  und  es  würde  sich  eine  äolische  For- 
mation von  ganz  anderem  Wesen  herausbilden,  als  dies  tat- 
sächlich der  Fall  gewesen  ist.  Die  Ebene  ist  aber  besetzt  mit 
einer  unzähligen  Menge  kleiner  und  kleinster  Hindernisse  der 
Luftbewegung,  mit  gewissen  Pflanzen,  und  jede  von  diesen  hat 
als  ein  Ansatzpunkt  der  Dünenbildung  gedient.  Die  früher 
beliebte  Definition  der  Wüste  als  eines  gänzlich  vegetationslosen 
Teiles  der  Landoberfläche  wird  in  der  Gegenwart  nicht  mehr 
ab  richtig  anerkannt;  der  Gegensatz  zwischen  ihr  und  der 
Steppe  ist  kein  absoluter,  qualitativer,  sondern  lediglich  darin 
ist  der  Unterschied  zu  suchen,  daß  die  Gewächse  in  der  Wüste 
noch  ärmlicher  und  spärlicher  nach  Arten-  und  Individuenzahl 
auftreten,  als  bei  der  anderen,  minder  monotonen  Bodenforni. 


^)  Daß  dem  so  sei,  beweisen  wiederum  die  Mitteilungen  Loews  in 
Verbindung  mit  der  Autopsie,    östlich   von  der  Dünenregion   zieht  sich 
nämlich  ein  Landstrich  hin,  dessen  Natur  von  derjenigen  jener  ersteren 
in  der  entschiedensten  Weise  abweicht.    Die  äußerst  tiefen,  canonartigen 
Regenrisse,  welche  sich  allerorts  finden  und  kein  unbeträchtliches  Ver- 
kehnshinderms  abgeben,  sind  nachLoew  durch  die  gewaltigen  Wolken- 
brüche  ausgefurcht  worden,  die  durch  die  Südostwinde  bedingt  zu  sein 
pflegen.    Weiter  oben  im  Gebirge  dienen  diese  ,Dry  Washes**   umge- 
kehrt der  Verkehrserleichterung,  weil  man  in   denselben  immer    noch 
leicht-er  als  auf  den  steilen  Felshängen   vorwärts   kommen  kann.    Ohne 
eine  Zone  von  Zwischenformen  geht  diese  Erosionslandschaft  im  Westen 
unvermittelt  in  die  Dünenlandschaft  über,  die  natürlich  auch  durch  die 
Horisontalitftt  ihres  Bodens  der  Zerstörung  durch  die  meteorischen  Ge- 
wässer viel  weniger  Angriffspunkte  bot,  die  aber  zweifellos  auch  an  und 
or  sich  ungleich  trockener  als  die  Östlich  angrenzenden  Gebiete  sein 
luß.     Auch   die   im   Winter   häufigen,    mit   viel   geringerer  Intensität 
ehenden  Nordwestwinde  haben  beim  Überschreiten  der  Küstenkordillere 
en  aus  dem  Stillen   Ozean  mitgebrachten  Wasserdampf  zum  größten 
Teile  ausgeschieden. 
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„Arizona  und  Neu-Mexiko  besitzen,*  so  äußert  sich  Drude,^) 
„mehr  Steppenphysiognomie,  welche  im  südöstlichen  Kalifornien 
zur  Mohave-  und  Gilawüste  von  trauriger  Einöde  ausgeprägt 
ist/  Die  Charakterpfianze  dieser  bei  alier  Starrheit  doch  durch- 
aus nicht  eigentlich  unschönen  Landschaft,  die  sich  auch  durch 
häufige  Sandtromben  und  durch  das  nicht  seltene  Auftreten 
der  Fata  Morgana  (Mirage)  als  richtige  Wüste  zu  erkennen 
gibt,  ist  die  graugrüne  Artemisia  tridentata,  welcher  von  den 
Amerikanern  der  recht  treflFende  Name  Sage  Brush*)  beigelegt 
worden  ist.  Mit  ihren  rauhen,  yerfilzten  Asten  dem  Winde  in 
den  Weg  gestellt,  hat  diese  niedrige  Staude,  die  niemals  Gruppen 
bildet,  sondern  immer  nur  ganz  vereinzelt  wächst,  alle  Eigen- 
schaften eines  Sandfanges.  Sie  wirkt  ganz  ebenso,  wie  dies 
anderwärts,  wenn  Sand-  oder  Schneedünen  (Sastrugi)  gebildet 
werden,  kleine  Bodenwarzen,  Felsblöcke,  Zäune  tun,  und  ragt 
sehr  häufig  aus  dem  sie  überdeckenden  Sandhügel  hervor,  dessen 
höchste  Stelle  markierend. 

Über  zwei  der  Voraussetzungen,  von  denen  das  Zustande- 
kommen der  Dünen  abhängt,  sind  wir  jetzt  zur  E^arheit  gelangt. 
Auch  das  Vorhandensein  des  Sandes,  der  den  Baustoff  liefert, 
braucht  nicht  erst  bewiesen  zu  werden,  und  nur  dessen  Be- 
schaffenheit nötigt  uns  eine  besondere  Erörterung  auf,  indem 
eben  ermittelt  werden  soll,  aus  welchem  Grunde  die  an  sich 
zu  erwartende  Barchangestalt  vermißt  wird.  Da  ist  nun  an- 
scheinend nicht  belanglos  die  Frage,  ob  die  Mohavedünen 
von  jeher  dort,  wo  man  sie  jetzt  vorfindet,  existiert 
haben,  oder  ob  nicht  vielleicht  in  ihnen  eine  mehr  oder 
weniger  ephemere  Bildung  zu  erblicken  ist.    Auffallen 


^)  Drude,  Handbuch  der  Pflanzengeographie.  Stuttgart  1890,  S.  445. 

»)  Ebenda,  S.  433.  Auch  Loew  (a.  a.  0.,  S.  415)  macht  eine  Anzahl 
von  Pflanzentypen  namhaft,  welche  auf  trockenen  SandhQgeln  erwachsen 
und  sicherlich,  wenn  erst  einmal  die  Düne  hergestellt  ist,  dazu  beitragen, 
dieselbe  zu  .veninkern*  und  am  Portschreiten  zu  hindern.  Jene  Ijarrea- 
und  Cereusarten,  welche  man  auf  D rüdes  Schilderung  hin  auch  in  der 
Mohavewüste  vermuten  möchte,  sind,  wie  es  den  Anschein  hat,  nicht 
so  weit  nach  Westen  vorgedrungen. 
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mnfi  es,  dafi  Loew  derselben  keine  Erwähnung  tut,  obwohl  er 
ohne  allen  Zweifel  an  Ort  und  Stelle  gewesen  ist  und  an  keiner 
Naturroerkwürdigkeit  achtlos  vorübergeht.  Wir  befinden  uns 
nun  aber  an  einem  Platze,  der  in  der  neuesten  Zeit  eines  der 
großartigsten  Naturschauspiele  sich  vollziehen  sah,  ein  Schau- 
spiel zugleich,  welches  den  einschneidensten  Einfluß  auf  die 
ganze  Umgebung  der  Umgebung  ausgeübt  hat.  Wir  meinen 
die  Entstehung  des  Salton  Lake,  eines  länglichen  Wasser- 
beckens, dessen  Hauptachse  wesentlich  mit  der  für  die  Er- 
bauung der  Dünen  bestimmend  gewesenen  Windrichtung  über- 
einstimmt. Man  weiß  längst,  daß  Sand,  der  vom  Ufer  eines 
Meeresieiles  oder  eines  größeren  Binnensees  stammt,  nicht  ohne 
weiteres  mit  dem  Wüstensande  auf  die  gleiche  Stufe  zu  stellen 
ist,  und  so  wäre  es  mithin  sehr  wohl  denkbar,  daß  die  sub- 
aerischen  Bildungen  des  Coahuilla-Tales  andere  als  vorher 
geworden  sind,  seitdem  jener  vielbesprochene  See  sich  bemerk- 
lich zu  machen  begann. 

Eine  kurze  Oeschichte  desselben  kann  hier  nicht  umgangen 
werden,  indem  wegen  tieferen  Eingehens  auf  die  Genese  des 
ziemlicli  einzig  in  seiner  Art  dastehenden  Ereignisses  das  Stu- 
dium einer  Abhandlung  des  Chemikers  H.  Erdmann^)  em- 
pfohlen werden  darf.  Die  Geologie  von  Nord-Mexiko  hatte 
längst  darüber  vergewissert,  daß  in  vorgeschichtlicher  Zeit  der 
Kalifornische  Golf  viel  weiter  nach  Norden  reichte  und  durch 
die  vom  Rio  Colorado  herbeigeführten  Detritusmassen  auf 
eine  weite  Strecke  hin  zugeschüttet  ward.  Man  glaubte  dem 
wasserreichen  Strome  einen  kleineUiTeil  seines  Überflusses  leicht 
entziehen  zu  können,  um  so  eine  bessere  Bewässerung  des  bis 
zu  100  m  unter  den  Meeresspiegel  sich  hinabsenkenden  De- 
pressionsgebietes von  Mekka  und  Salton  zu  erzielen,  und 
dieser  Zweck  wurde  denn  auch  fürs  erste  vollständig  erreicht. 
Daß  sich  schon  in  den  achtziger  Jahren  des  vergangenen  Jahr- 


^)  Erdmann,  Die  Katastrophe  von  Mansfeld  und  das  Problem  des 
<  >loradoflu88e8.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  Salzseen  und  Salzsteppen. 
:  ;termann8  Qeogr.  Mitteil.,  1907,  S.  42  fif. 
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hunderts  ein  See  gebildet  hatte,  der  als  Dry  Lake  jedoch 
keine  allzu  großen  Dimensionen  annehmen  zu  wollen  schien, 
interessierte  wohl  den  Naturfoi-scher,  nur  wenig  aber  die  Be- 
wohnerschaft der  jungen  Oase.  Floß  doch  der  Colorado  nach 
wie  vor  in  der  Nähe  von  FortYuma  in  das  Kalifornische 
Purpurmeer.  Plötzlich  aber  zeigte  sich,  daß  der  Fluß  sich 
immer  tiefer  in  seine  rechte  Uferseite  einschnitt  und  den  Ent- 
wässerungskanal der  Ingenieure  mehr  und  mehr  ausfüllte,  bis 
endlich  zu  Anfang  1906  die  alte  Wasserader  ganz  versiegte 
und  gigantische  Wassermengen  den  Weg  nach  dem  Salton 
Lake  einschlugen,  der  nunmehr  sich  stetig  vergrößerte  und 
das  angrenzende  Terrain  überflutete.  Mehrmals  schon  mußte  die 
Direktion  der  am  Ufer  hinführenden  Süd- Pazifikbahn  die  Geleise 
landeinwärts  verlegen,  und  noch  ist  kein  Ende  der  Gefahr  abzu- 
sehen, welche  der  bereits  mehr  denn  1200  qkm  bedeckende  —  den 
Stamberger  See  an  Areal  demnach  ungefähr  zwanzigmal  über- 
treffende —  See  durch  seine  unaufhaltsame  Vergrößerung  über 
diesen  Teil  von  Kalifornien  heraufbeschworen  hat. 

Da,  wo  See-  und  Kontinentaldünen  sich  räumlich  mit- 
einander vermengen,  wie  dies  Muschketows  Angaben^)  zu- 
folge in  Turkestan  keine  Seltenheit  ist,  kann  eine  verwirrende 
Formenfülle  die  Folge  sein.  Im  Coahuilla-Tale  liegen  die  Dinge 
anders,  denn  wir  halten  dafür,  daß  die  dortigen  Dünen  gar 
keine  richtigen  Binnenlandgebilde,  sondern  vielmehr  in  die  Kate- 
gorie der  Stranddünen  zu  versetzen  sind,  mag  auch  die  Ost- 
grenze des  Dünendistriktes  von  dem  Nordwestende  des  neuen 
Sees  noch  eine  gewisse  Entfegiung  haben.  Der  Sand  entbehrt, 
wenn  diese  unsere  Annahme  zutrifft,  jener  Trockenheit,  welche 
den  wahren  Wüstensand  charakterisiert,  und  dann  ist  wohl 
begreiflich,  daß  er  sich  auf  der  vom  Winde  abgekehrten  Seite 
des  Hügelchens  nicht  in  einer  fast  asymptotisch  gegen  die 
Hoiizontale  verlaufenden  Kurve,  sondern  so  ablagert,  wie  man 
dies  von  den  Meeresdünen  her  gewohnt  ist.     Nunmehr  ist  denn 


^)  Muscbketow-Merena,  S.  148.    Vgl.  auch  Sohn cke,  Gemein- 
verständliche Vorträge  aus  dem  Gebiete  der  Physik.  Jena  1892,  S.  220  ff. 
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wohl  die  Frage  als  geklärt  zu  erachten,  warum  die  Dünen  im 
Mofaave  Desert  nicht  als  leewärts  geöffnete  Barchane,  sondern 
als  typische  XJferbildungen  mitten  in  einer  Tom  Meere  ziemlich 
weit  abstehenden  Wüste  auftreten.  Gleichwohl  wird  man  nicht 
soweit  gehen  dürfen,  zu  behaupten,  daß  die  übliche  Identi- 
fizierung von  Barchan  und  Eontinentaldüne  wieder  in  ihre 
?oUen  Rechte  eingesetzt  sei.  Denn  unsere  Coahuilla- Hügel 
sind  doch  auf  alle  Fälle  acht  kontinentale  Bildungen,  deren 
Baumaterial  nur  allerdings  seinen  wenigstens  zum  Teile  wässe- 
rigen Ursprung  nicht  zu  verleugnen  vermag.  Es  verbleibt 
dabei,  da£  es  auch  in  der  Wüste  regelrechte  Dünen  vom 
marinen  Typus  geben  kann. 

Man  möchte  geradezu  wünschen,  einige  solche  Exemplare 
in  bequemer  Nähe  zu  haben,  um  an  ihnen  bei  Gelegenheit 
Ton  Exkursionen  die  Gesetze  der  Dünenbildung  erläutern  zu 
können.  Man  weiß,  daß  es  im  allgemeinen  nicht  leicht  ist, 
Einzeldünen  von  normaler  Struktur  aufzufinden,  weil  eben  der 
Vorgang  der  Sandverwehung  niemals  rastet  und  infolgedessen 
eine  sozusagen  gerade  fertig  gewordene  Düne  nicht  lange  in 
dieser  ihrer  Eigenschaft  sich  erhält.  Anlagerung  und  Über- 
lagerung neuer  Sandmassen  verändert  rasch  die  ursprüngliche 
Gestalt;  das  Individuum  verschwindet  in  einem  Dünengebirge 
von  oft  recht  ansehnlicher  Höhe,  und  auch  dieses  ist  weit 
davon  entfernt,  stabil  zu  bleiben,  weil  ihm  die  Tendenz  zur 
Wanderung  innewohnt.*)  Gerade  die  Barchane  büßen,  wenn 
diese  progressive  Tendenz  bei  dem  einen  mehr,  bei  dem  anderen 
weniger  ausgebildet  ist,  gar  rasch  die  sie  auszeichnende  Gestalt 
ein.*)    Die  Dünenreihen  gruppieren  sich  so  unregelmäßig,  daß 


*)  Obachon  selbstverständlich  an  allen  von  Wanderdünen  heimge- 
BQcbten  Küsten  deren  Wesen  von  jeher  gekannt  und  gefürchtet  war,  so 
stoßen  wir  doch  in  der  Literatur  erst  verhältnismäßig  spät  auf  eine  ent- 
enisprechende  Würdigung  der  einschlägigen  Probleme.  Viel  hat  biezu 
beigetragen  Lyell  (Principles  of  Geology,  I.Band.  London  1872,  S.  514fF.) 

')  Welch  abenteuerlich  bizarre  Formen  ein  binnenländiaches  Dünen- 
gebirge anzunehmen  imstande  ist,  darüber  orientieren  uns  dieMedanos 
(s.o.)  des  ibexikanischen  Staates  Ghihuahua  (mit  diesem  Worte  be- 
ll* 


( 
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in  ihrer  Anordnung  die  Richtung  des  Windes,  der  doch  f&r 
die  Ansammlung  des  Sandes  yerantwortlich  zu  machen  ist, 
gar  nicht  mehr  zur  Geltung  konmit.  Da  hört  dann  ganz  Ton 
selbst  der  morphographische  Unterschied  zwischen  Ufer-  und 
Kontinentaldünen  zu  bestehen  auf.^) 

Wenn  nun  aber  in  allen  größeren  Wüsten  diese  Ver- 
schmelzung der  Einzeldünen  zu  einem  Aggregate  von  solchen 
die  Regel  bildet,  und  wenn  man  in  der  Sahara  ebenso  wie  im 
Tarymbecken  und  in  Chiwa  fast  nur  Dünenketten  von  sehr 
wechselndem  Vertikaldurchschnitte  zu  beobachten  Gelegenheit 
findet,  so  drängt  sich  ganz  von  selbst  die  Frage  auf,  wie  es 
denn  komme,  daß  im  Mohave  Desert  dieses  Zusammenwachsen 
so  ganz  unterblieben  und  jede  Düne  in  der  Gestalt  erhalten 
worden  ist,  welche  sie  von  allem  Anfange  an  angenommen 
hatte.  Es  wird  kaum  möglich  sein,  auf  diese  Frage  eine  an- 
dere Antwort  zu  erteilen,  als  die,  daß  dem  Dünenkerne, 
den  niedrigen  Sträuchern,  eine  besonders  stark  aus- 
geprägte Fähigkeit,  den  Flugsand  zurückzuhalten, 
zugesprochen  werden  müsse.  Bekanntlich  hat  sich  die 
Technik  der  Dünenverfestigung*),  welche  in  primitiver  Form 
seit  den  ältesten  Zeiten  schon  geübt  wurde,  in  unseren  Tagen 
ganz  außerordentlich  vervollkommnet,  und  man  hat  insbeson- 
dere namhaft  verbesserte  Erkenntnisse  über  die  Natur  der- 
jenigen Gewächse  sich  erworben,  welche  auf  den  Böschungen 
des  Sandhügels  angepflanzt  werden  müssen,  um  durch  Ver- 
filzung ihrer  Wurzeln  Hemmnisse  für  das  Vordringen  der  leicht 
beweglichen  Körperchen    zu   bereiten.     In  unserem  Falle  sind 

zeichnen  die  Neuspanier  alle  Sandanhäufungen  sowohl  in  Mexiko,  wie 
auch  namentlich  in  Argentinien).  Von  den  ersteren  ist  leider  noch  sehr 
wenig  bekannt.  , Merkwürdig  sind  die  scharfen  Kanten,  Spitzen  und 
Grate,  welche  der  Wind  diesen  flüchtigen  Sandbergen  gegeben,  und  die 
steilen  Rinnen  und  Schluchten,  ähnlich  jenen,  die  man  häufig  bei  großen, 
vom  Sturme  zusammengeblasenen  Schneemassen  antrifiPt'  (y.  Hesse- 
Wart  egg,  Mexiko,  Land  und  Leute.     Wien-Olmütz  1890,  S.  25). 

1)  Sokolöw-Arzruni,  a.  a.  O.,  S.  178ff.;  Rolland,  Sur les grandes 
dunes  du  sable  du  Sahara.  Bull,  de  la  soc.  gäol.  de  France,  1882,  S.  32  ff. 

2)  Vgl.  Gerhardt,  Handbuch  des  Dünenbaas.    Berlin  18d8. 
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die  über  die  Ebene  verteilten  Büsche  offenbar  von  Hause  aus 
dazu  geeignet,  den  Sand  festzuhalten  und  am  Wandern  zu 
hindern.  Vergessen  darf,  aber  freilich  auch  nicht  werden,  daß, 
wofern  unsere  Hypothese  das  Richtige  trifft,  die  Dünen  des 
Coahailla-Tales  sehr  jugendliche  Gebilde  sind,  und  daß, 
wer  nach  einigen  Lustren  oder  Jahrzehnten  die  Oegend  aufs 
neue  in  Augenschein  nimmt,  sehr  wohl  ganz  anders  gearteten 
Verhältnissen  dort  begegnen  kann.  Vorläufig  aber  verdienen 
diese  Flugsandhügel  die  oben  ihnen  beigelegte  Bezeichnung; 
es  sind  Demonstrationsmodelle  für  die  Grundgesetze  der 
Dünenbildimg. 

Und  zwar  verdienen  sie  diese  Benennung  auch  noch  unter 
einem  anderen  Gesichtspunkte.  Wir  sprachen  oben  davon,  daß 
über  die  Oberfläche  sehr  vieler  dem  Auge  näher  befindlicher 
Dünen  gewisse  Linien  hinlaufen,  sogenannte  Ripple  Marks 
nach  englischer,  besser  Kräuselungsmarken  nach  deutscher 
Nomenklatur.  Daß  diese  fast  dekorativ  wirkende  Zugabe  mit 
dem  ganzen  Prozesse  der  Dünenentstehung  in  sehr  naher  Be- 
ziehung steht,  ist  bekannt.^)  Durch  die  Untersuchungen  von 
Sokolow  wurde  dargetan,^)  daß  die  Bildung  der  äolischen 
und  vom  bewegten  Wasser  bewirkten  Rippungen  einheit- 
lichen Gesetzen  unterliegt,  und  J.  Walther")  durfte  demzu- 
folge mit  Fug  die  Windkräuselungen  für  Miniaturdünen 
erklären.  Als  primäre  Ursache  dieser  Bänderung  des  Dünen- 
kegels haben  wir  den  Umstand  gelten  zu  lassen,  daß  die  ein- 


')  Wir  verweisen  nach  dieser  Seite  hin  auf  die  nachstehenden  Ver- 
öffentlichungen:  Cornish,  On  Kumatology.  Geograph.  Journal,  1899, 
S.  626  ff.;  Baschin,  Die  Entstehung  wellenförmiger  Oberflächenformen. 
Ein  Beitrag  zur  Kymatologie.  Zeitschr.  d.  Gesellsch.  f.  Erdk.  zu  Berlin, 
1899,  S.  408  ff.);  Bertololy,  Kräuselungsmarken  und  Dünen.  München 
1900  (Manch.  Geogr.  Studien,  Stück  IX). 

*)  Sokolöw-Arzruni,  a.  a.  0.,  S.  210  ff.  Auch  in  der  vorer- 
ähnten  Schrift  von  Bertololy  ist  diesem  Gegenstände  volle  Beach- 
ing  zugewendet  worden  (S.  99  ff.). 

')  Walther,  Die  Denudation  in  der  Wüste  und  ihre  geologische 
3deutung.  Abhandl.  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.,  math.-phys. 
lasse,  16.  Band. 
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zelnen  Sandkörner  nicht,  wie  man  bei  summarischer  Betrach- 
tung zu  glauben  geneigt  sein  könnte,  von  gleicher  Größe  sind, 
und  daß  auch  von  einer  gestaltlichen  Identität  keine  Rede  sein 
kann.  ,Rs  wäre",  so  lesen  wir  bei  Sokolöw,*)  »irrig,  an- 
zunehmen, daß  die  Aufbereitung  durch  Wind  den  Sand  yoII- 
kommen  gleichmäßig  gestaltet.  Im  Gegenteile,  in  jeder  Hand- 
voll Sand  lassen  sich  gröbere  und  feinere  Kömer  wahr- 
nehmen. .  .  .*  Scharfkantige  und  abgeschliffene  Gesteinsplitter 
kommen  in  bunter  Wechsellagerung  vor.  Schon  ein  winziger 
Unterschied  in  den  Dimensionen  kann  ein  bereits  auf  der 
Dünenoberfläche  fest  gewordenes  Sandteilchen  zu  einem  Ansatz- 
kerne  werden  lassen,  welches  die  Nachkömmlinge  zu  einer 
kleinen  Erhöhung  in  Luv  anstaut,  der  dann  natürlich  eine  an 
sich  ebenfalls  minimale,  mit  der  Zeit  jedoch  sich  vertiefende 
Einsenkung  zugehört.  Eine  genaue  Verfolgung  dieser  zumeist 
symmetrisch  auf  den  beiden  Seiten^)  der  Luvfläche  verteilten 
Kurvenzüge  läßt  erkennen,  daß  sie  bald  scharfkantig  bald 
abgerundet  sind;  in  dem  hier  vorliegenden  Falle  erscheinen 
sie  jedoch  durchweg  als  Linien  ohne  ausgezeichnete  Punkte, 
und  jene  Verästelung,  von  der  Walther  (s.  o.)  spricht,  ist 
hier  nicht  zu  beobachten.  Übrigens  sind  auch  die  Rippungen 
nicht  an  ihren  augenblicklichen  Platz  gebannt,  sondern  unter- 
liegen einer  von  der  Geschwindigkeit  und  Konstanz  des  Windes 
abhängigen  Verschiebung. 

Es  wäre  gewiß  äußerst  wünschenswert,  diese  so  merk- 
würdige Dünenregion  noch  näher  erforscht  zu  sehen,  ehe  sie 
vielleicht  in  dieser  ihrer  Eigenart  überhaupt  zu  bestehen  auf- 
gehört hat.     Daß  schon  nach  wenigen  Jahren  das  Goahuilla- 

M  Sokolöw-Arzruni,  S.  212. 

*)  Wiewohl  von  vornherein  kein  Zweifel  obwalten  kann,  daß  eine 
normal  gebaute  Düne  eine  stetig  zusammenhängende  Oberfläche  besitzen 
muß,  80  hebt  sich  doch,  aus  passender  Entfernung  und  unter  dem  rich- 
tigen Gesichtswinkel  gesehen,  die  längste  Seitenlinie  des  schiefen  Kegels 
wie  ein  scharfer  Grat,  wie  eine  Kante  heraus,  und  deshalb  besteht  auf 
dessen  linker  und  rechter  Seite  Symmetrie.  Eine  exakte  Bestimmung 
der  wahren  Oberflächengestalt  unter  gewissen,  die  Rechnung  verein- 
fachenden Voraussetzungen  würde  nicht  des  Interesses  entbehren. 
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Tal  ein  ganz  anderes  Gepräge  zur  Schau  tragen  kann,  halten 
wir  für  nicht  ausgeschlossen,^)  und  zwar  um  so  mehr,  weil 
ältere  Schriften  von  diesem  Naturspiele,  das  doch  keinen  in 
die  Nähe  Kommenden  gleichgültig  lassen  kann,  keine  beson- 
dere Erwähnung  tun.*)  Für  jetzt  kam  es  nur  darauf  an,  daß 
auch  in  Gegenden  von  recht  namhafter  Meeresdistanz  echte 
Dünen,  die  nicht  dem  Barchantypus  einzureihen  sind,  auftreten 
können;  inwieweit  deren  Entstehung  ein  Folgephänomen  der 
Bildung  des  neuen  großen  Salzsees  sein  mag,  wofür  erwähnter- 
massen  manche  Anzeichen  sprechen,  muß  einer  späteren  Durch- 
forschung des  noch  viele  wichtige  Aufschlüsse  verheißenden 
kalifomischen  Wüstengebietes  vorbehalten  bleiben.  Als  ein 
nnmnstößliches  Fazit  aber  leiten  wir  aus  unserer  Erörterung 
das  folgende  her:  Die  Lehre  von  den  Eontinentaldünen 
kann  selbst  jetzt,  so  viele  wichtige  Beiträge  auch  von 
Zittel,  Lenz,  Duveyrier,  Rolland,  Schirmer,  Walther, 
Sokolow  und  zahlreichen  Aufnahmegeologen  des  rus- 
sisch-asiatischen Dienstes  geliefert  worden  sind,  noch 
immer  nicht  als  abgeschlossen  gelten. 


^)  Zum  Zerfalle  der  kleinen  Sandhügel  wirkt  wesentlich  ein  Moment 
mit,  auf  desAen  Bedeutung  v.  Bary  (Sokolöw- Arzruni,  S.  204)  auf- 
merksam gemacht  hat.  Der  Strauch  nämlich,  dessen  Vorhandensein  die 
Sandstauung  eingeleitet  hat,  stirbt  allmählich  ab,  und  dann  nivelliert 
der  Wind  rasch  die  ihres  Haltes  beraubte  Erhebung.  So  sind,  von  ver- 
schiedenen Standpunkten  aus  betrachtet,  diese  Inlanddtinen  nur  erd- 
geschichtliche Momentanbildungen. 

*)  Zwei  Werke,  die  vielleicht  Anhaltspunkte  geben  würden,  waren 
fär  den  Verf.  leider  unzugänglich :  Geological  Reports  of  Mexican  Boun- 
dary  Survey,  1.  Teil;  Geological  Reports  on  the  Pacific  Railroad,  5.  Teil. 
Zumal  dieser  zweitgenannte  Bericht  könnte  vielleicht  für  die  Beurteilung 
mid  Vergleichung  des  vom  Coahuilla-Tale  einst  und  jetzt  dargebotenen 
Landschaftsbildes  in  Frage  kommen. 
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über  die  Bewegung  der  Elektronen. 

Von  A.  Sommerfeld. 

{BingOaufen  8.  Juni.) 

Obwohl  die  unter  gleichem  Titel  erschienene  Arbeit  von 
Herrn  Lindemann  ^)  sich  nicht  allein  gegen  meine  Unter- 
suchungen über  Elektronentheorie,  sondern  in  gleicher  Weise 
gegen  diejenigen  von  Heaviside,  Lorentz,  Wiechert,  W.  Wien, 
J.  J.  Thomson,  Abraham,  Kaufmann  etc.  wendet,  so  bin  ich 
wohl  in  erster  Linie  verpflichtet,  darauf  zu  antworten,  da 
Herr  Lindemann  sich  vornehmlich  der  von  mir  angegebenen^) 
allgemeinen  Methoden  zur  Berechnung  des  Feldes  und  der 
Kraft  eines  beliebig  bewegten  Elektrons  bedient.  Die  Gründe, 
weshalb  H.  Lindemann  trotzdem  vielfach  zu  Ergebnissen  ge- 
langt, die  von  den  meinigen  und  denen  aller  anderen  Forscher 
abweichen,  werde  ich  im  folgenden  besprechen. 

Da  Herr  Lindemann  in  §  16  seiner  Arbeit  selbst  eine  Zu- 
sammenstellung der  zwischen  uns  obwaltenden  Differenzen  gibt, 
werde  ich  an  diese  Zusammenstellung  anknüpfen  und  die  ein- 
zelnen Punkte  der  Reihe  nach  durchgehen. 

I.  Die  Berechnung  des  skalaren  Potentiales. 

Der  Unterschied  zwischen  unserer  beiderseitigen  Auf- 
fassung beginnt,  wie  Herr  Lindemann  p.  322  bemerkt,  bei 
seiner  Gl.  (25).    In  (25)  handelt  es  sich  darum,  die  drei  Kon- 

1)  Abhandlungen  der  Bayer.  Akademie  II.  KL,   Bd.  XXIII,  II.  Abt. 

^)  Nachrichten  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen, 
1904,  Heft  2  und  5.  Die  wesentlich  vereinfachte  Methode,  die  ich  in 
den  Proceedings  der  Amsterdamer  Akademie,  November  1904,  entwickelt 
habe,  hat  Herr  Lindemann  nur  gestreift. 
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stanten  A,  B,  tQ  gewissen  Anfangsbedingungen  anzupassen. 
Herr  Lindemann  setzt  (p.  242) 

(1)  ^0  =  0,  Ä  =  B=0; 
ich  behaupte  (p.  104  der  Note  I) 

(2)  t,  =  -cx^,    Ä  =  B=0. 

Herr  Lindemann  begründet  (p.  242)  seine  Wahl  der  Kon- 
stanten wie  folgt:  ,Das  Elektron  soll  vor  der  Zeit  ^  =  0  noch 
in  Ruhe  sein,  und  die  Bewegung  soll  im  Momente  ^  =  0  be- 
ginnen.    Wir  müssen   also   annehmen,   daß   die  Gleichungen^) 

(3)  <p'  =  0     und     ^^  =  0 

für  ^  =  0  erfüllt  seien.*  Kurz  vorher  bemerkt  er,  daß  <p  und 
-—  für  ^  =  0  verschwinden,   sobald  die   entsprechenden   Aus- 

drücke  q?   und  -~  für  ^  =  0  verschwinden.    Herr  Lindemann 
dt 

verlangt  also,  daß  im  Ruhezustande  nicht  nur  d(pldt  sondern 
auch  9?  verschwinde.  Andererseits  bemerkt  er  im  Eingange 
des  §  1:  ,Im  ruhenden  Zustande  geht  das  skalare  Potential 
in  das  elektrostatische,  das  Vektorpotential  3(  in  das  magne- 
tische Potential*)  über.*  Aber  das  elektrostatische  Potential 
einer  gleichmäßig  geladenen  Kugel  ist  keineswegs  Null,  sondern 
hat  an  allen  Stellen  des  Raumes  den  aus  der  Potentialtheorie 
bekannten  Wert.  Der  von  Herrn  Lindemann  zu  Grunde 
gelegte  Anfangszustand  q?  =  0  entspricht  also  nicht 
den  physikalischen  Bedingungen  des  Problems. 

^)  9?'  bedeutet  ein  Hilfspotential,  aus  dem  sich  das  gesuchte  Potential 
durch  Integration  berechnet. 

^  Der  zweite  Teil  dieses  Satzes  ist  mir  unverständlich ;  das  Vektor- 
potential geht  doch  bei  einem  ruhenden  Elektron  in  Null  über,  während 
von  einem  magnetischen  Potential  hier  überhaupt  nicht  die  Rede  sein 
kann;  der  erste  Teil  des  Satzes  ist  natürlich  richtig. 
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lu  der  Tat  genügt   die  definitive  Formel  (34)  von  Herni 
Lindemann. 

i 
0 

der  unphysikalischen  Anfangsbedingung  97  =  0  für  ^  =  0. 
Dagegen  lautet  die  entsprechende  Formel  bei  mir  (siehe  die 
Gl.  (18),  (19)  meiner  Note  I),  wenn  ich  mich  in  der  Definition 
der  Größe  S  des  leichteren  Vergleichs  wegen  an  Herrn  Linde- 
mann anschließe 

...  See    r  S  , 


Ich  habe  zu  zeigen,  daß  diese  Formel  für  ^  =  0  die 
richtige  Verteilung  des  elektrostatischen  Potentials  ergibt, 
wenn  man  mit  Herrn  Lindemann  annimmt,  daß  das  Elektron 
bis  zur  Zeit  ^  =  0  in  Ruhe  war. 

a  bedeutet  den  Radius  des  Elektrons,  r  die  rückwärts 
gerechnete  Zeit,  R  den  Abstand  des  „Aufpunktes'',  für  den  97 
berechnet  werden  soll,  von  den  früheren  Lagen  des  Mittel- 
punktes des  Elektrons.  Da  aber  das  Elektron  für  ^  <  0  ruhen 
soll,  sind  die  früheren  Lagen  des  Mittelpunktes  mit  seiner  Lage 
zur  Zeit  ^  =  0,  d.  h.  mit  dem  Koordinatenanfangspunkte,  iden- 
tisch und  es  wird  R  gleich  dem  Abstände  r  des  Aufpunktes 
von  diesem  letzteren  Punkte,  also  unabhängig  von  t.  S  be- 
deutet (siehe  meine  Gl.  (19)  oder  diejenige  von  Lindemann 
(40),  (41))  einen  der  folgenden  Ausdrücke: 

'^1  —  ß  (*'  —  (^  ^  —  ^)%  wenn  Dreieck  o,  ct,  r  möglich, 


8 
n 

2 


S,  =  -(jTr,   wenn   Dreieck  a,  er,  r   unmöglich,   wobei  a>  er 


und  a^r^ 
Sj=sO,   wenn  Dreieck  a^cx^r  unmöglich,   wobei  aber  a<CT 
oder  a<Zr, 
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Wir  betrachten  zunächst  einen  äußeren  Punkt  r>a. 
Hier  gilt,  wenn  ct  >  r  +  a  oder  <  r  —  «der  Wert  Sa»  S,  =  0, 
wenn  dagegen  r  —  a<CT<r  -\-  a  der  Wert  S  =  S^  also 
nach  (5): 

(r+«)/c 
(r-a)lc 

oder  mit  der  Substitution  o  =  ct  —  r 

—  a 

Für  einen  inneren  Punkt  r<.a  haben  wir,  wenn  cx>a+r 
wieder  S  =  Sj  =  0,  wenn  dagegen  <jt  <  a  —  r,  gilt  jetzt  S= ä, 
und,  wenn«  —  r<(;T<a  +  r,  wie  vorher  S  =  S|.  Mithin 
liefert  (5)  jetzt: 

(«  +  »-)/c  (a-r)/c 

(a-r)/c  0 

Die  Ausrechnung  gibt: 

Die  Ausdrücke  (6)  und  (6')  sind  die  wohlbekannten  Werte 
des  Potentials  einer  gleichmäßig  mit  e  geladenen  Kugel  vom 
Radius  a  in  rationellen  Einheiten,  deren  sich  auch  Herr  Linde- 
mann bedient,  für  einen  äußeren  und  inneren  Punkt. 

Meine  Formel  (5)  gibt  also  den  elektrostatischen 
Anfangszustand  des  Potentiales  richtig  wieder,  den 
wir  vorschreiben  müssen,  wenn  wir  uns  das  Elektron 
bis  zur  Zeit  ^  =  0  in  Ruhe  denken,*)  dagegen  entspricht 
die  Lindemannsche  Formel  (4)  dem  unphysikalischen 
Anfangszustande  9?  =  0. 

^)  loh  brauche  kaum  zu  erwähnen,  daß  meine  Formel  ganz  allgemein 
gilt,  nicht  nur  bei  dem  hier  durchgerechneten  Anfangssnstande.  Letzteren 
habe  ich  hier  nur  im  Anschluß  an  Lindemann  als  Beispiel  gew&hlt. 
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2.  Die  ergänzende  Betrachtung  über  den  Anfangszustand  in  §  15 
der  Lindemannschen  Arbeit. 

Im  Eingange  des  §  15  deutet  Herr  Lindemann  selbst  das 
Bedenkliche  der  Anfangsbedingung  ^  =  0  mit  den  Worten  an: 
Wir  haben  angenommen,  daß  das  elektrische  Teilchen  „zur 
Zeit  ^=0  seine  Bewegung  beginnt  und  gleichzeitig  seine 
elektrische  Ladung  empfängt".  Eine  solche  plötzliche 
Erschaffung  des  Elektrons,  wie  sie  von  Herrn  Lindemann  hier- 
nach vorgestellt  wird,  ist  aher  gewiß  auszuschließen,  da  nach 
keiner  elektrodynamischen  Theorie  im  Äther  gebettete  Ladungen 
jemals  entstehen  oder  verschwinden  können. 

Die  folgenden  ergänzenden  Betrachtungen,  durch  welche 
die  Wirkung  des  ursprünglich  vorhandenen  Feldes  des  Elek- 
trons berücksichtigt  werden  sollen,  verfehlen  nun  aber  ihr 
Ziel,  wie  ich  der  Kürze  halber  sogleich  an  dem  Schlußergebnis 
zeigen  will. 

Herr  Lindemann  modifiziert  hier  seine  ursprüngliche  For- 
mel (4)  in  folgender  Weise:  (s.  Gl.  (197)  und  (203)): 

0 

mit  der  Maßgabe,^)  daß  der  Zeitpunkt  i^^  bei  nachfolgender 
stationärer  Bewegung  gleich  2a/(c?  —  v)  gewählt  werden  solle. 
Nach  den  Bemerkungen  unter  1,  2,  3  pag.  311  von  Herrn 
Lindemann  soll  (4')  für  ^  =  0  in  das  elektrostatische  Potential 
der  ruhenden  Ladung')  übergehen.  Dem  ist  aber  nicht  so, 
wie  man  im  Anschluß  an  meine  vorstehende,  unter  1  mitge- 
teilte Rechnung  leicht  prüft. 

Ich  zeige  dieses  z.  B.  für  das  Äußere  des  Elektrons  r>a. 


^)  Daß  die  Größe  ^o  und  damit  die  Potentialverteilung  zur  Zeit 
t~0  von  dem  Charakter  der  nachfolgenden  Bewegung  abhängen 
soll,  ist  an  sich  kaum  verständlich. 

^  Daß  sich  Herr  Lindemann  vor  t  =  0  das  Elektron  dauernd  in 
Ruhe  denkt,  geht  aus  pag.  315,  Z.  16  v.  o.  hervor. 
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Von  den  drei  Werten  Sj,  5,,  S^  kommen  hier  nur  S^  und  S, 
in  Betracht.  Man  hat  dabei  die  folgenden  drei  Fälle  zu  unter- 
scheiden : 

1.  ctQ<r  —  a  ...  9?  =  0, 

2.  r  —  a<ctQ<r  +  a.,.(p  =  ig-^^s^ J(«*  — (^^  — ^)*)  ^^' 

ir-'a)lc 
(r  +  a)le 

3.  ri-a<ct,...(p  =  Y^-^((a^--(cT  —  ry)dT=--—. 

(»•-a)M 

Nur   im  dritten  Falle,    d.  h.   nur  im  Innern  einer  Kugel 
vom  Radius 

c  -{-  V 
r  =  — - —  a 
c  -  V 

ergibt  sich  also  der  richtige  Wert  des  elektrostatischen  Poten- 
tials.   Im  ersten  Falle,  d.  h.  außerhalb  einer  Kugel  vom  Radius 


=(s-:+^)» 


dagegen  wird  <p  =  0,  Ebensowenig  stimmt  das  Feld  im  zweiten 
Falle,  d.  h.  in  der  übrig  bleibenden  Kugelschale  von  der 
Dicke  2a  mit  dem  elektrostatischen  überein. 

Andererseits  sahen  wir  oben  unter  1,  dafi  sich  die  richtige 
elektrostatische  Potentialverteilung  ergibt,  wenn  wir  in  der 
Formel  (4')  ^o  =^  ^  wählen.  Dann  aber  wird  diese  Gleichung 
mit  meiner  Gl.  (5)  identisch. 

Die  in  Rede  stehenden  ergänzenden  Betrachtungen 
hätten  also  bei  richtiger  Durchführung  auf  meine  For- 
meln führen  müssen;  in  der  vorliegenden  Fassung  sind 
sie  in  sich  widersprechend. 

3.  Zahlenbeispiel. 

Es  handelt  sich  jetzt  um  die  Ausdrücke,  zu  denen  Herr 
Lindemann  für  die  auf  eine  bewegte  Ladung  wirkende  Kraft  g 
gelangt.    Ich  beschränke  mich  dabei  auf  den  einfachsten  Fall 
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der  stationären  Bewegung  mit  Unterlichtgeschwindigkeit  v. 
Nach  pag.  312  unten  gilt  von  Beginn  der  Bewegung  ab  die 
61.(169)  oder  die   daraus  folgende  NäherungsformeP)  (169  a) 


(7) 


^  =  Jil  /"-SSI    .    1_       \ 


Aus  ihr  würde  folgen: 

1.  Die  stationäre  Bewegung  ist  nicht  kräftefrei,  sondern 
stets  gehemmt. 

2.  Die  Hemmung  ist  um  so  größer,  je  kleiner  die  Ge- 
schwindigkeit ist,  weil  ß  im  Nenner  vorkommt. 

3.  Sie  ist  bereits  bei  Unterlichtgeschwindigkeit  von  der- 
jenigen Größenordnung,  wie  ich  sie  bei  Überlichtgeschwindig- 
keit gefunden  habe,  nämlich  von  der  Größe  derjenigen  elektro- 
statischen Kraft,  die  zwei  unmittelbar  aneinander  anliegende 
Elektronen  aufeinander  ausüben  würden. 

4.  Die  Kraft  überschreitet  jede  angebbare  Größe,  wenn 
man  der  Geschwindigkeit  einen  konstanten,  der  Null  hin- 
reichend benachbarten  Wert  gibt. 

Zur  numerischen  Verdeutlichung  wird  es  gut  sein,  die  für 
Elektronen  geltenden  Daten  c,  a  durch  experimentell  realisier- 
bare Größen  zu  ersetzen.  Nehmen  wir  z.  B.  a  =  1  cm  und 
diejenige  Ladung  e,  welche  einer  Spannung  von  1  cm  Schlag- 
weite entspricht.  Diese  Spannung  beträgt  rund  100  elektro- 
statische Einheiten ;  ebenso  groß  ist,  da  die  Kapazität  gleich  1, 
die  Ladung  in  gewöhnlichen  elektrostatischen  Einheiten ;  unser  e 
(in  rationellen  Einheiten  gemessen)  wird  daher  gleich  YTn  •  IQO, 
Die  Geschwindigkeit  v  sei  etwa  30  m/sec.  (Schnellzugsge- 
schwindigkeit).    Dann  haben  wir  /8=  10~'  und  nach  (7) 

g  =  —  3  .  10*  •  j|  •  10^*  =  5,5  .  lO's  Dynen 
=  5,6-10'2kg-Gewicht. 

')  Ich  schreibe  wie  üblich  ß  statt  des  Lindemann  sehen  w  =  -. 

c 


( 
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Die  Arbeitsleistung  wäre 

gv  ==  168  .  10*2  ^^^  =  2,25  .  10*2  PS 
"  sec 

also  so  groß,  daß  kein  Motor  der  Technik  sie  zu  liefern 
imstande  wäre.  Wünscht  man  die  Kugel  langsamer  zu  be- 
wegen, so  würde  die  erforderliche  Leistungnoch  größer; 
z.  B,  betrüge  sie  bei  3  cm/sec. 

2,25  .  10'«  PS. 

Der  Grund  für  diese  befremdenden  Resultate^)  liegt  teils 
darin,  daß  nach  1  und  2  der  Anfangszustand  in  der  Linde- 
mann^schen  Theorie  nicht  richtig  zum  Ausdruck  kommt,  teils 
in  dem  was  folgt: 

4.  Die  Ausrechnung  von  9?  in  §  6  der  Lindemannschen  Arbeit. 

Wir  wollen  uns  vorübergehend  auf  den  Boden  der  (von 
uns  beanstandeten)  Formel  für  99  (s.  o.  61.  (4))  stellen  und  die 
Ausrechnung  derselben  in  einem  speziellen  Falle  kontrollieren. 
Der  denkbar  einfachste  Spezialfall  ist  der,  wo  das  Elektron 
auch  nach  der  Zeit  ^  =  0  dauernd  in  Ruhe  bleibt.  Übrigens 
aber  wollen  wir,  da  die  physikalische  Bedeutung  durch  den 
Schaffungsakt  im  Zeitpunkte  ^  =  0  ohnehin  illusorisch  wird, 
unser  Beispiel  rein  analytisch  definieren.  Es  handle  sich  also 
um  die  Auswertung  des  obigen  Integrales  (4)  für  den  Fall,  daß 
R  =  r  von  t  unabhängig  ist,    also  um  die  Berechnung  von 


(*")  ^  =  2^VX 


Sdi 


Diese  Auswertung  ist  äußerst  einfach  und  von  uns  für 
den  Fall  r>a^  auf  den  wir  uns  auch  jetzt  beschränken  können, 
schon  unter  2  bewirkt.     In  der  Tat  gaben  wir  dort  die  Aus- 

*)  Wie  mir  Herr  Lindemann  freundlichst  mitteilt,  hat  er  bei  einer 
Revision  seiner  Formeln  die  Irrtümlichkeit  des  Ausdruckes  (7)  für  gf  in- 
zwischen selbst  festgestellt.    (Zusatz  bei  der  Korrektur.) 
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rechnung  des  Integrales  (4')  für  ^  =  0  und  R  =  r;  diese  ist 
mit  der  Ausreclinung  von  (4')  identisch,  bis  auf  die  Bezeich- 
nung i^  statt  t  Wir  können  also  unsere  Formeln  1,  2,  3 
von  pag.  160  direkt  übernehmen,  wenn  wir  darin  t^  durch  t 
ersetzen.     Sie  lauten  dann: 

1.  cKr  —  a...9?  =  0, 

i 

2.  r—a<ct<r  +  a.,.<p  =  i^~-V  f(«*  -  ("-r)»)  dx, 

16  Jia*rj 


ir-a)lc 


3.  r  +  a<c^...9?  =  j— -. 


Vergleichen  wir  damit  die  Lindemannschen  Angaben  von 
pag.  253  und  254.  Die  dort  erklärten  Zeitpunkte  t  ,  t"  .  .  . 
werden  in  unserem  Spezialfälle  R  =  r-. 


a  -  r       n       r  —  a       ,„       r  -}-  a       ,y r  —  a  ^. 


X    =  ,     T     =  ,    r' 


Da  T  unter  der  Annahme  r>a  negativ  wird,  käme  der 
Fall  1  (pag.  253  unten  und  pag.  254  oben)  in  Fortfall;  die 
Integration   würde    mit  t  =  0   im   Falle  2   beginnen   und  die 

Lindemannschen  Formeln*)  ergeben: 

t 

i<r\  d.  h.  ct<r  —  a.,.(p^ -^^ r—  |  (a*  —  (er  —  r)*) rfr, 

0 

t"<  ^  <  /",  d.  h.  r  —  a<cif<r  +  ö... 

(»•-a)/c 

.  .  .  ^  =  _^'^3     [{a'  -(CT-  rY)  d T. 


*)  Die  Definitionsgleichung  für  tIV  auf  pag.  264  liefert  {a~r)lc, 
^us   dem   Zusammenhange   scheint   aber  hervorzugehen,    daß   hier   ein 
»mckfehler  vorliegt   und    diejenige    Gleichung   gemeint   ist,    aus    der 
—  a)/e  folgen  würde. 

*)  Bei  Lindemann  ist  versehentlich  &3i  statt  16^  im  Nenner  ge- 
hiiehen,  was  ich  im  Text  korrigiert  habe. 
1907.  BttsiingBb.  d.  xnath.-phyB.  Kl.  12 
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Schon  diese  Formeln  stimmen,  wie  man  sieht,  keineswegs 
mit  den  vorangestellten  Werten  unter  1  und  2  überein.  Für 
das  Weitere  versagen  aber  die  fraglichen  Formeln  vollständig. 
Denn  es  erweist  sich  t^'^  <  t"'  und  es  fehlt  eine  Vorschrift, 
wie  die  Formeln  (53  a)  und  (53  b)  in  diesem  Falle  aufzu- 
fassen sind. 

Jedenfalls  scheint  mir  dieses  einfache  Beispiel 
zu  zeigen,  daß  die  Fallunterscheidungen  bei  Linde- 
mann pag.  254  unzulänglich  und  die  Formeln  (52),  (53), 
auf  denen  alles  Weitere  beruht,  irrig  sind. 

5.  Differentiation  nach  der  oberen  Grenze. 

Ich  werde  jetzt  nur  noch  auf  diejenigen  Punkte  eingehen, 
die  Herr  Lindemann  in  §  16  zusammenstellt  und  in  denen  er 
meine  eigene  Darstellung  für  irrtümlich  hält.  Das  Zeichen  oo 
in  der  oberen  Grenze  von  (5)  ist  bei  mir  aus  o)  +  ^  entstanden, 
wobei  CO  ins  Unendliche  rücken  soll.  Herr  Lindemann  be- 
merkt pag.  322  unten,  ich  hätte  bei  der  Berechnung  der 
Kraft  $  versäumt,  in  der  oberen  Grenze  nach  t  zu  differen- 
zieren, weil  ich  dieselbe  als  konstant  (gleich  oo)  angenommen 
hätte.  Aber  der  Integrand  verschwindet  an  der  oberen  Grenze, 
wie  es  ja  auch  für  die  Konvergenz  des  Integrals  erforderlich 
ist,  und  nicht  nur  an  dieser  Grenze,  sondern  bereits  von  einem 
endlichen  Werte  der  Integrationsvariabein  ab.  Infolgedessen 
liefert  die  Differentiation  nach  t  in  der  oberen  Grenze  keinen 
Beitrag. 

Die  diesbezüglichen  Argumente  Lindemanns  sind  folgende: 
Die  unendliche  Grenze  co  -^  t  werde  im  Laufe  der  Entwicke- 
lung  bei  mir  durch  eine  endliche  Grenze  ersetzt  (nämlich  den 
soeben  genannten  Wert  der  Integrationsvariabein,  von  dem  ab 
der  Integrand  verschwindet);  diese  endliche  Grenze  sei  dann 
im  allgemeinen  eine  Funktion  von  tj  was  bei  der  Differen- 
tiation berücksichtigt  werden  müsse.  Aber  eben  jene  Grenze 
ist  ja  dadurch  definiert,  dafi  der  Integrand  hier  zu  verschwinden 
beginnt.     Infolgedessen  wird  auch  bei   dieser  Auffassung   der 
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Beitrag,   der   aus   der  Differentiation    der   oberen  Grenze  ent- 
steht, gleicli  Null. 

Der  Grund,  weshalb  beide  Auffassungen  zu  demselben  Er- 
gebnis führen  müssen,  ist  die  Stetigkeit  der  Größe  5,  als 
Funktion  der  Integrationsvariabeln  t.  (Die  Differentialquo- 
tienten  von  8  nach  r  setzen  sich  dagegen  natürlich  unstetig 
aneinander.)  Man  betrachte  die  oben  angegebenen  Werte 
5j,  S^  5^,  in  denen  nur,  da  es  sich  jetzt  nicht  wie  oben  um 
ein  ruhendes  Elektron  handelt,  r  durch  R  zu  ersetzen  ist.  Die 
fragliche  obere  Grenze,  für  die  das  Dreieck  (a,  c  t,  R)  unmög- 
lich wird,  ist  ct  =  JB  +  a;  für  diesen  Wert  wird  S^  =  0,  was 
sich  stetig  an  den  Wert  S^  =  0  anschließt;  dasselbe  gilt,  wenn 
R>a,  für  die  untere  Grenze  der  Dreiecksmöglichkeit  cr  —  R—a. 
Ist  aber  JJ  <  a,  so  lautet  diese  letztere  Grenze  er  =  a  —  R; 
jetzt  wird 


iS. 


=  ^R(a^R)  =  ^crR 

Dnd  geht  somit  stetig  in  den  oben  angegebenen  Wert  S^  über.'*) 
Übrigens    hat   Herr  Lindemann    an    einer   anderen    Stelle 

seiner  Arbeit  (pag.  269  unten)  diese  Stetigkeit  selbst  betont. 
Das  stetige  Verhalten  der  Ausdrücke  S  ist  namentlich  auch 

flir  den  folgenden  Einwand  zu  beachten. 

6.  Vertauschung  von  Differentiation  und  Integration. 

Ich  will  mich  hier  an  die  Betrachtung  des  von  Herrn 
Lindemann  vorgeschlagenen  Beispiels  anschließen.  Es  handelt 
sich  dabei  um  die  Vergleichung  der  beiden  folgenden  Integrale 
(pag.  324): 

')  Dagegen  sind  die  von  Herrn  Lindemann  angegebenen  Grenz- 
1  rtft,  welche  diese  Stetigkeit  vermissen  lassen,  Gl.  (40a)  nnd  (41a) 
p  ^.  247  nicht  korrekt;  die  hier  untergelaufenen  Bechenfehler  bestehen  bei 
(^  a)  in  der  Ausrechnung  von  <3?+^J  — <5j,  bei  (41a)  in  der  Ausrech- 

n  ng  von  ^i  —  ^s  +  ^4- 

12* 


166  Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  8.  Juni  1907. 

a  00 


und 


a  OD  . 

r'        ^  ri/     1       .X  fsmf5cosa:5  ,  1  , 


0  0 

Letzteres  hat  den  Wert 


r  =  (l  +  2a)^f, 
ersteres  ergibt  nach  Lindemann 

Das  Beispiel  ist  insofern  unglücklich  gewählt,  als  L  ohne 
weiteres  gar  keinen  Sinn  hat,  da  das  Integral  nach  $  in  Z 
für  a?  =  f  Yon  7il2  auf  0  springt.  Es  müßte  also  diese  Stelle 
ausdrücklich  von  der  Integration  ausgeschlossen  werden. 

Herr  Lindemann  bemerkt  pag.  325  oben:  Nur  für  a==  — 1 
geben  beide  Integrale  denselben  Wert.  (Wir  können  hinzu- 
fügen: Nur  in  diesem  Falle  wird  auch  der  Sprung  des  Inte- 
grals nach  s  durch  den  Faktor  a?-{-af  =  a?  —  f  aufgehoben 
und  der  nach  {  zu  differenzierende  Ausdruck  in  x  und  {  einzeln 
stetig.)  Gerade  dieser  Fall  liegt  aber  an  der  beanstandeten 
Stelle  meiner  Elektronenarbeit  vor.    Handelt  es  sich  doch  hier 

um  die  Größe  j  j  \  ^dxdy  dz  (vgl.  pag.  323  bei  Lindemann), 

welche  ebenso  wie  8  eine  stetige  Funktion  der  Variabein  f, 
nach  der  differenziert  wird,  sowie  der  Variabein  z  ist,  nach  der 
integriert  wird  (vgl.  den  Schluß  der  vorangehenden  Nummer). 
Das  Lindemannsche  Beispiel  spricht  also  nicht  gegen, 
sondern  für  mich. 

Durch  die  Stetigkeit  von  S  erledigt  sich  auch  der  Ein- 
wand, den  Herr  Lindemann  durch  die  letzte  Formel  von  pag.  323 
begründet.     Hier   wird   das   Gebiet,   in   dem   8  verschwindet, 
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unterschieden  von  demjenigen  Gebiet  (Volumenelement  rf'o)), 
in  dem  S  nicht  verschwindet.  Wegen  der  Stetigkeit  ver- 
schwindet  aber  S  auch   noch  auf  der  Begrenzung   dieses  Gre- 

bietes.     Differenzieren  wir  nun    I  I  I  ^  d'  ö>,   wie  es  der  erste 

Terin  der  [  ]  in  der  fraglichen  Gleichung  verlangt,  nach  | 
in  den  Gh-enzen  des  Raumintegrals,  so  ist  nach  der  Differen- 
tiation derjenige  Wert  von  S  einzutragen,  der  auf  der  Be- 
grenzung statthat,  d.  h.  eben  der  Wert  S  =  0.  Damit  ver- 
schwindet aber  der  soeben  genannte  Term,  der  den  Unter- 
schied der  von  Lindemann  mit  K  und  K'  bezeichneten  Inte- 
grale bedingen  würde. 

7.  Ober  die  Berechnung  des  bestimmten  Integrales  Q. 

Das  Lindemannsche  Integral  Q,  bei  mir  mit  (B)  be- 
zeichnet,^) ist  folgendermaßen  definiert: 

Q=fSßdß. 

ü 

Für  S  kommen  wieder  die  drei  Werte  Sj,  S,,  S^  in  Be- 
tracht, in  denen  wir,  um  an  die  Lindemannschen  Bezeich- 
nungen anzuknüpfen,  et  durch  ß  und  r  durch  y  ersetzen 
wollen. 

Es  sind  hier  sowohl  nach  Lindemann  wie  nach  meiner 
irüheren  Arbeit  zunächst  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  welche 
ich  durch  die  folgenden  drei  Figuren  verdeutliche: 


1.  y>2a.  0  a  2a 


-I- 


2.  2a>y>a'  0  (y-öt)     a  y       2a 


-I— 


"".  a>y'  0  (a-y)  y       a  2a 

1.  Da  )3  bei  der  Integration  auf  die  Werte  0<  ß<a  be- 
^hränkt   ist,   ist   in   diesem   ersten  Falle  dauernd  y  >  a  +  ^, 

^)  ^£rl*  n^eine  Note  II  in  den  Gottinger  Nachrichten,  pag.  390. 
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das  Dreieck  (a,  /3,  /)  also  unmöglich.  Da  außerdem  a  nicht 
die  größte  dieser  drei  Zahlen  darstellt,  so  gilt  für  das  ganze 
Integrationsgebiet  5  =s  fif,  =  0  und  es  wird 

(7)  ß  =  0 

in  Übereinstimmung  mit  61.  (232)  von  Herrn  Lindemann. 

2.  Für  diejenigen  Werte  von  ß,  welche  kleiner  ab  y  —  a 
sind,  ist  das  Dreieck  (a,  ß,  y)  wieder  unmöglich  und  S=  Sg  =  0. 
Es  sind  also  bei  der  Integration  nur  die  Werte  y—  a<.ß<a 
zu  berücksichtigen,  die  in  der  Figur  durch  eine  verstärkte 
Linie  markiert  sind.  Hier  gilt,  da  das  Dreieck  (a,  ß,  y)  mög- 
lich wird,  5  =  5,  und  es  wird 

a 

(8)  ö  =  |J(a»-(^-y)*)/?d/?. 

Herr  Lindemann  schreibt  (s.  seine  Gl.  (233))  in  der  unteren 
Grenze  y/2  statt  y — a.  Dies  ist  nach  Fig.  2  offenbar  ein 
Irrtum.    Aus  (8)  ergibt  sich  der  von  mir  früher  gefundene  Wert 

(9)  ^  -  8- (1«'^ -«•''* +  S) 
statt  des  von  Lindemann  angegebenen:^) 

00)  fi  =  j(«'  +  |..,-|.','-^.'). 

Eine  Probe  auf  die  Richtigkeit  meines  und  die  Unrichtig- 
keit des  Lindemannschen  Ausdruckes  liefert  der  besondere  Wert 
y  =  2a,  der  die  Grenze  des  Falles  1  und  2  bildet. 

Hierfür  ergibt  meine  Formel  (9)  den  Wert 


'^-i-'d-^+s)'«. 


der  sich  stetig  an  (7)  anschließt,  die  Lindemannsche  Formel  (10) 
dagegen 


*)  Herr  Lindemann  schreibt  versehentlich  +i;;?'*  statt  —  ttj 


_,.4 
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ISTra* 


8    V4       3       2       ij 


48 


dies  ist  unmöglich,  da  Q  sicher  stetig  von  y  abhängt. 

3.  Im  dritten  Falle  ist  das  Dreieck  (a,  ß,  y)  unmöglich, 
solange  /J  <  a  —  y.     Da  aber  jetzt  a  größer  als  ß  und  y,  gilt 

nicht  mehr    5  =  5,  =«0,    sondern    S  =  S,  =  ^  )5y.     Dieses 

Inieryall  ist  in  Fig.  3  durch  einen  Doppelstrich  hervorgehoben. 
In  dem  Best  des  Integrationsintervalles  a  —  y<ß  <aj  der 
wieder  durch  einen  einfachen  Strich  markiert  ist,  wird  die 
Dreiecksbildung  möglich  und  daher  S  =  Sy  Der  Wert  von  ß 
lautet  daher  jetzt: 

(11)  Q=^^jß»Ydß-\-^jia^-(ß-Y)*)ßdß. 

0  a  — y 

Herr  Lindemann  gibt  statt  dessen  den  folgenden  Wert  an : 
r  «-y 

rß  r 

(12) 

Der  Vergleich  mit  Fig.  3  zeigt  unmittelbar,  daß 
hier  das  erste  Integral  fortfallen  muß,  und  daß  im 
zweiten  die  untere  Örenze  durch  0  zu  ersetzen  ist. 

Die  Ausrechnung  von  (11)  liefert,  wie  ich  früher  ange- 
geben habe,  wieder  den  Wert  (9),  so  daß  insbesondere  für  die 
örenze  zwischen  2  und  3,  d.  h.  für  den  Wert  y  =  a,  wieder 
ein  stetiger  Anschluß  der  beiden  Intervalle  aneinander  statt- 
findet. 

Die  Ausrechnung  von  (12)  ist  bei  Herrn  Lindemann  nicht 
ganz  richtig  durchgeführt,   indem  das  erste  Integral  nicht 
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^    67 


u4 


8  192  ^ 
sondern 

8  V    8  192  ^  j 

liefert.  Man  überzeugt  sich  sehr  leicht,  daß  auch  nach  Be- 
richtigung des  letztgenannten  Versehens  der  Lindemannsche 
Wert  (12)  von  Q  die  Probe  auf  seinen  stetigen  Anschluß  an 
das  Intervall  2  nicht  aushält. 

Ich  will  nur  noch  auf  die  Bemerkung  von  pag.  328  ein- 
gehen, daß  bei  der  vorstehend  erörterten  Berechnung  von  ß 
in  dem  Intervall  Q<  ß<yß  nicht  die  Gl.  (40)  von  Lindemann 
(d.  h.  /S  =  Sj),  sondern  die  Gl.  (42)  (d.  h.  5=0)  anzuwenden 
sei.  Letzteres  steht  in  direktem  Gegensatz  zu  den  ziisammen- 
fassenden  Bemerkungen  Lindemanns  auf  pag.  248,  welche  sich 
mit  der  oben  angegebenen  Wertbestimmung  von  pag.  157 
decken.  Denn  wenn  ß  <  y\2  und  wie  im  vorliegenden  Falle  3, 
y  <a  ist,  so  bedeutet  a  jedenfalls  die  größte  der  drei  Zahlen 
a,  )8,  y  während  nach  den  Lindemannschen  Gleichungen  (42) 
und  (45)  5=0  nur  statthat,  wenn  a  (oder  wie  es  pag.  248 
heißt  a)  nicht  die  größte  jener  drei  Zahlen  ist. 

Hiernach  werden  auch  die  folgenden  Einwände,  die  sich 
auf  meine  Berechnung  des  an  ii  anschließenden  Integrales  Q 
beziehen,  gegenstandslos. 

8.  Über  meine  vereinfachte  Behandlung  der  Eleictronenbewegung 
in  den  Sitzungsberichten  der  Amsterdamer  Akademie. 

Zu  dieser  bemerkt  Herr  Lindemann:  »Weshalb  nach  t 
zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  integriert  wird,  geht  aus  der 
a.  a.  0.  gegebenen  neueren  Darstellung  nicht  hervor.*  Dem- 
gegenüber möchte  ich  hervorheben :  Im  Anschluß  an  die  Green- 
schen  Methoden  hatte  ich  eine  aus  der  Differentialgleichung 
des  Problems  folgende  Identität  über  den  unendlichen  Raum 
(mit  Ausschluß  der  Unstetigkeitsstelle)  zu  erstrecken;  ich  hatte 
sodann,  im  Anschluß  an  Kirchhofis  Behandlung  der  optischen 
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Probleme,  eine  Integration  nach  der  Zeit  hinzuzufügen.  Die 
Grenzen  dieser  Integration  können  an  sich  beliebig  festgesetzt 
werden,  ohne  daß  die  Identität  zu  gelten  aufhört.  Um  aber 
zu  einem  einfachen  Ergebnis  und  zur  Ableitung  übersicht- 
licher physikalischer  Tatsachen  zu  gelangen,  wird  man  diese 
Grrenzen  passend  zu  wählen  haben.  So  gut  wie  die  Baum- 
integration über  den  unendlichen  Raum,  darf  die  Zeitintegration 
über  die  unendliche  Zeitskala,  d.  h.  in  der  Variabeln  r  über 
die  ganze  Vergangenheit  von  t  =*  0  bis  t=:  oo  erstreckt  werden. 
Einer  Rechtfertigung  für  dieses  Verfahren  bedarf  es  nicht. 
Wollte  man  die  Zeitintegration  nur  von  r  =  0  bis  t  =  ^  er- 
strecken, was  zwar  möglich,  aber  unvorteilhaft  wäre,  so  würden 
?on  der  oberen  Grenze  herrührende  Zusatzglieder  auftreten, 
welche  die  physikalische  Bedeutung  des  Ergebnisses  verschleiern 
und  die  beabsichtigte  explizite  Berechnung  von  (p  unmöglich 
machen  würden. 

Zusammenfassend  glaube  ich  versichern  zu  können,  daß 
die  Elektronentheorie  durch  die  Lindemannsche  [Jntersuchung 
in  keiner  Weise  erschüttert  ist. 
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1.  Herr  Richard  Hebtwig  liält  einen  Vortrag  über  seine 
Untersuchungen  über  das  Sexualitäts-Problem.  Die- 
selben werden  anderweit  yeröfPentlicht. 

Derselbe  berichtet  über  experimentelle,  an  Froscheiern 
angestellte  Untersuchungen.  Bei  denselben  hat  sich  heraus- 
gestellt, daß  Froschlarren,  welche  aus  überreifen  Eiern  ge- 
züchtet worden  waren,  in  der  Intensität  des  Wachstumes  und 
der  Schnelligkeit  der  Entwickelung  normal  entwickelten  Larven 
weit  überlegen  sind.  Auch  ist  das  Sexualitätsverhältnis  bei 
Kern  von  verschiedener  Reife  ein  verschiedenes.  Ferner  hat 
es  sich  herausgestellt,  dafi  der  Samen  auf  die  Wachstumsweise 
der  Eier  und  das  Geschlecht  der  aus  ihnen  hervorgehenden 
Larven  einen  grofien  Einfluß  ausübt. 

2.  Herr  Febdikanb  Lindemann  überreicht  einen  Aufsatz 
von  Herrn  Dr.  Franz  Thalreiteb:  , Flächen  eines  dreifach 
unendlichen  linearen  Systems,  welche  mit  einer  ge- 
gebenen algebraischen  Raumkurve  eine  Berührung 
3.  Ordnung  eingehen.^ 

3.  Herr  Fbbdinand  Lindbmann  bringt  den  für  die  Denk- 
schriften bestimmten  H.  Teil  seiner  Untersuchung:  »Über  die 
Bewegung   der  Elektronen  (stationäre  Bewegungen)." 

Die  im  ersten  Teil  gegebenen  Entwickelungen  fahrten  zu 
Resultaten,  die  von  den  bisher  angenommenen  wesentlich  ver- 
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schieden   sind.      Die    von   Abraham   und    anderen   aufgestellten 
Formeln   nämlich   gehen   von   der    Vorstellung   aus,    daß    das 
elektromagnetische  Feld  sich  nach  unendlich  langer  Zeit  einem 
stationären  (von  der  Zeit  unabhängigen)  Zustande  nähert,  und 
daß   es    gestattet   ist,    aus   diesem  Zustande  des  Feldes    durch 
Integration    über    die   Eörperelemente   auf   die    resultierenden 
Kräfte  zu  schließen.    Wenn  man  aber  Grenzwerte  für  eine  un- 
endlich  lange  Zeit  untersuchen  will,    so   sollte   man    erst    die 
ganze  Betrachtung  (auch  die  Integrationen)  für  eine  endliche 
Zeit   ausführen,   und   dann    den   Grenzprozeß   vornehmen.      In 
vielen  FäUen  ist  es  allerdings  gleichgültig,  in  welcher  Reihen- 
folge  man   die  verschiedenen  Operationen  vornimmt;   bei  dem 
vorliegendem   Probleme    aber    tritt   die   Notwendigkeit    heran, 
die  vorgeschriebene  Reihenfolge   genau  einzuhalten;    denn  da- 
durch ergeben  sich  eben  die  von  den  früheren  Resultaten  ab- 
weichenden    Gleichungen.      Die    Rechnungen    des    Verfassers 
wurden   durch  Herrn  Schott   in  Bonn   nachgeprüft,   und   der- 
selbe hat  gefunden,    daß  bei  Auswertung   der  auf  das  skalare 
Potential  bezüglichen  Fonneln  ein  rechnerisches  Versehen  vor- 
gekommen   ist.     Dadurch   werden  zwar   nicht  die  allgemeinen 
Überlegungen,  aber  einzelne  Resultate  beeinflußt.    Insbesondere 
ergibt  sich  nunmehr,  daß  bei  gleichförmiger  Bewegung  die  vom 
Elektron   auf  sich    selbst  ausgeübte  Kraft   nach  Ablauf   einer 
gewissen  Zeit  genau  gleich  Null  wird,  wie  es  sonst  angegeben 
wurde.     Aber  das  Resultat   wird   dadurch    erreicht,   daß   zwei 
Integrale,  die  wesentlich  von  Null  verschieden  sind,  sich  gegen- 
seitig aufheben,   während  nach  den  bisherigen  Theorien  jedes 
einzelne  dieser  Integrale  (d.  h.  die  Wirkung  des  skalaren  und 
diejenige   des  Vektor-Potentials)  je   für  sich  gleich  Null   sein 
müßte.     Der  Verfasser   findet   für   eine   allerdings   kurze  An- 
fangszeit eine  Kraft,  die  für  kleine  Geschwindigkeiten  sehr  be- 
trächtlich werden  kann,    so   daß    man  sich   kaum   vorzustellen 
vermag,  wie  eine  stationäre  kräftefreie  Bewegung  je  zustande 
kommen  könnte.    Hierin  liegt  auch  eine  wesentliche  Schwierig- 
keit   für    die    versuchte    elektromagnetische   Begründung    der 
materiellen  Mechanik.    Auf  die  von  Sommerfeld  in  einer  Arbeit, 
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welche  in  der  letzten  Sitzung  der  Akademie  vorgelegt  wurde, 
erhobenen  Einwände  wird  in  einer  besonderen  (unten  auf  S.  177 
folgenden)  Abhandlung  eingegangen,  in  der  diese  Einwände 
widerlegt  werden. 

4.  Herr  W^helm  Konrad  Röntgen  legte  vor  eine  Experi- 
mentaluntersuchung  des  Assistenten  am  Physikalischen  Institut 
der  Universitäfc  Dr.  Peter  Paul  Koch:   ^Über  die  Abhängig- 

keit  des  Verhältnisses  der  spezifischen  Wärme  tt^  =  Ä; 

in  trockener  kohlensäurefreier  atmosphärischer  Luft 
von  Druck  und  Temperatur." 

Die  mit  bedeutenden  experimentellen  Hilfsmitteln  unter- 
nommene, auf  möglichste  Präzision  angelegte  Untersuchung 
bestimmt  in  ihrem  ersten  Hauptteil  die  Schallgeschwindigkeit 
in  Luft  bei  Drucken  bis  200  Atmosphären  und  den  Tempera- 
turen 0®  und  —  79**  C. ,  im  zweiten  Hauptteil  die  Isothermen 
der  Luft  unter  denselben  Bedingungen  von  Druck  und  Tem- 
peratur. Die  Verknüpfung  der  Resultate  beider  Hauptteile 
zeigt,  dai  das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärmen  für  —  79®  sin 
Maximum  im  Werte  von  2.44  erreicht,  bei  rund  150  Atmo- 
sphären Druck,  während  für  0°  bei  Drucken  bis  200  Atmo- 
sphären ein  Maximum  noch  nicht  erreicht  ist.  Diese  Ergeb- 
nisse stimmen  qualitativ  gut  überein  mit  dem,  was  bisher  von 
den  thermodynamischen  Eigenschaften  reeller  Gase  bekannt  ist. 

5.  Herr  Richard  Hertwio  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Dr.  Karl  Parrot:  „Beiträge  zur  Ornithologie  Sumatras 
und  der  Insel  Bangka*  vor.  Dieselbe  ist  für  die  Denk- 
schriften bestimmt. 

Die  Arbeit  behandelt  die  Vögel,  welche  von  den  Herren 
Hofrat  Hagen  und  Hofrat  Martin  auf  den  Sunda-Inseln  ge- 
sammelt und  der  Staatssammlung  geschenkt  worden  sind,  gibt 
zugleich  aber  auch  eine  vergleichende  Untersuchung  der  schon 
Yor  längerer  Zeit  von   der  Staatssammlung  erworbenen  suma- 
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tranischen  Vögel,  so  daß  im  ganzen  154  Arten  Berücksichtigung 
finden  konnten.  Der  Verfasser  gelangt  hinsichtlich  der  Zu- 
sammensetzung der  Ayifauna  welche  in  engem  Konnex  mit  der 
Entstehung  des  malajischen  Archipels  steht,  zu  interessanten 
und  zum  Teil  neuen  Resultaten.  Die  Beziehungen  zu  den 
Nachbarinseln  Java,  Bomeo  etc.  werden  ausführlich  abge- 
handelt und  hier  auf  die  bezeichnende  Tatsache  hingewiesen, 
daß  die  geologisch  anders  geartete  Insel  Bangka  manche  Formen 
aufweist,  die  nur  auf  Bomeo  heimisch  sind,  während  dieselben 
dem  unmittelbar  benachbarten  Sumatra  fehlen.  Eine  Anzahl 
Vogelformen,  die  bisher  noch  nicht  genügend  unterschieden 
worden  waren,  werden  neu  benannt,  darunter  namentlich  solche 
aus  dem  Tiefland  von  Deli,  das  durch  einen  besonderen  Charakter 
seiner  Vogelwelt  —  es  ist  eine  Neigung  zu  zwerghaftem  Wuchs 
bei  vielen  Individuen  unverkennbar  —  ausgezeichnet  erscheint. 
Auch  aus  Bangka   werden   mehrere  neue  Formen  beschrieben. 
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Zur  Elektronentheorie. 

Von  F.  lindemann. 

{EingAi^m  6.  ÄtiffuBl.) 

In  einer  Arbeit  des  Herrn  Sommerfeld,  welche  Herr 
Röntgen  in  der  Sitzung  vom  8.  Juni  der  mathematisch- 
physikalischen  Klasse  vorlegte  (vgl.  oben  S.  155  flf.),  sind  ver- 
schiedene Einwände  gegen  meine  Behandlung  der  Elektronen- 
theorie ^)  erhoben  worden,  indem  der  Verfasser  die  von  mir 
gegen  seine  Darstellung  der  Theorie  geltend  gemachten  Be- 
denken zu  entkräften  sucht.  Im  folgenden  werden  diese  Ein- 
wände des  Herrn  Sommerfeld  als  unbegründet  nachgewiesen; 
zugleich  nehme  ich  Gelegenheit,  einige  Bedenken,  die  ich  in 
§  16  meiner  Abhandlung  ausgesprochen  hatte,  ausführlicher  zu 
begründen,  als  ich  es  damals  für  nötig  hielt. 

In  erster  Linie  kommt  es  auf  die  unten  in  §  8  gegebenen 
Ausführungen  an,  in  denen  gezeigt  wird,  daß  Herr  Sommer- 
feld seinen  Rechnungen  eine  Potentialfiunktion  zu  Grunde  legt, 
die  im  Innern  des  bewegten  Elektrons  der  geforderten  par- 
tiellen Differentialgleichung  nicht  genügt.  Es  dürfte  demnach 
eigentlich  überflüssig  sein,  über  die  anderen  Punkte  zu  dis- 
kutieren; doch  ist  dies  immerhin  nützlich,  um  Mißverständ- 
nissen zu  begegnen. 

Nur  in  einem  Punkte  kann  ich  Herrn  Sommerfeld  recht- 
geben,  nämlich  in  Betreff  der  Auswertung  eines  bestimmten 


*)  Über  die  Bewegung  der  Elektronen,  I.  Teil,  die  translatorische 
Bewegung,  Abhandinngen  der  K.  Bayer.  Akad.  d.  Wiss.,  II.  Kl.,  Bd.  28, 
1907;  eine  Fortaetznng  dieser  Abhandlung  ist  gegenwärtig  im  Drucke 
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Integrals  (vgl.  unten  §  7);  dieses  Integral  wird  indessen  in 
meiner  Abhandlung  überhaupt  nicht  benutzt;  die  Frage  der 
Auswertung  ist  daher  eine  nebensächliche;  es  wird  von  Herrn 
Sommerfeld  gezeigt,  daß  an  dieser  Stelle,  wo  ich  einen 
Irrtum  in  seiner  Arbeit  vermutete,  ein  solcher  nicht  vorliegt. 
Die  Anordnung  des  Stoffes  entspricht  genau  derjenigen, 
welche  Herr  Sommerfeld  seinem  Au&atz  zu  Grunde  legt; 
und  dementsprechend  sind  die  Überschriften  der  Paragraphen 
gewählt. 

§  I.    Berechnung  des  skalaren  Potentials. 

Zuerst  hebt  Herr  Sommerfeld  hervor,  daä  die  von  mir 
(zur  Erleichterung  der  mathematischen  Entwicklung)  gestellten 

Anfangsbedingungen  99  =  0  und  — y  =  0  für  ^  =  0  den  physi- 

kaiischen  Bedingungen  des  Problems  nicht  entsprechen;  dieser 
Einwurf  ist  gesperrt  gedruckt,  so  daß  ihm  also  besonderes 
Gewicht  beigelegt  wird.  Trotzdem  ist  er  nur  eine  Wieder- 
holung dessen,  was  ich  selbst  gesagt  habe;  ich  habe  selbst 
betont,  daß  der  von  mir  verlangte  Anfangszustand  den  Be- 
dingungen der  Elektronentheorie  nicht  entspricht,  vgl.  den 
Schluß  von  §  3  und  den  Anfang  von  §  15.  Wenn  also  für 
^  =  0  das  elektrostatische  Potential  resultieren  soll,  und  wenn 
Herr  Sommerfeld  die  betreffenden  Formeln  meiner  Abhand- 
lung zur  Eontrolle  benützen  wollte,  so  hätte  er  ausschließlich 
die  von  §  15^)  und  nicht  die  von  §  8  anwenden  müssen  (vgl 
unten  §  2).  Daß  letztere  den  Wert  Null  geben,  entspricht  der 
von  mir  gestellten  Anfangsbedingung  und  ist  höchstens  eine 
Kontrolle  für  die  Richtigkeit  der  Lösung,  nicht  gegen  dieselbe. 
Überhaupt  kann  man  eine  Unrichtigkeit  nicht  durch  irgend- 
welche angebliche  Konsequenzen  nachweisen,  sondern  nur  durch 
direkte  Angabe  darüber,  wo  der  Fehler  der  mathematischen 
Entwicklung  liegt,  wie  ich  es  für  die  Sommerfeldschen 
Formeln  in  §  16  meiner  Arbeit  getan  habe. 

^)  Diese  sind  inzwischen  in  der  oben  erwähnten  Fortsetzung  meiner 
Abhandlung  weiter  entwickelt. 
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Nach   der   Darstellung    des   Herrn  Sommerfeld  könnte 
man  allerdings  glauben,  daß  ich  selbst  behauptet  hätte,  meine 

in  Gleichung  (34)  gegebene  Lösung 

t 

0 

mfisse  für  f  ^=  0  in  das  elektrostatische  Potential  übergehen ; 
er  zitiert  dafQr  einen  Satz  aus  dem  Beginne  meiner  Arbeit, 
▼0  die  Differentialgleichungen  für  die  Potentiale  (p  und  3(  an- 
gegeben werden: 

(p  —  c^  A^tp  =  c*^, 

Ä,  — cM»a.  =  ^cox, 

%  —  c'^A^m^  =  QCt>gj 

Hier  fügte  ich  hinzu:  ,In  ruhendem  Zustande  geht  das  skalare 
Potential  <p  in  das  elektrostatische  Potential  über'';  das  gilt 
für  alle  Anfangsbedingungen,  denn  diese  Bemerkung  bezieht 
sich  nur  auf  die  Form  der  Differentialgleichung,  da  in  diesem 
Stadium  der  Untersuchung  von  etwas  anderem  noch  gar  nicht 
die  Rede  war.  Der  weitere  Zusatz  „das  Vectorpotential  21  geht 
in  das  magnetische  Potential  über**,  den  Herr  Sommerfeld 
beanstandet,  ist  allerdings  ungeschickt;  er  soll  sich  auch  nur 
auf  die  Form  der  Differentialgleichung  beziehen  und  lautet 
besser:  ,das  Vectorpotential  31  bezieht  sich  auf  die  durch  Bewe- 
gung des  elektrischen  Teilchens  erzeugten  magnetischen  Kräfte." 
Bei  jedem  Probleme,  das  mathematische  Schwierigkeiten 
bietet,  ist  es  nicht  nur  erlaubt,  sondern  notwendig,  zunächst 
solche  Beschränkungen  zu  machen,  daß  die  mathematische 
Behandlung  vereinfacht  wird,  gleichgültig  ob  man  dabei  die 
ursprünglichen  physikalischen  Bedingungen  verläßt  oder  nicht, 
wenn  man  nur  in  der  Lage  ist,  das  mathematisch  ein- 
fachere Problem  nachträglich  als  Grundlage  für  das 
ursprüngliche  physikalische  Problem  zu  benützen. 
Wie  letzteres  aber  zu  geschehen  hat,  habe  ich  in  §  15  meiner 
Abhandlung  (und,  für  besondere  Fälle,  in  der  demnächst  er- 
scheinenden) Fortsetzung  ausführlich  gezeigt. 

1907.  Siteimfsb.  d.  iaAth.-Fl>7a*  KL  13 
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§  2.    Die  ergänzende  Betrachtung  über  den  Anfangszustand 
in  §  15  meiner  Arbeit. 

Herr  Sommerfeld  behauptet:  „die  folgenden  ergänzenden 
Betrachtungen  verfehlen  nun  aber  ihr  Ziel  (nämlich  das  bisher 
behandelte  Problem  den  physikalischen  Bedingungen  anzu- 
passen), wie  ich  der  Kürze  halber  sogleich  an  dem  Schlufi- 
ergebnis  zeigen  will*. 

Es  handelt  sich  um  das  Beispiel  der  Bewegung  mit  kon- 
stanter Unterlichtgeschwindigkeit  v;  hier  gilt  nach  meinen 
Entwicklungen  die  Formel: 

0 

wenn : 

2a 


^0  = 

i,  V 

gesetzt  wird,  indem  Iq  nach  meinen  Angaben  (a.a.O.  S.  311) 
so  zu  bestimmen  ist,  „daß  die  vor  Beginn  der  Bewegung 
vom  Elektron  ausgehenden  Kraftwirkungen  volle  Be^ 
rticksichtigung  finden."  Diese  Wirkungen  sind  elektro- 
statischer Natur,  und  somit  folgert  Herr  Sommerfeld,  daß 
der  Ausdruck  (2)  fiir  ^  =  0  in  allen  Punkten  des  Raumes  in 
das  elektrostatische  Potential  tibergehen  müsse;  diese  Folgerung 
ist  unrichtig;  der  Ausdruck  (2)  soll  das  Potential  <p  zufolge 
seiner  Ableitung  in  denjenigen  Punkten  des  Baumes  darstellen, 
in  welchen  sich  das  Elektron  zurzeit  befindet;  denn  nur  so  ist 
die  örö&e  t^  von  mir  bestimmt.  Zur  Zeit  t^^sQ  befindet  sich 
aber  das  Elektron  in  der  Ruhelage;  also  nur  für  12  <  a  (wenn  B 
die  Entfernung  eines  Punktes  im  Innern  des  Elektrons  von 
dem  Punkte  bezeichnet,  wo  sich  zur  Zeit  ^  =  0  der  Mittelpunkt 
des  Elektrons  befand)  muß  die  Funktion  (p  nach  meiner  Theorie 
mit  dem  bekannten  elektrostatischen  Potentiale  übereinstimmen : 
welche  Werte  sie  für  B>a^  ^  =  0  hat,  ist  für  meine  Theorie 
(und  für  das  gestellte  physikalische  Problem)  ganz  gleichgültig. 
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Um  nun  den  fragliclien  Wert  für  JR<a  zu  berecliDen, 
hat  man  die  Gleichung  (52  b)  in  §  6  meiner  Arbeit  anzuwenden, 
in  der: 

.      ö  — ^ 

m  wählen  ist;  dann  wird: 


■=^(<'.=^) 


0  T' 

und  dies  ist  der  bekannte  Wert  des  Potentials  der  Kugel  auf 
einen  innern  Punkt. 

Für  einen  äufiern  Punkt  muß  meine  Formel  noch  den 
Qbbchen  Wert  fQr  alle  diejenigen  Punkte  ergeben,  bis  zu 
welchen  sich  die  von  den  Punkten  des  ruhenden  Elektrons 
ausgehende  elektrische  Erregung  im  Laufe  der  Zeit  t^  hat  fort- 
pflanzen können,  d.  h.  für  alle  Punkte  im  Innern  einer  Kugel, 
deren  Radius  B^  durch  die  Gleichung: 

a  +  R,  =  ct,  =  -^---^ 

bestimmt  wird;  es  ist  also: 

^       c  —V 

Für  die  Punkte  im  Innern  dieser  Kugel  ergibt  aber  meine 
Formel,  wie  Herr  Sommerfeld  berechnet  (vgl.  oben  S.  160), 
in  der  Tat  den  richtigen  Wert: 


9?  = 


Um  diese  Kugel  legt  sich  eine  Schale,  innerhalb  welcher 
nur  ein  Teü  der  vom  Elektron  ausgegangenen  Wirkung  zur 
Geltung  kommt;  man  hat  um  eiben  Punkt  dieser  Schale  mit 
dem  Radius  R^  eine  Kugel   zu   beschreiben,   welche   aus  der 

13» 
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ruhenden  Kugel  des  Elektrons  ein  Gebiet  ausschneidet.  Die 
Wirkung  dieses  Gebietes  wird  durch  meine  Formel,  d.  h.  hier 
durch  den  Potentialwert  (vgl.  Sommerfeld  oben  S.  160): 

h 


''^reSlBjt«*-^"-^)^''^'  -^" 


c 


dargestellt.     Endlich  außerhalb  dieser  Schale,   d.  h.  außerhalb 
einer  Kugel  mit  dem  Radius: 


^=(^+S)« 


muß  9?  =  0  werden,  wie  es  a.  a.  0.  berechnet  ist;  denn  bis 
zu  einem  solchen  Punkte  hat  sich  von  keiner  Stelle  im  Inneren 
des  Elektrons  aus  die  elektrische  Wirkung  während  der  Zeit  t^ 
verbreiten  können.  Bei  richtiger  Anwendung  gibt  daher 
die  von  mir  aufgestellte  Formel  auch  richtige  Re- 
sultate. Die  Bemerkung  des  Henn  Sommerfeld,  nach 
welcher  meine  „in  Rede  stehenden  ergänzenden  Betrachtungen 
bei  richtiger  Durchflihrung  auf  seine  Formeln  hätten  führen 
müssen,  in  der  vorliegenden  Fassung  aber  in  sich  widerspre- 
chend sind",  entbehrt  hiernach  der  Begründung. 

In  einer  Note  unter  dem  Texte  sagt  Herr  Sommerfeld 
femer:  „Daß  die  Größe  Iq  und  damit  die  Potentialverteilung 
zur  Zeit  ^  =  0  von  dem  Charakter  der  nachfolgenden  Be- 
wegung abhängen  soll,  ist  an  sich  kaum  verständlich."  Hierbei 
hat  derselbe  nicht  beachtet,  wie  die  Variable  t  (die  er  in  seiner 
Arbeit  doch  in  ganz  gleicher  Weise  benutzt)  definiert  ist;  sie 
mißt  die  Zeit  von  der  jeweiligen  Lage  des  Elektrons  aus  nach 
rückwärts.  Die  Zeit  von  r  =  t  bis  1  =  ^  +  ^^  bezieht  sich 
also  auf  die  vor  der  Zeit  ^  =  0  entstandene  Potentialverteilung; 
für  den  Zeitpunkt  ^  =  0  gibt  also  das  InteiTall  von  r  ==  0  bis 
T  =  ^Q  die  durch  die  Ruhelage  vor  Beginn  der  Bewegung  be- 
dingte Potentialverteilung;  von  einem  Einflüsse  der  nach- 
folgenden Bewegung  kann  bei  meinen  Formeln  keine  Rede  sein. 
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§  3.  Zahlenbeispiel. 

Infolge  eines  Versehens  bei  Auswertung  des  von  mir  mit 
$2  bezeichneten  Integrales  sind  die  entsprechenden  Formeln 
in  der  Weise  zu  revidieren,  wie  es  im  zweiten  Teile  meiner 
Abhandlung  inzwischen  geschehen  ist  (vgl.  oben  S.  171),  was 
ich  in  der  Junisitzung  (in  der  Herr  Röntgen  die  Sommer- 
feld sehe  Arbeit  vorlegte)  der  Akademie  bereits  mitteilte;  das 
Ton  Herrn  Sommerfeld  berechnete  Zahlenbeispiel  sagt  also 
nichts  gegen  die  Richtigkeit  meiner  Methode. 

§  4.    Die  Ausrechnung  von  <p  in  %  6  meiner  Arbeit. 

Herr  Sommerfeld  stellt  sich  die  Aufgabe,  das  oben  in 
(1)  gegebene  Potential  q)  für  den  Fall  zu  berechnen,  daß  das 
Elektron  auch  nach  der  Zeit  ^  =  0  dauernd  in  Ruhe  bleibt, 
und  zwar  auf  Grund  meiner  Formeln.  Hier  ist  f  =  0,  t]  =  0» 
>  =  0,  also : 

iP  =  a;*  +  y*  +  ^\ 

und  22  unabhängig  von  t;  es  wird  also  nach  (1): 

t 

0 

wo  S  ein  Integral  bedeutet,  welches  den  folgenden  Bedingungen 
genügt;  es  ist: 

(3)  S  =  —  [a*  —  {cT  —  22)*] ,    wenn    sich    aus    den    Strecken 

o 

a,  CT  und  22  ein  Dreieck  bilden  läßt, 

(4)  S=  — (jt22,  wenn  ein  solches  Dreieck  nicht  möglich  ist, 

weil  a>(?T  +  22, 

(5)  S  =  0,  wenn  das  Dreieck  unmöglich  ist,  weil  a<ct  —  22 

bzw.  a  <22  —  CT. 

Herr  Sommerfeld  beschränkt  seine  Rechnung  ausdrücklich 
auf  das  Äußere  der  Kugel  22  =8  a  (also  22  >  a). 
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Nach  Seite  253  meiner  Arbeit  haben  wir  zunächst  die 
folgenden  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  ct<,a,  U.  ct> a. 

Im  Falle  I.  ist  auch  stets  ct  <  a;  femer  wird  B>  a  vor- 
ausgesetzt;  wir  haben  also  das  Zeitintervall  in  zwei  Teile  zu 

zerlegen : 

1.  cxKR  —  a 

2.  CT>Ii  —  a; 

im   ersteren  Intervalle  ist  /S  =  0  nach  (5),   im   anderen   ist  S 
durch  (3)  bestimmt;  und  wir  erhalten: 

^  =  0  für  ct<R  —  a 

i 

m=:_^l^-  fra»  — (er  — i?)»]dT  für  B  —  a<ct<a. 

Das  sind  aber  ganz  dieselben  Formeln,  welche  Herr 
Sommerfeld  für  das  Intervall  ct<a  als  die  richtigen  an- 
gibt. Aus  meinen  Formeln  leitet  er  unrichtige  Resultate  ab, 
indem  er  sogleich  für  kleine  Werte  von  t  meine  Gleichung 
(53)  anwendet,  während  dieselbe,  wie  ich  a.  a.  0.  ausdrücklich 
bemerkt  habe,  nur  für  cx>  a  in  Betracht  kommt.  Ebenso 
geben  meine  Formeln  auch  im  folgenden  das  Richtige;  und 
die  Behauptung  des  Herrn  Sommerfeld,  daß  .meine  Formeln 
(52)  und  (53),  auf  denen  alles  weitere  beruht,  irrig  sind*,  ist 
unzutreffend.  Sie  geben  selbstredend  etwas  unrichtiges,  wenn 
man  sie  auf  Fälle  anwendet,  für  die  sie  ausdrücklich  nicht 
bestimmt  sind. 

Mit  der  Angabe,  daß  «auf  diesen  Formeln  alles  weitere 
beruhe",  befindet  sich  Herr  Sommerfeld  überdies  im  Irrturae; 
der  Inhalt  von  §  6  könnte,  abgesehen  von  der  ersten  Seite 
(nämlich  S.  253),  ganz  gestrichen  werden,  ohne  am  folgenden 
etwas  zu  ändern;  er  zeigt  nur  und  soll  nur  zeigen,  daß  man 
bei  dieser  direkten  Behandlung  des  Problems  auf  Schwierig- 
keiten stößt,  und  daß  deshalb  (vgl.  den  Schluß  von  §  6)  ein 
anderer  Weg  eingeschlagen  werden  muß.    Auch  im  folgenden 


r 
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(ygl.  S.  259)  ist  hervorgehoben  worden,  dafi  die  in  §  6  ein- 
geffihrten  Hülfsgrößen  t',  i",  t'"  .  .  .  .  bei  Ausführung  der 
räumlichen  Integrationen  nicht  weiter  in  Betracht  kommen. 
Selbstverständlich  ist,  daß  die  Bestimmung  dieser  Ghrößen 
nicht  alle  möglichen  Fälle  einzeln  umfaßt;  das  brauchte  nicht 
besonders  gesagt  zu  werden,  denn  wegen  des  Eingehens  der 
willkürlichen  Funktionen  in  die  Rechnung  wäre  es  ein  unsinniges 
unternehmen,  alle  Möglichkeiten  erschöpfen  zu  wollen;  es  konnte 
sich  nur  darum  handeln,  ein  im  allgemeinen  brauchbares  Schema 
aufzustellen  und  daran  die  Methode  zu  erläutern,  wie  das  im 
folgenden  auch  wiederholt  hervorgehoben  wurde  (vgl.  die  An- 
merkung auf  S.  262  und  den  Schluß  von  §  7  sowie  S.  284). 
Zu  Beginn  von  §  6  formuliere  ich  überdies  die  zu  behandelnde 
Aufgabe  dahin,  daß  zu  verfolgen  ist,  wie  das  Elektron  allmählich 
sich  von  der  Anfangslage  (bzw.  aus  der  jeweils  kurz  vorher- 
gehenden Lage)  befreit,  um  dann  seine  Bahn  zu  beschreiben. 
Für  den  Fall,  daß  überhaupt  keine  Bewegung  eintritt^  können 
daher  die  Größen  x\  r",  ....  keine  Bedeutung  haben;  man 
kann  den  Wert  von  (p  aber  stets  aus  den  Formeln  (8),  (4) 
^d  (^)  S^^z  elementar  berechnen,  wie  es  oben  geschah. 

§  5.    Differentiation  nach  der  oberen  Grenze. 

In  der  Theorie  des  Vektorpotentiales  kommt  es  unter 
anderem  nach  meinen  Formeln  auf  die  Berechnung  des  folgen- 
den Integrales  an: 

i 
0 

Da  Herr  Sommerfeld  überall  die  obere  Grenze  t  durch 
00  ersetzt  (vgl.  darüber  unten  §  8),  so  hätte  bei  ihm  das  Integral: 

QO 

0 

7) 
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berechnet  werden  sollen,  wobei  die  Volum-Integration  sich  auf 
das  ganze  Innere  des  Elektrons  bezieht.  Statt  dessen  wird  von 
ihm  das  Integral: 

00 

0 

ausgewertet.  Mein  Einwurf  gegen  dieses  Verfahren  gründet 
sich  darauf,  daß  infolge  der  Werte  von  5,  die  oben  in  (3),  (4) 
und  (5)  angegeben  wurden,  die  oberen  Grenzen  des  dreifachen 
Integrals  Funktionen  von  t  sind,  daß  also  Herr  Sommerfeld 
diese  Grenzen  mit  differentiert,  während  sie  in  dem  ursprüng- 
lichen Ausdrucke  (7)  nicht  differentiert  werden  sollten. 

Herr  Sommerfeld  beruft  sich  darauf,  daß  S  eine  stetige 
Funktion  von  t  sei,  und  daß  infolgedessen  die  Differentiation 
der  Grenzen  keinen  Beitrag  liefere;  das  ist  richtig,  wenn  es 
sich  um  DiflFerentiation  einer  Summe  von  der  Form: 

S  .     .    C    S 


S'r^'  +  S'r^^'^ 


handelt;  und  von  dieser  Bemerkung  habe  ich  selbst  Gebrauch 
gemacht  (S.  269).  Aber  dadurch,  daß  der  Ausdruck  (6)  durch 
(8)  ersetzt  wurde,  ist  die  Sachlage  eine  ganz  andere,  und  eine 
Übereinstimmung  der  aus  beiden  Ausdrücken  durch  DiflFeren- 
tiation nach  t  zu  erhaltenen  Resultate  ist  nicht  mehr  zu  erwarten. 
Es  kommt  also  darauf  an,  den  Einfluß  der  vorgenommenen 
Vertausch ungen  von  DifiFerentiation  und  Integration  zu  unter- 
suchen. 

Bei  Einführung  von  Polarkoordinaten  22,  Ö,  !F  wird  die 
Integration  nach  dem  Winkel  W  immer  von  0  bis  2  ji  ausge- 
führt; wir  haben  also  nur  noch  mit  Doppelintegralen  zu  tun. 
Es  sei:  ^^       ^^ 

u=jdejf(R,e)dB, 

0  b 

wo  0,  und  2?j  Funktionen  von  t  sind: 
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während  6  eine  von  t  unabhängige  Konstante  bedeutet.  Die 
Variable  t  soll  auch  in  der  Funktion  f  neben  B  und  S  vor- 
kommen. Mit  d  U  möge  der  Ausdruck  bezeichnet  werden,  der 
durch  Differentiation  der  Grenzen  allein  entsteht;  dann  ist: 

dt' 


Es  entsteht  also  die  Frage,  ob  diese  Ausdrücke  verschwinden. 
Wir  müssen  hier  die  einzelnen  Fälle  und  Lagen  durchgehen. 
Allerdings  kommen  diese  bei  Herrn  Sommerfeld  nicht  vor, 
aber  nur  deshalb,  weil  er  unter  Voraussetzung  der  Ver- 
tauschbarkeit  der  betreffenden  Operationen  die  Unterscheidung 
der  Fälle  umgehen  kann. 

I.  Unterlichtgeschwindigkeit. 

Erste  Lage,  vgl.  Figur  1.  Hier  ist  in  dem  vertikal 
schraffierten  Gebiete  S  nach  (3),  in  dem  horizontal  schraffierten 
Gebiete  S  nach  (4)  zu  berechnen. 
Die  Integrationen  erstrecken  sich 
über  geschlossene  Gebiete;  in  er- 
sterem  ist: 

0j  =  7r,     b  =  a  —  CT 

und  iZ,  durch  die  Gleichung  (99) 
meiner  Abhandlung  bestimmt,  d.  h. 
durch : 

(9)   a»  =  ij;+ T*-2iJ,TcosinÖ, 

wo  T  eine  Funktion  von  t  und  t 
bedeutet.     Wir  haben  also,  da: 

S 


Fig.  1. 


/•=  ^-jB^.sinÖ,     r7=0 


^X 


R 


zu  setzen  ist: 


(10) 


^.-l/c«' 


(CT 


dt 


2?,)»]i?/^'sin0d0. 

C  t 
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In  dem  horizontal  schraffierten  Gebiete  ist: 

R,==a-CT,    &  =  0,    ^1  =  0,    11  =  0, 
also  auch  3üj  =  0.     Der  Ausdruck: 

verschwindet  also  keineswegs  identisch,  wie  Herr  Sommerfeld 
anzunehmen  scheint.    Nur  im  Falle  konstanter  Geschwindigkeit 

d  R 

ist  T==i;t  von  t  unabhängig  und  dann  — -^=sO,   also   auch 

o  t 

dU=0. 

Zweite  Lage,  vgl.  Figur  3.*)  In  dem  vertikal  schraf- 
fierten Gebiete  ist  alles  wie  im  vorigen  Falle;  nur  muß  jetzt 
b  =  CT  —  a  genommen  werden.  Es  behält  also  d  U^  denselben 
Wert.  Im  horizontal  schraffierten  Gebiete  ist  R<ct  —  a, 
und  somit  S=0  nach  (5),  also  wieder  (5  ü,  =  0. 


Fig.  3.  Fig.  4. 

Dritte  Lage,    vgl.   Figur  4.     Wir   haben   (vgL   S.  274 
meiner  Abhandlung)  im  vertikal  schraffierten  Gebiete: 

(11)  CT,  =  jSBdBfsinede, 


*)  Die  Nummern  der  Figuren  sind  dieselben  wie  in  meiner  größeren 
Abhandlung. 
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wo  0,  durch  die  Gleichung  (109),  d.  h.  durch: 
(!!•)  2  ÄTcosin  Ö,  =  I?  +  T»  -  a> 

bestimmt  wird,  und  es  ist  S  durch  (3)  bestimmt,  also: 

i  IT,  =-  I  [«•-  (CT-  T-  a)«] (r+  a)(l -  cosinÖ,)  |y 
(12)  r+a 

CT  -a 

WO  im  ersten  GHede  die  Klammer  (1 — cosinö,)  flir  R=T'\'a 
gleich  Null  wird. 

Im  horizontal  schraffierten  Gebiete  ist  wieder  jB<(;t  — a, 
also  S  =  0  nach  (5)  und  d  Z7,  ==  0. 

n.  Überliehtgeschwindirkeit. 

Erste  Lage,  vgl.  Figur  8.    Im  vertikal  schraffierten  Ge- 
biete haben  wir: 

a+CT  Bq 

tr,  =  "^[a*  —  (CT-  Ef]  RdüLm  Ode, 

a  —  ct  0 

WO  nach  Gleichung  (145)  meiner  Abhandlung  0^  durch  die 
Gleichung: 

(12»)  a'  =  r  +  R^-2RT  cosin  6^ 

bestimmt  ist.     Wir  erhalten  also: 

dU,  =  ^J[a'  -  (CT  -  Ä/]  Rsin  B^^-^f  dB. 

a  —  ex 

Das  horizontal  schraffierte  Gebiet  ist  wieder  so  in  zwei  Teile 
zu  zerlegen,  wie  es  auf  S.  286  meiner  Abhandlung  geschah; 
wir  haben  nach  (4)  in  dem  einen  Teile: 

a-T  n 
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und  im  anderen  Teile: 

ob 


U^  =  -^--f  R^dRJsinSde, 


a-T 


WO  0Q  wieder  durch  obige  Gleichung  bestimmt  wird;  also: 


Ticr 


,9^. 


(Jf/3  =  +  -2-(a-T)*~(l-cosineo) 


a-T 


WO  das  erste  Glied   für  ü  =  a  —  T  nach  (12*)   verschwindet. 
Ein  viertes,  gesondert  zu  betrachtendes  Gebiet  endlich  ist 
in  Figur  8  nicht  schraffiert;  in  ihm  ist: 

R>a  +  cr,  und  folglich  nach  (5):   U^  =  0,  dU^  =  0. 

Zweite  Lage;  es  bleiben  die  Formeln  der  ersten  Lage  gültig 
(vgl.  S.  287  f.  meiner  Abhandlung,  und  Figur  9  daselbst  S.  280). 

Dritte  Lage;  vgl.  Figur  11.  Es  ist  im  vertikal  schraf- 
fierten Teile: 


U  = 


Fig.  11. 
|J[a»-  (CT  -  i?)^]  RdR  (sin  ©d  0, 


CT  +  a 


^ 


r-a 
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d  U=  I  [a*-  (CT  -  r+  af]  (T-a)  (1  -  cosin  0„)  |^ 

CT-j-a 

+  f  J[a*-(ct-i?)*]JJ sin  0o^»di?, 

r— a 

wo  wieder  das  erste  Glied  wegen  (12*)  verschwindet. 

In  dem  nicht  schraffierten  Gebiete  dagegen  ist  wieder 
17=0  und  a[7==0. 

Es  geht  hieraus  hervor,  daß  die  durch  Differentiation  der 
Grenzen  entstehenden  Terme  keineswegs  zu  vernachlässigen 
smd.  Es  soll  aber,  gemäia  (8),  das  Resultat  noch  nach  t  in- 
tegriert werden ,  nachdem  vorher  mit  ö»  {t  —  x)  multipliziert 
ist.  Bei  Unterlichtgeschwindigkeit  wird  die  Grenze  der  ersten 
Lage  gegen  die  zweite  durch  den  Wert  t  =  a\c  gegeben  (vgl. 
S.  261  meiner  Abhandlung);  dieser  ist  unabhängig  von  t\  die 
Grenze  der  zweiten  Lage  gegen  die  dritte  ist  durch  x  =  x^ 
gegeben;  es  ist  also: 

^\>»{t  -^T)dU,dx-\-  jt)^  (t  —  x)dU{  dx 

0  zO 

zu  bilden,  wenn  mit  d  U^  der  Ausdruck  (10),  mit  öU'i  der  Aus- 
druck (12)  bezeichnet  wird.  Es  ist  nicht  abzusehen,  weshalb 
die  von  d  TJ\  und  d  U\  herrührenden  Beiträge  herausfallen 
sollen.  Anders  ist  es  bei  der  nochmaligen  Vertauschung  von 
Differentiation  und  Integration;  hier  soll  die  Relation  bestehen: 

|^Jo.(«-r)üdT=J^^[o,(f-T)ff]dr. 

0  0 

Die  konstante  Grenze  a\c  bietet  offenbar  kein  Hindernis.  Die 
Grenze  zwischen  der  zweiten  und  dritten  Lage  ist  durch  den 
Wert  T°  gegeben,  welcher  durch  die  Gleichung  (73^),  d.  h. 
durch: 

(13)  CT  +  r==2a 
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als  Punktion  von  t  definiert  war.     Es  fragt  sich  hier,  ob  der 

Wert: 

(14)  ^-^t>,(t-T^lU,-U[}r=^ 

verschwindet,  wo: 

U,  =  Ijsin  9  d  e^[a*  —  (er  —  B)»]  ü d  J? 

0  CT  — a 

gesetzt  (woraus   durch  Differenzieren   der   Ausdruck  (10)  ent- 
steht), während   U\  durch  (11)  gegeben  wird: 

r+a  ©, 

V\  =  "^^la^  -  {ex  -  2?)»]  itd  Jßjsin  6 dB. 

CT  — a  0 

Nun  ist  für  t  =  t*^  nach  (13)  er  --  a  =  a  —  T;  ein  Blick 
auf  die  Figuren  3  und  4  lehrt  also,  daß  die  Integrations- 
gebiete für  die  Integrale  C/i  und  ü]  für  t  =  t®  zusammen- 
fallen, und  daß  somit  der  Ausdruck  (14)  gleich  Null  wird. 
Jetzt  kommen  aber  noch  die  aus  (10)  und  (12)  entstehenden 
Qlieder  in  Betracht,  die  im  allgemeinen  nicht  verschwinden. 
Es  ist  also,  da  Analoges  für  die  Grenzen  zwischen  den  anderen 
Intervallen  gilt: 


00 


t 


(15)  «  .0 

0 

+Jt)x(^-T)(5[7;dr  +  ..., 

tO 

wenn  df/j   durch  (10),   dUi   durch  (12)  gegeben   wird,   und 
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wenn  t^  den  Endpunkt  der  dritten  Lage  bezeichnet,  d.  h.  durch 
die  fileichung: 

cx  —  T=2a 

bestimmt  wird.  Nach  Herrn  Sommerfeld  müßten  diese 
Integrale  über  dUi^  dUi^...  der  rechten  Seite  ver- 
schwinden, was  aber  nur  in  besonderen  Fällen  wird 
eintreten  können. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  der  Sommerfeld  sehen  For- 
meln gegenüber  den  meinigen  liegt  femer,  wie  schon  bemerkt 
wurde,  in  der  Wahl  der  oberen  Grenze,  die  bei  ihm  gleich  oo, 
bei  uns  gleich  t  bzw.  t  -]-  t^  gesetzt  wurde  [vgl.  obige  Formeln 
(1)  und  (2),  in  denen  für  das  Vektorpotential  unter  dem  Inte- 
gralzeichen der  Faktor  — hinzuzufügen  ist];  es  ist  klar, 

c 

daß  bei  Differentiation  des  Potentials  nach  t  dies  einen  wesent- 
lichen Einfluß  übt. 

§  6.   Vertauschung  von  Differentiation  und  Integration. 

Neben  der  Differentiation  nach  t  kommt  diejenige  nach 
ii  rj,  C  in  Betracht.  Die  Kräfte  werden  durch  die  Differential- 
quotienten des  Potentials  und  den  räumlichen  Koordinaten  be- 
rechnet; es  kommt  also  auf  Integrale  der  Form: 


m 


dy  dxdz 
dx    ^ 


an,  wo  das  räumliche  Integral  über  das  Volumen  zu  erstrecken 
ist;  da  nun  x  und  ^  im  (p  nun  in  der  Verbindung  x  -{-  (  vor- 
kommen, so  ist: 

d  (p d(p ^ 

dx^dj' 
und  es  kommt  also  darauf  an,  ob  die  Gleichung: 

lichtig  ist.  Diese  Frage  ist  durch  die  Betrachtung  des  vor- 
1. ergehenden  Paragraphen   schon   mit  erledigt,   denn   bei   der 
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Differentiation  der  Grenzen  nach  i  muß  eben  erst  nach  £  und 
dann  f  nach  t  differenziert  werden,  da  t  in  den  Grenzen  nur 
vorkommt,  insofern: 

von  t  abhängt.  Die  obigen  Relationen  (10),  (12),  .... 
zeigen,  daß  die  Gleichung  (16)  tatsächlich  nicht  be- 
stehen kann. 

Herr  Sommerfeld  beruft  sich  (oben  S.  166)  zum  Beweise 

darauf,   daß    „die  Größe   W=^  |  i  \  -^dxdydz   ebenso   wie 

die  Größe  iS  eine  stetige  Funktion  der  Variabeln  |  sei,  nach 
der  differenziert  wird*.  Dem  ist  aber  nicht  so;  in  der  dritten 
Lage  z.  B.  ist  die  Größe  W  in  dem  horizontal  schraffierten 
Gebiete  (vgl.  oben  Figur  4)  gleich  Null,  in  dem  vertikal 
schraffierten  Gebiete  von  Null  verschieden;  an  der  Grenzfläche 
erleidet  sie  also  einen  Sprung.  Wenn  allgemein  eine  stetige 
Funktion  über  verschiedene  Gebiete  integriert  wird,  so  gibt 
sie  nicht  notwendig  stetige  Resultate.  Ersetzen  wir  z.  B.  in 
dem  Integrale   W  (zum  Zwecke  der  Vereinfachung   der  Inte- 

grationen)  die  Funktion  ^  in  dem  vertikal  schraffierten  Ge- 
biete (Figur  4)  durch  die  Konstante  1,  so  wird: 

W,  =  j  B^dRJ  sin  edOf  dV', 

CT—«  0  0 

wo  0,  wieder  durch  (11*)  bestimmt  ist;  es  ist: 

r-fa 
ez  —  a 

=.2n^l{iT+ay-{cT-ay}--^^{(T-\-ay-icT-an 

-  -^f-  {(5'+  O)»  -{CT-  O)»}]. 
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o 
In  dem   horizontal   schraffierten  Gebiete   sei  -^-  ei-setzt  durch 

,  welcher  Wert  an  der  Grenzfläche  gleich  1  wird;  dann 

haben  wir  hier: 

CT  — a 


0 


-^n^^icT  —  ay—  —(cx  —  ay  —  -  ^^"-(cT  — a)»J. 

Wir  haben  also  in  beiden  Gebieten  ganz  verschiedene  Funk- 
tionen von  f.  Dementsprechend  hatte  ich  a.  a.  0.  das  Bei- 
spiel des  Integrals  L  gewählt,  in  dem  auch  unter  dem  Integral- 
zeichen eine  Funktion  steht,  die  in  verschiedenen  Intervallen 
Terschiedene  Funktionen  eines  Parameters  |  darstellt.  Um 
dies  Beispiel  den  obigen  Betrachtungen  an  die  Seite  zu  stellen, 
mQ&te  man  nur  in  letzteren  erst  die  beiden  Integrationen  des 
Doppelintegrals  trennen;-  die  nämliche  Variable  w  des  Beispiels 
ist  dann  durch  obige  Variabel  R  repräsentiert;  die  Funktion 
unter  dem  Zeichen  entsteht  durch  Ausführung  der  Integration 
nach  6.  Aber  es  ist  überflüssig,  über  dieses  Beispiel  zu  dis- 
kutieren, nachdem  im  vorhergehenden  Paragraphen  die  Un- 
gültigkeit der  supponierten  Gleichung  (16)  direkt  dargetan 
wurde. 

Es  sei  nur  noch  betont,  daß  die  Bemerkung  des  Herrn 
Sommerfeld  (oben  S.  166),  wonach  das  von  mir  im  Beispiele 
benutzte  Integral  ,ohne  weiteres  keinen  Sinn  hat",  unzutreffend 
ist.  Es  ist  hier  die  fundamentale  der  Bedingung  der  Integral- 
rechnung, daß  die  Integrale  von  0  bis  f  und  von  f  bis  a  je 
für  sich  allein  einen  Sinn  haben  müssen,  erfüllt;  es  braucht 
also  die  Stelle  x  =  ^  keineswegs  von  der  Integration  ausge- 
schlossen zu  werden. 

Herr  Sommerfeld    macht  femer  folgende   Bemerkung: 

,1'ifferenzieren   wir  nun  das  Integral   W=    |  |  Xjzdxdydz 
D&'.h  ^  in   den  Grenzen   des  Raumintegrals,    so   ist  nach   der 
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Integration  derjenige  Wert  von  S  einzutragen,  der  auf  dei 
Begrenzung  statthat,  d.h.  eben  der  Wert  5=0.'  Dieses 
ist  richtig  bei  einem  einfachen  Integrale;  wenn  man  aber  ein 
Doppelintegral  (und  nur  mit  solchen  haben  wir  hier  zu  tun) 
nach  einem  in  den  Grenzen  vorkommenden  Parameter  diflFe- 
renziert,  so  kommt  im  Resultate  zwar  der  Wert  der  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  an  der  Begrenzung  in  Betracht; 
aber  es  ist  das  Doppelintegral  nur  auf  ein  einfaches  Integral 
reduziert;  und  unter  dem  Zeichen  ist  dabei  nicht  immer 
fif=0  zu  nehmen.  Es  geht  dies  aus  den  Gleichungen  des 
vorhergehenden  Paragraphen  deutlich  hervor. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  in  Figur  4  dargestellte  ,  dritte 
Lage*,  so  bildet  die  Kugel  R  =  ct  —  a  einen  Teil  der  Grenz- 
fläche des  Raumintegrals;  und  hier  verschwindet  in  der  Tat 
der  zugehörige,  in  (II)  gegebene  Wert  von  dU^^  indem 
[a*  —  (c  T  —  jB)*]  und  somit  S  gleich  Null  wird.  Bei  der 
ersten  Lage  dagegen  handelt  es  sich  um  die  Grenzfläche 
R  =  a  —  CT,  und  hier  ist  S  nicht  gleich  Null,  und  die  in 
(10)  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Funktion  verschwindet 
nicht.  Ebenso  ist  es  bei  Überlichtgeschwindigkeit;  der  fQr 
die  „erste  Lage"  oben  (S.  189)  gegebene  Wert  von  dU^  ist 
an  der  Grenzfläche  R  =  ct  +  a  gleich  Null;  aber  für  Figur  8 
kommt  außerdem  die  Kugel  R^^^a  —  er  in  Betracht,  und  hier 
ist  d  U^  von  Null  verschieden.  Auch  die  für  d  ü,  und  d  üj 
oben  gefundenen  Werte  (die  sich  auf  das  Vektorpotential  be- 
zogen) sind  in  der  zugehörigen  Grenzfläche  (^  =  a  —  T)  von 
Null  verschieden,  während  der  auf  S.  191  für  die  dritte  Lage 
(Fig.  14)  gegebene  Wert  von  (5Z7  an  der  Grenzfläche  R=a  -\-  et 
wiederum  gleich  Null  ist. 

§  7.  Über  die  Berechnung  des  bestimmten  Integrals  ä. 

Was  die  Berechnung  dieses  bestimmten  Integrales  betrifft^ 
so  erkenne  ich  an,  daß  das  Verfahren  des  Herrn  Sommer- 
feld korrekt  und  mein  Einwurf  unberechtigt  war,  indem 
ich  nicht  beachtet  hatte,   daß   auch   die  Funktion   unter  dem 
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Integralzeichen  noch  von  der  oberen  Grenze  a  abhängt.  Zur 
personlichen  Entschuldigung  kann  ich  nur  anführen,  daß  ich 
die  ganze  Arbeit  über  Elektronen  unter  einem  gewissen  Drucke 
and  in  Eile  habe  machen  müssen,  um  meine  anderen  Arbeiten 
nicht  allzu  lange  zu  unterbrechen.  Ich  hielt  mich  aber  doch 
für  verpflichtet,  die  mündlich  mehrfach  ausgesprochenen  Be- 
denken gegen  die  bisherige  Behandlung  der  Elektronentheorie 
zu  yeröflFentlichen  und  glaube  auch,  dadurch  wesentlich  zur 
Klärung  der  betreffenden  Fragen  beigetragen  zu  haben. 

Der  Wert  des  fraglichen  Integrals  Q  spielt  übrigens  nur 
in  den  Untersuchungen  des  Herrn  Sommerfeld  eine  Bolle; 
bei  meiner  Behandlung  des  Problems  kommt  das  Integral  nicht 
Tor;  der  betreffende  Irrtum  ist  also  hier  von  nebensächlicher 
Bedeutung. 

§8.  Über  Sommerfelds  vereinfachte  Behandlung  der  Elektronen- 
bewegung in  den  Sitzungsberichten  der  Amsterdamer  Akademie. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  der  Sommerfei  duschen 
Formeln  von  den  iheinigen  beruht,  wie  mehrfach  hervorge- 
hoben, darin,  da&  Herr  Sommerfeld  die  obere  Grenze  t  in  (1) 
durch  00  ersetzt,  indem  er  sich  einen  Anfangswert  t^  einge- 
führt denkt,  so  daß  t  —  t^  an  Stelle  von  t  tritt,  und  dann  ^o 
gleich  —  00  wählt,  oder  (was  auf  dasselbe  hinauskommt),  in- 
dem er  in  (2)  die  Größe  t^  gleich  -|-  oo  setzt;  ich  hatte  hervor- 
gehoben, daß  dies  nicht  erlaubt  ist,  denn  der  Grenzprozeß 
'o  =  00  darf  (nach  allgemeinen  mathematischen  Prinzipien) 
erst  gemacht  werden,  nachdem  alle  Größen  (auch  die  Kräfte) 
für  endliche  Werte  von  t^  berechnet  sind;  es  genügte  zur  Be- 
gründung dessen  darauf  zu  verweisen,  daß  das  vektorielle 
Potential,  bei  Berechnung  der  Kraft,  nach  t  differenziert 
werden  muß,  daß  also  der  Ausdruck  (vgl.  S.  325  meiner  Ab- 
1  iüdlung): 

0 

14* 
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zu  bilden  ist,  der  oiFenbar  von  dem  bei  Sommerfeld  an  dessen 
Stelle  tretenden: 

0 

verschieden  ausfallen  muß.  Ich  hatte  femer  erwähnt,  daß 
auch  in  der  später  von  Herrn  Sommerfeld  gegebenen  »ver- 
einfachten Behandlung*  eine  Begründung  dafür  fehlt,  weshalb 
nach  der  Zeit  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  integriert  wird 
(S.  329  meiner  Abhandlung).  Herr  Sommerfeld  gibt  jetzt 
(oben  S.  171)  zur  Begründung  an:  »man  habe  die  Grenzen 
passend  zu  wählen,  um  zu  einem  einfachen  Ergebnis  und  zur 
Ableitung  übersichtlicher  physikalischer  Tatsachen  zu  gelangen* 
und  weiter  bemerkt  er:  „bei  meiner  Wahl  der  oberen  Grenze 
würde  die  physikalische  Bedeutung  des  Ergebnisses  verschleiert 
und  die  explizierte  Berechnung  von  q?  unmöglich  gemacht*. 
Daß  letzteres  unrichtig  ist,  glaube  ich  hinreichend  gezeigt  zu 
haben.  Die  Einfachheit  der  Resultate  ist  gewiß  ein  erstrebens- 
wertes Ziel,  die  Richtigkeit  derselben  ist  aber  doch  wichtiger, 
und  diese  leidet  sehr  wesentlich  unter  der  Festsetzung  des 
Herrn  Sommerfeld.  Die  Grenzen  des  nach  der  Zeit  r 
zu  nehmenden  Integrals  sind  nicht  willkürlich  wähl- 
bar, sondern  der  beschränkenden  Bedingung  unter- 
worfen, daß  das  Potential  9?  den  fundamentalen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  zu  genügen  hat, 
nämlich: 

-    j  —  c^  A^  q?  =s  0     außerhalb  des  Elektrons, 

—^  —  c^  A^  (p  =  c^  Q     innerhalb  des  Elektrons; 
9 1 

und    dieser    Forderung    genügt    die    Sommerfeld'sche 

Funktion  <p   nicht. 

Wir  haben  also  zu  untersuchen,  ob  die  Funktion: 

a 


(18)  ^^==___J_ 


dr 
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den  angegebenen  Gleichungen  genügt.  Dabei  ist  die  obere 
Grenze  oo  durch  die  Konstante  Q  ei-setzt,  da  sich  die  Grenze  oo 
bei  der  Differentiation  nach  t  ebenso  verhält  wie  eine  Kon- 
stante. Zu  dem  Zwecke  müssen  wir  zunächst  den  Beweis  dafür 
karz  rekapitulieren,  daß  obige,  in  (2)  gegebene  Funktion  99 
den  Bedingungen  (17)  genügt  (vgl.  §§  1,  2  und  3  meiner  Ab- 
handlung oder  die  entsprechenden  Untersuchungen  bei  Som- 
merfeld, Göttinger  Nachrichten,  1904). 

In    letzterem  bezog   sich  der  Ausdruck  J*  99   auf  ein   im 
Raum  festes  Koordinatensystem  a;',  y\  z*\  mittels  der  Gleichungen : 
t  t  t 

000 

in  denen  k)x,  t)y,  t>t  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  sind, 
wtu-de  ein  im  Körper  festes  System  x,  y,  z  eingeführt.  Die 
zweite  Differentialgleichung  (17)  ging  dadurch  in  die  folgende 
über: 

in  ihr  bedeutet  S  ein  Summazeichen,  so  daß  z.  B.: 

Jx'di'^^x'di  '^  Ty  dJ  "^  dJ'dJ' 

Während  in  (17)  die  Größe  q  eine  Funktion  von  x\  y\  z* 
und  t  war,  ist  jetzt  in  (18)  q  eine  Funktion  von  x^y,  z;  und 
nach  der  Theorie  der  Fouri  er 'sehen  Integrale  haben  wir: 

(20)  JT J P.e*»'"dkdldm  =  Q         für  r  <  o, 

=  0  .    r>a, 

'enn  r  =  V^a;*  +  y*  +  -^^  die  Entferaung  vom  Mittelpunkt  des 
lektrons  (Kugel  mit  Radius  a)  bezeichnet,  und  wenn: 
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gesetzt  wird,  wobei  die  Integration  nach  x,  A,  fi  über  das  Innere 
des  Elektrons  auszudehnen  ist.  Sei  nun  <p'  eine  zu  bestim- 
mende Funktion  Yon  x^y.e  und  A;,  2,  m,  und  es  sei: 

(21)  (p=  rrr^'(*,?,m).p.didZdw; 

—  00 

bezeichnen  wir  ferner  mit  D  qj  die  linke  Seite  der  DiflTerential- 
gleichung  (19),  so  ist: 

(22) 


=  c»  fCCPe^^'^'dkdldm. 


Es  ist  folglich  q)  eine  Lösung  der  Gleichung  (19),   wenn 
die  Hilfsfunktion  (p*  der  Differentialgleichung: 

(23)  2)<^'  =  c»c'«** 

im  ganzen  Raum  genügt,  so  daß  wir  jetzt  von  der  Notwen- 
digkeit befreit  sind,  das  Innere  und  das  Äußere  des  Elektrons 
zu  unterscheiden.     Zur  Integration  von  (23)  wurde  sodann: 

(24)  (p'  =  e*S'"F(t) 

gesetzt,  wodurch  sich  für  F(t)  die  Differentialgleichung: 

(25)  ^^^—2i~^Skr)^  +  lc^s^--i8k^—(8k\),f}F^^ 
ergab.     Die  letztere  endlich  ward  durch  die  Funktion: 

(26)  F=-  re««*^sincSTrfr 

Ü 

integriert,  in  der  t^  eine  Integrationskonstante  bedeutet,  während 

Sk(  =  k^  +  lri  4-mf 
und: 
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t  t  t 

(27)        f=Jö,(T)dr,     v^jt>,{T)dr,     f=Jö,(T)dT 

<-T  <-r  t-t 

gesetzt  ist.  Für  die  ElektroDen theorie  wird  q  konstant  und 
zwar  = j  gewählt;  führt  man  statt  x,  A,  /x  räumliche  Polar- 
koordinaten, o^'&jxp  ein,  so  ergab  sich: 

a  27t  n 

3e_ 

0  0  0 


(28) 

3c     sin  «5  —  as  cosin  as 

und  somit  nach  (21),  (24)  und  (26): 

3cc    f  Pf  sina5— ascosina«  ,,   ,,  ,      p   .„.     .  , 

^  =  8T^J  J  J ^ dhdldm^  e'^*' Sin  OST  dz, 

—  OB  0 

oder  wenn  man  statt  k,  l,  m  Polarkoordinaten  iZ,  6,  !P  einführt: 

2jr  <-/o 

3£     rsinas— ascosina«  r  .    ^-.^ 


3£     fsinas— ascosina«  f  .   jn^j^CjmC  *.«.«.!««  •         j 
--      -  3I ^ IsmödÖ  jd!Pje*«*«<>«'»®smcsTdT 


_  3«c    r  S  ^ 

0 
wenn  5  das  folgende  Integral  bezeichnet: 

00 

/oA\         o        psinas  — a5cosina5     .     r>       •  -, 

(30)        S  =  I  ^ sm  iZs  •  sm  csr  •  a5, 

0 

dessen  Wert  oben  unter  (3),  (4)  und  (5)  angegeben  wurde. 

In  (29)   haben   wir   den    obigen  Ausdruck  (2)  des  Poten- 
i  als  <p   gewonnen,    es   ist   nur   die   willkürliche   Konstante   t^ 
'  irch  — tQ  zu  ersetzen  (da  diese  Konstante  damals  eine  andere 
edeutung  hatte). 
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Diese  Konstante  t^  ist  willkürlich;  sie  darf  aber 
nicht  unendlich  groß  gewählt  werden,  denn  für  t^ 
=  ±  00  hat  das  in  (26)  aufgestellte  Integral  F  keinen 
Sinn  mehr.  Wenn  man  also  mit  Herrn  Sommerfeld  trotz- 
dem tQ  =  —  00  setzt,  so  hat  man  keine  Sicherheit  darüber,  ob 
die  Funktion  (p  noch  den  partiellen  Gleichungen  (17)  genügt; 
es  ist  im  Gegenteil  zu  erwarten,  daß  dies  nicht  mehr  der  Fall 
ist.  Diese  Erwägung  veranlagte  mich  hauptsächlich  zur  Nach- 
prüfung der  Sommerfeld  sehen  Resultate;  sie  erschien  mir 
so  einleuchtend,  daß  ich  bei  der  Divergenz  unserer  Resultate 
eine  direkte  Prüfung,  ob  für  ^^  = — oo  die  Differential- 
gleichungen (17)  noch  erfüllt  sind,  für  nicht  notwendig  hielt. 
Eine  solche  Prüfung  soll  aber  jetzt  vorgenommen  werden. 

Die   Annahme  ^^  =  —  oo   hat   für   das    Differenzieren   die 

nämliche  Wirkung,    als  wenn  man  die  obere  Grenze  t  —  t^  in 

(29)    durch   eine   Konstante  ü   ersetzt;    wir   beschäftigen   uns 

also  mit  der  in  (18)  definierten  Funktion  99^.     Die  Funktion  F 

ist  dann  durch: 

ü 

(31)  Fij=^  (e'^'^^siucsTdr 

0 

zu  ersetzen.     Wir  trennen  von  ihr  einen  Faktor  ab,  indem  wir: 

(32)  2^,,  =  -%»«*«x(«(2 

s 

setzen,  wo: 

i 

(ß^)         3}x  (0  =  j  öa,  (t)  dr       (und  entsprechend  für  ü^  und  ü,) 

CO 

gesetzt  werde,  unter  co  eine  willkürliche  Konstante  verstanden; 
dann  ist  in  Rücksicht  auf  (31): 

Q=   U-v'«-OsincsrdT, 
wenn: 
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(34)  tp{t—r)  =  iSk^^(t  -  r) 

gesetzt  wird.     Wir  stellen  zunächst  für  Q  eine  lineare  DiflFe- 
rentialgleichung  auf.     Es  ist: 

^  =  —  V'  (f  -  t)  Je- v('~0  sin  cST  dr 


0 
Q 


dr 


sin  CST dx 


=  _e-v«-fi)sincsß  +  es  je-^'^'-'^cosin  C5  rdr, 


0 

Q 


(PO  fde^v'C-') 

"~  =  tp'(t—Q)sm  csii^e^y'^*-'^^  —  es  I      - -, cosincsrdr 

0 

=  [v'  {t—  ß)  sin  CS  ß  —  CS  cosin  es Q^  e  -v«-ß)  —(^s^Q; 
wir  haben  also: 

(34»)  ^+c»s«g=[v;'(^-fl)sincsfl-cscosincsfi]e-v'«-fl). 
Gehen  wir  nun  zu  Fß  zurück,  indem  wir  gemäß  (33)  und  (34): 

setzen,  so  finden  wir  für  Fq  die  Differentialgleichung: 

"^^  -  2iSkt>.(ty-^^  +  [c^s^-iS*o;(o-(SÄü,(0)»]  f^ 

(35) 

[   ,..        .    sin  CS Q        „       .         ^1    ,^.. 
=   V'  (^  —  <^)ö  — c*cosmcsß  e****o, 

wobei  fo  aus  (27)  entsteht,  indem  man  x  durch  ß  ersetzt;   es 

ist  also: 

t 

(36)        iShSo  =  V(0  -  V'  (^—  fi)  =  iSÄ;  rtj,(r)dT. 
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Wie  vorauszusehen  war,  ist  also  die  Konstante  m  für  das 
Resultat  ohne  Bedeutung.  Die  linke  Seite  der  Differential- 
gleichung (35)  ist  mit  der  linken  Seite  von  (25)  in  Überein- 
stimmung; die  rechten  Seiten  sind  aber  vollständig  verschieden. 
Um  nun  zu  einer  partiellen  Gleichung  für  g)Q  zu  gelangen, 
müssen  wir  die  in  obigen  Gleichungen  (19)  bis  (25)  vorge- 
nommenen Operationen  rückwärts  verfolgen. 
Wir  setzen  demnach,  analog  zu  (24): 

dann  genügt  (ph  derjenigen  Differentialgleichung,  welche  aus 
(23)  entsteht,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  die  Konstante  c*, 
d.  h.  die  rechte  Seite  von  (25),  durch  den  auf  der  rechten 
Seite  von  (35)  stehenden  Ausdruck  ersetzt,  d.  h.  der  partiellen 
Gleichung: 

(37)  D(ph  =  W  it  —  ii)  c  ?i5^--  —  c«cosincsßle*«*('+^o), 

in  der  das  Zeichen  B  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  (22). 
Hieraus  entsteht,  analog  wie  bei  (22),  die  Differentialgleichung 
für  79ß,  wenn  man  beiderseits  mit  P  multipliziert  und  nach 
k,  l,  m  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  +  ^  integriert.  Dabei 
ist  P  durch  (20*)  bezw.  für  konstante  Werte  von  g  (die  jetzt 
allein  in  Betracht  kommen),  durch  (28)  definiert.  Mit  Rück- 
sicht auf  den  aus  (36)  zu  entnehmenden  Wert  von  i  S  A 1^ 
läßt  sich  die  rechte  Seite  von  (37)  in  folgender  Form  schreiben: 

l  [sinc5ß^^(e»'^*(-  +  ^^o))  ^  ,.-.*(«  +  ^o)^^^-^]. 

Infolgedessen  erhalten  wir  als  partielle  Differentialgleichung 
für  die  Funktion  cpo: 

(38)  D(pß=-€{J,—J^\ 

wo  mit  J,  und  Jg  die  folgenden  Integrale  bezeichnet  sind: 

J,^((  ^^'""--^     ^^  (e.SM*+fo)) .  p .  dkdldm, 
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/.  =/jp»*('+^o.  t^^  .P.  die  dl  dm, 

—  00 

oder,  wenn  die  konstante  Dichte^  eingeführt  wird,  nach  (28): 
^^  =  8^»ir»J  J  J i^ .mcsQ.^-^-^{^*^'^^^^)dkdldm 

—  OD 

—  » 

Statt  Tc^  2,  m  führen  wir  räumliche  Polarkoordinaten  s^  <9,  W  in 
der  gleichen  Weise  ein,  wie  auf  S.  244  meiner  Abhandlung; 
es  ist  dort  nur  t  durch  den  konstanten  Wert  ü  und  demnach 
R  durch  R^  zu  ersetzen,  wo: 

Bl  =  (^+  fo)*  +  C-^  +  ^o)'  +  ij^  +  Q^ 
wenn  f^,  ly^,  f^  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  (36).     Dann 
wird: 

STc{x  -\-  (q)  =^  Rq-  S'  cosin  0; 
also: 

j        3c    aiZft  fsinas-a^cosina«  .        ^    ,     3    r.«.r«*!„Ä  •   ^r^j.-. 
4;r*a'3fiJ  s*  3-RoJ 

0  ü 

00 

3c      9jBo  psinas-ascosina«,  .    ^,       ^.        .    t^  v  .       .-., 
=  -2^aet»Jga^J  —    ~8^ (smIif,s-EQScosinB^s)nincsQds 

0 

OD  ^ 

j        3c    psinas— a^cosinasasinc^ß  ,    P.ff^««,«^.    r^JJr, 
'    4ji*aU  5*  dÜ  J 

0 

_     3cc      rsi] 


0 

3cc      psinas — a^cosina^ 


cosin  CS  fi  •  sin  -Bft  s  •  ds. 


n  VVrOtU  I/O  tffi  OAAJ.   -■•WA 


Das  in  J,  auftretende    bestimmte  Integral    ist  von  Herrn 
Sommerfeld  ausgewertet;^)  es  ist  dasjenige,  auf  welches  sich 

1)  Göttinger  Nachrichten,  1904,  S.  120. 
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seine   obigen  Bemerkungen  (S.  167  ff.)  beziehen.     Wir  haben 
darnach: 

1.  Aus  den  Strecken  a,  cfi,  ü^  kann  ein  Dreieck  gebildet 
werden,  dann  ist: 


(39)  ^.  =  -  -,-^\ 


3e        a' -\- m  —  (f  ä' d  R, 


'0. 


2.  Aus  den  Strecken  a,  cQ,  R^  kann   kein  Dreieck   ge- 
bildet werden;  dann  ist: 

(39»)  J,  =  0. 

Das  Integral  J^  können  wir  berechnen,  indem  wir  es  auf 
die  beiden  Integrale: 


P 


,     „        psinas-  smps  , 
(«.  ß)  =  J  — ^  --  -  <'«. 


Ti  /     a\        fcosinas«  siniS^  , 
A  («1  ß)  =J -^ —  d' 


0 

zurückfuhren;  es  ist  dann: 

-aP,(a,R,  +  cQ)  -  a  P,{a,  B,  -  c  ii)l 
Nun  ist  bekanntlich: 

CO 

J*     „  sin  assin iSs  ,  ö  +  )5       ^         «+/* 

«-"•  ,,     '^    ds  =  -J-''arctang-^-^ 

0 

-      2  -  arctang  -y-  +  4  log  ^  +  (--+^-)i' 
folglich,  indem  />  =  0  gesetzt  wird: 

P(a,^)  =  |/J     für     a>ß, 
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und  bekanntlich: 

Pj  (a,  ^)  =  0     für     a>ß 

Hiernach  erhalten  wir: 
=  0     für    a<Ro  —  cQ<R^-\-  cQ, 

*"      {R^  —  cQ)    für    0<Äa  — cß<a<JB„-)-cfi, 


\Qna*R^ 


3£^ 

See 


=  ---3     für    Q<B^  —  cQ<R^^cQ<a, 


j  oec      \n  n  n       .    n    1 

'^«=4;i5^rB;l2"-2'*-2'*+2"J 

=  0    für    a  <  cfl  —  Äo  <  cß  +  JRo. 
•^'  =  4;ii^^i2«-2(''^-^'»>-2«-«J 


J.= 


"0 


'      4jr«a»Ä 


g  (ü,  +  cß)  -  2  (cö^i2,)-0  -  o] 


=  :i^     für     0<cß-i?,<cß+i?o<a. 

Wir  fassen  diese  Resultate  in  folgender  Weise  zusammen ; 
es  ist: 
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See    R^—cQ 


•'o 


(40)  /,= 

^  V..  «.  ^"0 

wenn  sich  aus  den  Strecken  a,  22^,  c  ü  ein  Dreieck  bilden  läßt, 

<*»■)  •'.=Ä- 

wenn  ein  solches  Dreieck  unmöglich  ist,   weil  a  zu  groß   ist, 

(40")  J,  =  0, 

wenn  das  Dreieck  unmöglich  ist,  weil  a  zu  klein  ist. 

Die  durch  Gleichung  (18)  definierte  Funktion  tpQ 
genügt  der  durch  Gleichung  (38)  dargestellten  Diffe- 
rentialgleichung, wenn  die  auf  der  rechten  Seite  auf- 
tretenden Ausdrücke  Jj  und  J,  so  gewählt  werden, 
wie  es  die  Gleichungen  (39),  ...  (40*^)  vorschreiben. 

Die  vorstehende  Betrachtung  wird  ungültig,  wenn  die 
Funktion  yj(t — Q)  von  t  unabhängig  wird,  welche  Werte 
auch  k,  l,  m  haben  mögen;  dies  tritt  nach  (33)  und  (34)  ein, 
wenn  t)x  =  0,  t)^  =  0,  ü,  =  0,  d.  h.  im  Falle  der  dauernden 
Ruhe  des  Elektrons.  Dann  nämlich  ist  auch  die  durch  (32) 
eingeführte  Funktion  Q  von  t  unabhängig,  und  an  Stelle  von 
(34»)  erhalten  wir  die  Gleichung: 

dfi        ^' 

aus  der  sich  eine  Gleichung  von  der  Form  (35)  nicht  ableiten 
läßt.  Dieser  einfachste  Fall,  mit  dem  wir  uns  schon 
oben  in  §  2  beschäftigt  haben,  ist  also  hier  auszu- 
schließen. 

Herr  Sommerfeld  nimmt  nun  in  (18)  für  Q  den  Wert  oo 
oder  eine  sehr  große  endliche  Zahl.  Bei  Unterlichtgeschwin- 
digkeit kann  man  jedenfalls  ß  so  groß  nehmen,  daß  cQ>Rq 
ist  und  zugleich  aKcÜ  —  iJ^;  denn  R^  bedeutet  die  Ent- 
fernung des  Punktes  x',  y\  z*  d.  h.  des  Punktes,  in  dem  sich 
der  Punkt  x,  y,  e  zur  Zeit  t  befindet,  von  der  Stelle,  wo  sich 
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der  Mittelpunkt  des  Elektrons  zur  Zeit  t  —  ii  befand.  Dann 
gelten  aber  die  Gleichungen  (39»)  und  (40*^),  und  zwar  für 
alle  Punkte  x^  y,  z  des  Raumes,  unabhängig  davon,  ob  der 
Punkt  Xy  y,  z  im  Innern  oder  außerhalb  des  Elektrons  liegt. 
Bei  Überlichtgeschwindigkeit  kann  Q  so  groß  gewählt  werden, 
dag  R^>  cü  und  a<J?,  —  cQ  wird,  und  es  gelten  wieder 
die  Gleichungen  (39*)  und  (40^);  ausgenommen  sind  hier 
solche  Bewegungen  mit  Überlichtgeschwindigkeit,  bei  denen 
das  Elektron  ein  gewisses  endliches  Raumgebiet  nicht  verläßt. 
Für  hinreichend  große  Werte  von  Q  genügt  hier- 
nach die  Funktion  q^a  im  allgemeinen  der  Differential- 
gleichung: 

I>(PQ  =  0, 

und  somit  der  ersten  Differentialgleichung  (17)  im 
ganzen  Räume,  während  die  zweite  Gleichung  (17) 
nicht  erfüllt  ist.     Das  gilt  dann  auch  für  ß  =  oo. 

Alle  Entwicklungen  des  Herrn  Sommerfeld  beziehen 
sich  also,  von  Gleichung  (16)  seiner  ersten  Abhandlung  ab, 
auf  eine  Lösung  (p  (und  ebenso  bei  2lx,  2ly,  91*),  die  nur  außer- 
halb des  Elektrons  brauchbar  ist;  die  vom  Elektron  auf 
sein  eigenes  Innere  während  der  Bewegung  ausge- 
übten Kräfte  können  daher  durch  die  Sommerfeld'- 
achen  Formeln  nicht  richtig  dargestellt  werden. 

Auf  S.  330  meiner  Abhandlung  erwähnte  ich,  daß  Herr 
Herglotz  die  Sommerfeld'schen  Formeln  auf  anderem  Wege 
abgeleitet  habe,  daß  aber  bei  ihm  ein  Beweis  dafür  fehle, 
daß  seine  Lösung  auch  der  zweiten  Gleichung  (17)  genüge. 
Nach  vorstehenden  Ausführungen  ist  derselbe  Einwurf  gegen 
die  Sommerfeld'schen  Entwicklungen  zu  erheben,  und  es  ist 
daher  nicht  auffallig,  wenn  beide  Forscher  zu  den  gleichen 
Resultaten  gelangt  sind. 
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Flächen  eines  dreifach  unendlichen  linearen  Systems, 

welche  mit  einer  gegebenen  algebraischen  Ranm- 

knrve  eine  Berührung  3.  Ordnung  eingehen. 

Yon  Dr.  Frans  Thalreiter. 

(ting^ufin  6.  JuU.) 

Die  Lösung  des  vorliegenden  Problems  verlangt  die  Eli- 
mination der  Parameter  x,  k  und  /i,  der  homogenen  Variabeln 
^v  ^t»  ^8»  ^v  ^®^  Differentiale  dx^^  dx^,  dx^,  dx^,  der  Differen- 
tiale zweiter  und  dritter  Ordnung  fPx,,  d^iCg,  ^^x^^  d^x^  und 
cPx^,  d^x^,  d^x^^  d^x^  aus  folgenden  Gleichungen: 

(p  +  xyj  +  Ix  +  i^<o  =  0 
dq?  +  xdxp  +  Xdx  +  fJf'dca  =  0 
d*(p  +  xd^xp  +  Xd^x-^-  iwd^ö>  ==  0 
d^q>  -]-  xd^xp  -{-  Xd^x  +  /id^«?  =  0 
/  =  0,  rf/'=0,  d^f  =  Q,  d^f  =  0 
g  =  0,  dg=^0,  d^g^  0,    d^g  =  0. 

Mit  <jp,  v%  X^  ^  sollen  ganze  homogene  Funktionen  von 
derselben  Ordnung  5  bezeichnet  werden,  mit  f  und  g  zwei 
ganze  homogene  Funktionen  n^'  bzw.  m*®*"  Ordnung. 

Es    soll    hier   dieselbe   Methode    angewandt   werden,    die 

Herr   Professor  Linderaann   in    der  Arbeit    ,Sur   les   courbes 

i'un  Systeme  lin^aire  trois  fois  infini  qui  touchent  une  courbe 

dg^brique  donn^e  par  un  contact  du  troisieme  ordre *.^)  ge- 

^)  Cf.  Bulletin  de  la  Soci^t^  Math^matique  de  France,  Tome  dixiäme, 
ag.  21. 
1907.  Bitoongsb.  d.  iiUiita..ph7B.  KL  ^^ 
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geben  hat.  An  Stelle  der  Kurven  des  dreifach  unendlich 
linearen  Systems  treten  hier  Flächen,  während  die  gegebene 
Kurve,  mit  der  eine  Berührung  3.  Ordnung  erreicht  werden 
soll,  mit  einer  algebraischen  Raumkurve  vertauscht  wird. 

In  der  Ebene  wurden  zu  diesem  Zwecke  die  Punkte  be- 
stimmt, in  denen  die  Berührung  stattfinden  soll,  und  diese 
wurden  als  Koinzidenzpunkte  einer  gewissen  Korrespondenz  ge- 
funden. Ebenso  kann  auch  im  Räume  die  Korrespondenz  an- 
gegeben werden,  vermöge  deren  jedem  Punkt  x  die  ihn  ihm 
die  Raumkurve  berührende  Fläche  eines  Büschels  oder  Netzes 
entspricht.  Die  benützten  Sätze  über  Korrespondenz  in  der 
Ebene  können  ohne  weiteres  auf  den  Raum  übertragen  werden, 
wie  dies  Herr  Brill  in  der  Arbeit  „Zur  Theorie  der  Elimination 
und  der  algebraischen  Kurven"  *)  gezeigt  hat. 

Nimmt  man  Ebenen  statt  der  Flächen  des  dreifach  un- 
endlich linearen  Systems,  welche  mit  der  Raumkurve  eine 
Berührung  3.  Ordnung  haben  sollen,  so  kommt  man  auf  das 
Problem  von  Clebsch  »Über  die  Wendungsberührebenen  der 
Raumkurven '^,^)  so  daß  die  hier  behandelte  Aufgabe  die  allge- 
meinere ist,  der  sich  als  Spezialfall  die  von  Clebsch  unter- 
ordnet. 

Wie  in  der  zitierten  Arbeit  des  Herrn  Professors  Linde- 
mann soll  zuerst  eine  Berührung  von  der  1.  Ordnung  unter- 
sucht werden. 

§  I.   Berührung  I.  Ordnung. 

Die  algebraische  Raumkurve  soll,  um  symbolisch  rechnen 
zu  können,  als  Schnitt  zweier  algebraischer  Flächen  dargestellt 
werden : 

/*=  0     oder    /""  (Xj,  x^,  a?„  xj  =  0 
und 

g  =  0     oder    sT  (a^j,  a;„  x^,  xj  =  0. 

Femer  sollen  die  Definitionen  gelten: 


^)  Mathematische  Annalen,  Band  4,  pag.  622. 
^)  Grelles  Journal,  Band  68. 
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Es  mOssen  zuerst  die  Flächen  eines  Büschels: 


(1) 


bestimmt  werden,  welche  die  Raumkurve  berühren.  Zu  diesem 
Zwecke  kann  man  die  Berührungspunkte  der  verlangten  Flächen 
auf  der  Raumkurve  suchen.  Diese  Punkte  sind  durch  die 
Korrespondenz  gegeben: 


=  0. 


9^0  (y)  9^1  (y) 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  y«  *=  :%?< -4~  ^^h  so  wird: 

^dXi  *■'  dXi  =  0. 

9»o(«)  »»iC«) 

Die  dXi  sind  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


(2) 


9t  d'«»  +  5'»<'«,  +  S»*  da;,  +  g^  dx^  -=  0 
und  femer  durch  die  Idendität: 

X,  dx,  +  X,  rfa;,  +  x,  dx^  -f  x^  «Zas^  =  0, 
wenn  zwischen  den  x;  die  Relation  besteht: 

x,a;,  4-  x,a;,  +  x,a;,  +  x^x^  -=  1. 
Aus  den  Gleichungen  (8)  und  (4)  erhält  man: 

e  «^«1  =  /*  (»«fi^e — ^t^i) + 9i  (ft  »<»  -««/«)— "4  (/t^s  -  SItQ 

e  <^«t  =  A  (^«  «4  -  ^4  »«s)  —ffi  (/i  «4  -  /l '«.)  +  »«l  if»9i.—9i  ft) 

e  <^««  =  /i  ("f  ^4  —9,  '*i)—9i  i^i  U — A  »4)  +  *^i  iff»  fi—9ift) 

Q^^i  =  fxi9t^»—^i9^-ft^i^»—''i9^  +  ft  (ßi'*t—9»xi)- 

16» 


(3) 


W 


(4«) 


L 
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Diese  Werte  führen  wir  in  obiger  Determinante  ein  und 
finden: 


0. 


(5) 


also 


Setzen  wir  jetzt: 

/(a!)  =  a;,      g(x)  =  b^, 

(^'o/S'«)  =  »•♦»•  ^- (««*«) «i""^  öt;;-*  2^-1 
((p^fgx)  =  n  *  m  '  s  *  (ß a  b x) ßl,-^ a^^^  ^J^'i 
so  geht  Gleichung  (5)  über  in: 

Hier  kann  nun  der  Faktor  x,  =  Xja:,  +  ^j^s +  ^8^s  +  «4^4 
leicht   abgespalten  werden   durch  Anwendung   der  Relation:*) 

ßx{aahx)  —  x^(aabß)-\-b^{aaxß)  -  as(abxß)  +  ajabxß)=^0. 

Und  da  aj  =  0,  &;;•  =  0,  >c^  =  h  so  wird  die  GL  (5): 

(abaß)a''-^b'^'^^  a'-^  ß*-^  «  0. 

Die  gesuchten  Berührungspunkte  sind  also  die 
Schnittpunkte  der  durch  /"==  0  und  ^  =  0  dargestellten 
Raumkurve  mit  der  Jacobischen  Fläche  bezüglich  der 
Flächen  des  Systems: 

/  =  0,     (/«O,     ^'o'^O,     (p,-=0. 


*)  Diese  Formel  kann  leicht  aus  der  entsprechenden  ffir  ternäre 
Formen  gewonnen  werden. 
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wo 
und 


§  2.  Berührung  2.  Ordnung. 

Gegeben  ist  ein  zweifach  unendliches  lineares  System: 

9  +  iv'  +  /*;c  =  o  (1) 


1  9(p 


1  dtp 


^'==7aV    ^'  =  7a^'   ^'-^ 


S  dXi' 


Die  Gleichung  der  Fläche  von  der  Ordnung  s,  welche 
obigem  System  angehört  und  die  Kurve  /"  ==  0  und  ^  =  0  in 
einem  Punkt  x  berührt,   ist,    wenn  y   der  variable  Punkt   ist: 

if9wx)<p^)  +  (f9x<p)w(y)  +  (f9<pw)xiy)  =  O       (2) 

oder 

wobei  folgende  Definitionen  eingeführt  werden  sollen: 


(3) 


a;  =  6;  =  c»  =  0 

tmd 

o'«  =  6'»  =  c'«  =  0. 

Diese  ( 

Gleichung  (3)  kann  man  auch  in  der  Form  schreiben : 

<piy)     v(y)      xiy)       o         o 

9M    Vi(«)     xM    fM    9M 

9>,(aj)      VtC«)      Xt{x)      /■»(«)      P»(«) 

=  0.      (4) 

9'i(«)     Vj(«)     A:»(a;)     /;(«)     ^»W 

95 Ja;)      y>^{x)      xM      /*(*)      ö-iC^;) 

Man  hat  ferner  noch  die  Relationen: 

Z(«)  ==  «1  Zl  +  ^tXi  +  «s  Z»  +  «4  Z* 

/(«)  =  «I  /i  +  «»/»  +  «»/»  +  «i/"*  =  0 
5r(a;)  =  «.fir,  +  x^g,  +  a:,^,  +  «^J/^  =  0. 
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Setzt  man  nun: 

80  gehen   die  Glieder   der  1.  Hoi-izontalreihe  obiger  Determi- 
nante über  in: 

(s-i)«;-»«».,   is-i)ßir'ßl,  («-i)yl-VL. 

(n-l)a:-^al,    (m- l)a.— «a;f.. 

Wir  berechnen  zuerst  den  Ausdruck  ß^aj,» 
Q^  «L  =  i^f9^f  =  {aaax)  (a66'«)a«  - '  6;j-*  a;— '  ft;-- ' .  (5) 

Und  es  ist: 
I.  üx (a bb'H)  =  Xg (abVä)  —  6i (a 6 «a)  +  bt,{aVxa)  —  a,(6 6'x a). 
II.  6,(a aa'x)  =  xj^aaab)  —  ag^ia ax b)  +  ax(aaxb)  —  a^ifiaxh). 

Wendet  man  dies  auf  den  Ausdruck  (5)  an,  so  wird,  da 
die  Glieder  mit  den  Faktoren  a^  und  Vj^  verschwinden: 

+  agbx(aa  xb)(ab'xa)  —  agbs{aa  xb)(ab' xa) 

—  axXx{aaab)(bb'xa)  —  a^Xx(aaxb){abb'a)        (6) 
+  xl  (aaa  b){abb' a)  +  a^x^  {aa' xb){abV d) 

—  a,a« (a a  x b) (b b'xa)  +  a\{aax d) (b H x  a)]. 

Durch  Anwendung  der  Formel  II  geht  das  1.  Glied  über  in: 

al'^bl-'^ d"^-^  b'^-''\bl{aaa'b){aad x)  +  a»b.{aaxb){aadh) 

—  axbx  (a  a  ab)  (a  a!  xb)  -\-  a,  bm{aadb)  (aa'x  b)\ 

In  diesem  Ausdruck  verschwindet  das  1.  und  2.  Glied 
identisch  wegen  a  JJ*==  0  und  6^  =  0,  das  3.  und  4.  Glied  heben 
sich  mit  dem  zweiten  und  dritten  des  Ausdruckes  (6)  auf  und 
das  4.  Glied  von  (6)  geht  durch  Vertauschung  von  d  und  6' 
in  das  5.  Glied  über.     Also  wird: 
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ß8a2^=a;-*6;-«a;— -i6'~-'[xj(aaa'6)(a66'a) 
+  al{aa'xb)(bb'Ha)  —  2a^x^{aa'xb){abb'a)  (7) 

—  a^a^(aa*  xb)  {bb'  xa)  +  a^x^{aa*  xb){abb'  aj}. 

Diese  Relation  kann  noch  weiter  vereinfacht  werden; 
durch  Vertauschung  von  a  und  b  und  indem  man  die  halbe 
Summe  des  alten  und  neuen  Ausdruckes  bildet,  geht  das  letzte 
Glied  aber  in: 

a  tB  U  9  SB  ^  ^    ^  ' 

=  iay^bi^-^aj'-^b',''-^x^{abb'a)[a^{aa'xb)-x^iaaa'b)]; 

Ebenso  erzielt  man  durch  Vertauschung  von  a  und  b: 
o"-'&"-»a'"'-' J'^-'o  (aa'xb)(hb'xa) 
^^a2-^b^-^a;^-^b'j^-^{bVxa)la^(aa'xb)'-b^{aa*xa)] 
=^^a2-^lr;-^a^-^b'J^-\bb'xa)l(a^{aa'xb)--x^iaaa'b)]. 

Der  Ausdruck  (7)  erhält  jetzt  die  Form: 

^      ds  X  a  m  x  La«v  /n  /        rQ\ 

+  i  al{aa' xb){bb* X d)  +  a^x^{aa' xb){abb' ay]. 

Für  die  4.  und  5.  Kolonne  der  Determinante  (4)  pag.  (5) 
läßt  sich  der  Ausdruck  (8)  noch  mehr  umformen.  Setzt  man 
zuerst  a  =  <?,  dann  kommt: 

(n—  l)a*-2jn-2^'m-i j'»-i^i.-i;^  {aa'xb)(cbb'a) 

\  i       X  X  X  X  X  X  ^  '^  ^ 

=  J(n  —  l)a2-^bl'-^(^-'a^-^by-^x^'icbb'a)'l{aa'xc)c^ 

—  {ca*xb)a^  —  (aa'xc)  6 J 
^  ^(n  ^  l)  a^-^b^-^  <^-^  a^^-n'^-^  xl(caa*b){cbb'a). 

Und  weil  noch  die  Gleichungen  gelten: 
/=  0     und  df=  0, 


218  Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  yom  6.  Juli  1907. 

so  wird  schließlich: 

Setzt  man  aber  in  (8): 

a  =  c\ 
so  verschwindet  das  3.  Glied  identisch  und  es  bleibt: 

Multipliziert  man  die  vier  letzten  Reihen  der  Deter- 
minante (4)  mit: 

{s—)){abb'\(aa'xb)a2-^bl'^aJ"-^Vj^-^)c^, 

(S'-l){abb%{aa'xb)a^''^b^-^a^^-^V^^'^x^, 
(s  —  l)(abb'X(aa' xb)a^-^b2-^ a';"-^  b'J'-^x^, 

und  zieht  diese  Produkte   von   den  Gliedern   der  1.  Reihe  ab, 
so  werden  diese: 

|(s— l)(aaa'6)(aft6'a)a;;-2jn-2^^m-ij^m-ia*-.2^2^ 

1(5— l)G^aa'fe)086&'a)a«-2ft;j-2^;,«-»6;,-->/J*-2x*, 
|(s  — l)(yaa'6)(y66'a)a;;-2jn-2„^w-ij^m-iy.-2^2^ 

^^t^^(caa'6)(c66'a)a;;-2j»-2^^m-ij^m-i^-2,,2^ 

|(w-l)(c'aa'6)((?'66'a)a;;-2jH-2^^m-ij-^«-i^^m-2^2^ 

Durch  diese  Operationen  ist  der  Faktor  x^  vollständig 
abgespalten,  und  die  Xi  kommen  in  den  Gliedern  der  Deter- 
minante nicht  mehr  vor. 

Die  Punkte  unserer  Raumkurve,  in  denen  eine 
Fläche  des  Büschels  (1)  pag.  (215)  eine  Berührung  von 
der  2.  Ordnung  mit  ihr  hat,  sind  ihre  Schnittpunkte 
mit  folgender  Fläche: 
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—  L)  "^ 

ya—i.f  r 

ya—x;^ 

3 

u    \jr9  —  j, 

ft 

Vi 

X, 

/•. 

9i 

Vi 

Vi 

X, 

/. 

fft 

f» 

V. 

X» 

f* 

9, 

n 

V4 

Xl 

f. 

94. 

=0(11) 


wo: 


(p  =  (aaa'6)(a66'a)a;-2ftn-2^^m-ift^«-ia.-2 

X  =  (yaa'i)(yftfe'a)a;-2J;-2^;"— !&;,"— ^>^-2 
j  =  (caa'i)(c66'a)a;;-26~-«a;;»-^6;^«-it?;-2 

ff  =  (c'aa'6)(c'66'a)a«-«6;--a;^»«-»6;**-^(?;«-^ 

In  dem  Ausdruck  (5)  pag.  216  wurden  zu  seiner  Berech- 
nung die  Synibole  a,  b  der  Form  »"  =  ^^J  •  •  •  in  den  Formeln  I 
und  11  zusammengefaßt.  Statt  dessen  kann  dies  auch  in  anderer 
Weise  noch  geschehen.     Hier  soll  z.  B.  von  den  Formeln: 

a^iahV  x)  =  H^{ahV  a*)  —  K(ahxa')  +  h»{ahxa') 

—  aa:{bh'xa') 
b'ss{aaa'x)  =  Xx{aaa'b*)  -  a'xiaaxb*)  -j-  aa(aa'xb') 

—  ax(aa*  xb') 

ausgegangen  werden. 

Führt  man  in  analoger  Weise  wie  vorher  die  Rechnung 
durch,  so  findet  man,  daß  die  Fläche  (11)  von  vorher  jetzt 
durch  folgende  Fläche  ersetzt  wird: 

l(«-l)«P,  (s-l)«Pi  {s-l)X,  («-1)J,  '"  +  |*--?G,! 


=0(12) 


UL 


IV. 


f, 

V. 

Xi 

A 

9x 

<pi 

V, 

Xi 

/. 

9% 

Vt 

V« 

X» 

f. 

9» 

Vi 

Vi 

Xt 

h 

9* 
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wo  die  Definitionen  gelten: 

^  '    ^  'X  X  XXX 

W^  =  (ßaa'b')(ßbb*a')aJ^'-H'J^~^a2-'bl-^ß'-^ 
Xi=(yaa'6')(y66'a0a,"'-2ft;~-"-a~-i6;->y»-2 

N  /v  /X  X  XXX 

Gfi  =  (c'oa'60(c'&6'a')o— "J— *a"-'6"-'c'»-«. 

^  '^  'X  X  xxs 

Setzt  man  nun  s=^l,  so  geht  das  Flächenbüschel  (1) 
pag.  215  in  das  Ebenenbüschel  über: 

ax  +  i/?x  +  /^}'x  =  0, 

und  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  werden: 

(m-l)Gi<py>xf)-^'^^  A(spri,x9)  =  0 

Durch  Umrechnung  kann  man  aber  zeigen,  dafi: 

Ji  =  g     und     G  =  y. 

Für  den  Fall  5=1  sind  also  die  beiden  Flächen  (11) 
und  (12)  identisch. 

§  3.  Berührung  3.  Ordnung. 

Nach  den  vorausgehenden  Resultaten  kann  man  leicht 
die  Gleichung  einer  Fläche  von  der  5*®°  Ordnung  aufstellen, 
welche  dem  3 fach  unendlich  linearen  System: 

(p(x)  -^x  y)  {x)^  Xx(x)  +  p,(o  (x)  =  0 

angehört,  und  welche  die  Raurakurve  f  =  0  und  (/  =  0  in 
einem  gegebenen  Punkt  x  von  der  2.  Ordnung  berührt.  Diese 
Gleichung  ist  bei  variabeln  y: 
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^(y)     v(y)     z(y)     «»(y) 

0 

0 

(S-1)<P    (ß~l)^   {S-1)X   (8 

-1)Q 

n+2s- 
3 

-J  (»n-1 

<Pi            Vi            Xt 

0), 

/; 

9x 

9i           V»            Xt 

ö). 

/; 

9t 

;    *».          V.         X, 

ö). 

/i 

9, 

i     V»«           Vi           Zi 

0>4 

/* 

9a 

=  0   (1) 


Die  Gröfien  (P,  !P,  X,  A  und  G  sind  durch  (11)  pag.  219 
definiert,  und  es  sei  noch: 


-2 


Diese  Gleichung  (1)  wird  befriedigt  fliry=Äa:,  y  =  fl?  +  da; 
und  y  =  x-]r2dX'\'d^Xy  wie  man  durch  Anwendung  der 
Torausgehenden  Betrachtungen  sehen  kann. 

Nehmen  wir:  y  ==  a:  +  3  dx  +  3  (?a:  +  ^^^»  um  eine  Be- 
rührung 3.  Ordnung  zu  erzielen,  so  transformieren  sich  die 
Elemente  der  1.  Reihe  in: 


3  («  -  1)  ai-»«„  a,,  +  (*- 1)  {8  -  2)  ap»  «»„ 

3(n-l)a;;-ä«,,o^,  +  («-l)(«-2)a-«a»„ 
8(m-l)a.— »»ai.a;,.  +  (m-l)(m-l)a,'-«a^8. 


(2) 


Multipliziert  man  (8)  pag.  217  mit  a|^^^  und  difFerenziert, 
so  kommt: 

2p'«T'«^.«^x+  Ö*(«-2)ai-«+  2^rf^ai-«a5,  (3) 

+  (w-l)a;-2Jn-2^^m-2J>»-lQj^-2;,2(Qßj^'ft)(0jJJ'öt)a^^ 

+  (n-  2)a;-36j-2a^-^  J'«-i  al{aa'xh)[hVxa)a^^ 
+  (m  — l)a^-»6;-2a;"-26;"' -«a'(aa'«6)(66';<a)a;^ 
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+  2(n— 2)o;-»6;-2o;'*-i6^'  c^-^x^(aa'xb)(abb'a)a^^ 
+  2(«t-l)a;-''6;-'»o;"-«6,— •  a'-i  x^(aa' xb){abb' a)  a^^ 
+ («-)ar'^"*«;'"~'  br-'<^*>c,iaa'xb){a  b  b'  a)  a^^. 
Es  ist  weiter: 

^     dx     X  V  '     X    %  X 

wobei  aber  immer  gilt: 

c»  =  0     und    c^  =  0. 
Relation  (3)  geht  dann  über  in: 
2e'«r'«.x«^.  +  ö'(^-2)aj-»a3^  +  2^2e;^a-«a5^  (4) 

+(m-l)a;-26;-2a;«-26;"-ia»-2x2(^-ic;"-Haaa'6)(a66'a)(a'cc'x) 

+2(n-2)aJ-»6;-2^;^-ij'm-iöj»-i;<^c;-^c;~-Hflta'«6)(aft&'a)(«cc^^ 
4-2(m'l)a;j-26;;-2^;«-26;«-ia»-'x^c~-^c;«-^(aa'x6)(a66'a)(a'c 
+  (s  -  1)  a;-» 6;; -2a;«-i6'«-' 0^-^x2^«-*^;"'- Kaa'x6)(aft6'a)(acc'a) 
-(5-1)  a;-86;-2^;~-'6'~--^a»-'x^c;-ic;'"-*(aa'x6)(ai6'a)(cc'xa). 

Dies  kann  mau  anders  schreiben: 
ae»"»^-*«,,  a^,  +  e«(s-2)ar»a»,+  2e*dea-«a«^  (5) 

4-(s-l)4>'Vx«+^9?+Bd9?-(w-l)x|<pvj+2(m-l)x,*^". 
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Hier  bezeichnen  A  und  B  Größen,  welche  die  Symbole  a 
nicht  mehr  enthalten  und  wir  setzen: 

*"  =  (aaa'6)(a66'a)(xcc'a)a;-«6;-2a:~-^6:?»-*at-«c;-icl«--\ 

\  /\  /\  ^     X  X  X  X  X  X  X  ^ 

wo: 
R,  =:  (aft'6).(xaa'6)(xcc'a)aJ-»6J-2a;"•->6;«-lc;J-'(?;"•-^ 

0^'  =  (aaa'6)(a66'a)(xC(?V)a;-«6~-2^;r"-^6;-*-»c;-i(?;«-^a^--2, 

^  -'^^  ■'V  /XXdC  X  XX  X  •'  I» 

wo: 

P.  =  (aft'&).(xaa'6)(j«c<?'a0a;-^6;;"*a;— *fc;'*-'c;-»c;— '. 

Den  Ausdruck  für  ^iv  wollen  wir  noch  weiter  behandeln. 
Es  ist: 

Das  1.  Glied  wird  gleich  <P",  das  dritte  verschwindet  durch 
Vertauschung  von  a'  mit  c'  identisch,  und  es  bedeutet: 

XXX  X  XXX 

Dann  ist: 
d>^^  =  — *"  — i(6cc'a)(aa'xa)[(a66'aK-(ac6'a)&J  •  /7. 

=  ~^^—i{bcc'a){aa'xa)la^(abb'€)^a4bb'ac) 
+  6;(a6a(?)]./7 

=  0*'  +  ^(bcc'a){aa'xa)(cb'ab)a^^b;^^a^^b'^'^(f;^^^ 

<  fi  das  3.  Glied  verschwindet  wegen  6^*"  =  0  und  das  1.  Glied 
'  ird: 

i(aa'xa)(abb'e)(bec'a) 

:  il(aa'xa)(abb'c) - (ca'xa)(ai6'a) - (ba'xa)(aab'c)'](bcc'a)  =  0. 
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Definieren  wir  noch: 

^2Si<pi,  (5»>) 

so  geht  die  rechte  Seite  des  Ausdruckes  (5)  Ober  in: 

+  ?^l^l0y  (6) 

+  Ä<p  +  Bdip—(m—l)xl^'^  -^  2(m  — l)x,4>v". 
Studiert  man  den  Ausdruck  a'~*  a*_,  so  kommt: 

==ix2(aaa'6)(a66'a)(ac(?'x)a^-2jn-2^'«-2j^m-i^-i^^m-i^^^ 

Durch  Anwendung  der  Relation: 
erhält  man: 

Multipliziert  man  die  Gleichung  (5)  bzw.  (6)  mit  4(^""^) 
und  zieht  davon  die  mit  \(s  —  1)  (5  —  2)  multiplizierte  Gl.  (9) 
ab,  so  erhält  man  das  Resultat: 

3e»(5-l)a'-2«,^a^,+  qHs-1)(s-  2)aJ-«a3^ 

Z{s-l)Q^dea'^-'al^  +A"<p  +  JB"d<p  +  '-^  -^^  0-x] 

— !(«— l)(«+s— 3)<P"x^+|(s— l)(6n+2s— 13)<P'"x, 
+  i(s  -  l)(2s  - 1)0'' xl  -|(tn  - 1)(«  ~  1) xl <P^i 
4-3(«»  — l)(s-l)x.*^". 
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Auf  dieselbe  Weise  erzielt  man  andere  Relationen,  die 
aas  (10)  herrorgehen,  indem  man  a  durch  ß,  y,  d  nacheinander 
ersetzt.  Nimmt  man  aber  d  an  Stelle  von  a(ch  ^ss  a*  *•=  0), 
so  gehen  die  Ausdrucke  (5*)  über  in: 

J'=(rfaa'6)(d66'a)(rfcc'o)o--»6»-2(^-«o;^— 'i;"-ic;;-'c;;»-'=:0  (11) 

J"=(rfao'ft)(d66'a)(x<?<!'o)a»-»6j-«d;-*a2"~'**~'cJ"'<'""' 
J"'=(xao'6)(rf66'o)(xcc'a)o»-»6»-2d;-'  a;«-i  6;~-'  cj"'  e^  "'  =2Rifi 

Dai  J'  identisch  verschwindet,  sieht  man  sofort  bei  Ver- 
tauschung  der  Symbole  o  und  d.  Vertauscht  man  in  J'"  b 
mit  d,  so  wird: 

d'"  =  \(xcc'a)(dbb'a)[lixaa'b)  d, 

=  \(xee'a){dbb'a)  [(xa'&d)o. 

-  (aa'bd)yjar^-»b^*  ^-'aT'  ^T'  <5''  ''^■' 

+I(*a'6d)(*cc'a)(d66'o)aj-»i5-*(^'^o;"-i6^><^-»c;'"'. 

Letzteres  Glied  ist  aber  Null,  da: 

i[ixa'bd)(xce'a)  —  (xa'ad)(xcc'b)  —  (xa'ba){xcc'd)'] 
=>  ^(xa'bd){xce'a)  =  0 

Ebenso  behandelt  man  J""^: 

jvii  ^  I  (xcc'aO  (dift'a)  [ixaa'b)a, 

—  (xaa'  d)  6J  aj  -« «^  -^  t^-«  o;—«  6;^—»  ^  " '  c;— ' 
==i(xcc'a')(rf66'a)[(xa'6«i)o,-(xo6d)o; 

-  (aa' J<i)  xj  a;-«  6;;-»  c^-«  a^«  ""  ft;— '  (^-'  <— '. 
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Das  3.  Glied  ist  gleich  Ä^^,  das  2.  Terschwindet  bei  Ver- 
tauschung  von  a'  und  &  identisch,  und  geht  bei  Vertauschung 
von  a  mit  d  in  /l^"  über.    Also  wird: 

Gleichung  (10)  nimmt  dann  die  Form  an: 
3e»(n-l)a;-''a,^o^,  +  ß»(n-l)(»-2)a:-«a». 

3(n-l)e»rfeo:-«a|,-i(n-l)(n-2)J"x2       (12) 

-i(m-l)(»-l)x|^f^i. 

Ebenso  erhält  man  ähnliche  Relationen,  wenn  noch 
a  =  d'  («T"  =  a^  =  0)  in  (10)  gesetzt  wird: 

G'  =  (d'oo'6)(d'66'o)(d'cc'a)a;-»5;-2o;"-'6;;»-'c;-'c;'"-' dT»-»  (13) 
G"  =  (d'aa'b)(d'bb'a)ix  c  c'  o)  o»-»6;-«a;"-i6^-'  ß^'^^T'^^T"^ 
G'"  =  (>eaa'b)id'hh'a)  (x  cc'a)a'^-^b^-^a^-^b'^-'e^-^  c;— '  d';^-^  =  0 

G''  =  ibcc'a)(aa'xd')(cb'  ab)a^-»b^^a^-'b'^-'<!^-'c^-^  d'j^-^  =  0 
G'^^  =  (ß'aa'b){d'bb'a){xcc'a')al-Hl-^a^-n';^^(r-^c^-^  <^"— « 
Gvn  =  (xoa'ft)(d'66'a)(«c<j'fl)aJ-26;-^a^-26;— '«^-»c;— '<^"-»  =  0 

G"',  G^  und  G^'  verschwinden  identisch,  wie  man  durch 
Vertauschung  der  Symbole  b'  mit  d\  a'  mit  d'  und  b'  mit  rf' 
sieht,  so  daß  man  für  Gleichung  (10)  erreicht: 

3e»(»»  -l)a;-«o;,o;,,  +  e»  (m  - 1)  {m  -  2)a;"-»oJ,     (U) 
=  -3(m-l)eMe<"-2a;^-|(»»-l)(n  +  »»-3)xJG" 

Nach  denselben  Methoden  wie  bei  §  2  kann  man  die 
Glieder 

-  3(a-i)e»(lea«-*aL -8(«  -i)e'<ie«r'«S«' 

-3(m-l)e*rfßa;-«a2, 
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Ternachlässigen,  wie  auch  in  Hinsicht  auf  /  =  0,  df=^0  und 
^  =  0,  dg  =  0  diejenigen,  welche  die  Faktoren  (p  und  d(p 
u.  s.  w.  enthalten. 

Damit  auch  die  Glieder,  welche  0'*\  iP"',  X'"  und  ii'" 
enthalten,  wegfallen,  muß  man  von  dem  4.  und  5.  der  Aus- 
drücke (2)  abziehen: 

i(s-  l)(6w  +  2s  — 13)zl'"x^  =  ^(s-l)(6w  +  25-13)^"x«, 
Hs-l)(6»  +  2s  — 13)G'"x,=rO. 

Ebenso  entfernt  man  0^  .  .  .,  bzw.  *^"  .  .  .  durch  Sub- 
traktion von: 

tzl(2s-l)jyxl  =  '--:^(2s-l)A"xl, 

-*7~(2s-l)ö^x«  =  0, 
bzw.  3(«»  -  l)(s~  l)x,  J*"  =  (m-  1)(«  -  l)zivi  ^i^ 

Auf  diese  Weise  erhalten  die  Glieder  der  1.  Reihe  unserer 
Determinante  folgende  Form: 

i(s— l)(s  — 2)x»*'  — |(s-  l)(«  +  s  — 3)x»<P" 

-|(«»-1)(S-1)0V.;,2, 

|(s— l)(s  — 2)x»?P'— |(s  — l)(n  +  «-3)x2!P" 

i(s-l)(s-2)xJX'-|(s-l)(«  +  s-3);<2X" 

-|(m-l)(s-l)Xvi;,^,  (15) 

^(s-l)(8— 2)^10' -^(s-l)(n  +  s  — S)xlQ'- 

-  [i(»-l)(n-2)  +  i(s-l)(3n+2s-7)]x2J" 
-i(«i  — l)(n  +  2s— 3)*:^jvi^ 

\im  —  l)im  —  2)x»G'  —  ^im  —  \)(m  +  n  -2i)xia" 
—  »(m  —  iyxlG^K 

1907.  SliKimgab.  d.  matb.-phys.  Kl.  10 
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Die  Determinante  selbst  nimmt  den  Wert  an: 

D  =  :^xlA    ■  §xlB-%(m-l),clC  (16) 

wenn  man  setzt: 


A= 


ß= 


r'4>'         r'W        r'X'         r'ß'        0         t-G'     \ 

(s—l)0  is—l)W(s-l)X(s—l)Q  a'A  {m-\)G' 

V^  y>,  Xi  ö»!         /i         9i         \ 

Vt  V»       .      Xt  <"*         U         9t        i 

n         V»         xt         «>»      U       9t      ' 
n         Vt         Xi         ö>*      U       9i      I 

I     0  0"         aW"         oX"  aQ"      rJ"      qG" 

|(s— 1)«P  (s— l)«F(s-l)X  (s— l)ß  o'A  {tn—l)G 

9i  V.  Xi  «>i         /i  9t 

I       9i  Vi  Z»  «>» 

j       n  Vs  Zi  ö>8 

\  94.  V*  %4  "»i 

(s-l)<P''i(s-l)?^»(s-l)-X''''  (s-l)ß^'  o'4^'  (»»-l)ff*i| 
(s-1)*    (s-l)«P    (s-l)X    (s-l)ß     oM     (»»-1)G    I 

<Pi  V.  Zi  «>.  /"i  9i        I 

9'»  V»  Z»  «1  /«  i?« 

«Ps  V»  Xt  ^»  f»  9» 

94.  Vi  Xi  Ö>4  /4  P»* 

femer: 

r'  =  (s  — l)(s-2).  e  =  (»M— 1)(»»+M-  3), 

n  +  2s-3 


/. 

9, 

f» 

9t 

f. 

94. 

c= 


t  =  (m  —  l)(m      2),  o'  = 


3 


a  =  (s-l)(n  +  s-3),  ''  =  V:Zi' 

'•=U(«    -l)(n-2)  +  (s-l)(3n  +  2s-7)]. 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 
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Es  bleibt  noch  übrig,  von  den  Determinanten  B  und  C 
einen  Faktor  Xx  abzuspalten.     Setzt  man: 

(^  =  e^  =  /-»     und     d'^  =  e^  =f~, 

N'  =  a^-^ ft'"»-i  (•'•*"■'  d'*"-~2 e'»»-i  f »--i , 
ferner: 

I     G[aaa*h){ahVa)  . . .  r{daa'h){ahV a\  Q{d'aa'b){d'bVä) 
is  -  \){aee'f){afre)  . . .  a\dee*f){dff*e\{m-\Xd'ee'f){d'ffe) 

I  a,««  ...  djda-,  (iida; 

Die  zweite,  dritte  und  vierte  Kolonne  dieser  Determinante 
sind  wie  die  erste  gebaut,  nur  ist  das  Symbol  a  bzw.  durch 
die  Symbole  ß^  y,  d  ersetzt. 

Es  wird  dann: 

B  =  E '  {x c& a)he:,U'  n*', 
nun  wendet  man  die  Idendität  an: 

{xcc*a)ex  =  ax{xcc*e)  —  Cx(xcae)  +  Cx(xc'ae)  —  Xx{cc*ae), 

Dadurch  wird  B  in  eine  Summe  von  vier  Gliedern  trans- 
formiert. Das  zweite  und  dritte  Glied  dieser  Summe  ver- 
schwinden, weil  sie  die  Faktoren  c"  =  0  und  c'"*  =  0  ent- 
halten;  das  1.  Glied  ist  gleich  B^  wie  man  erkennt,  wenn  man 
ö  mit  c,  h  mit  /,  a'  mit  e'  und  b*  mit  /'  vertauscht.  Man 
erl  alt  also: 

B  =  :^'Xx  'E'[ec&a)bxU  '  ^'-  (21) 

Ebenso  behandelt  man  die  Determinante  Ci 

16* 
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WO ' 

77"  =  M"  •  N", 

X         'X         *  X  X  X  X  X  X  X         '  X         ^ 

N*'  =:  a^«-2  J^«-2(j'm-l  cl'm-2 ^'m-2  f^m-% ^ 

und  F  aus  E  hervorgeht,  wenn  in  E  man  ersetzt  r  durch  o', 
Q  durch  m  —  1,  und  a  durch  (s — 1). 
Durch  Anwendung  der  Idendität: 

{xc&a')ex  =  ax{xc&e')  —  Cx{xca'e*)  +  Cxin&a'e')—  Xjr{c&a*e') 

geht   die   Determinante  C,   in    ähnlicher  Weise   wie   oben  B^ 
über  in: 

C  =  1  x^  .  F{e'c&a')Kfx  •  /7".  (22) 

Das  Resultat  unserer  Untersuchung  ist  also: 
Die  Punkte,   in  denen  eine  Raumkurye    von   einer 
Fläche  des  linearen  Systems: 

(p{x)  +  xy){x)  +  kxi^)  -^  fi(o{x)  =  0 

von  der  3.  Ordnung    berührt  wird,   sind  ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Fläche: 

i)  =  ^  —  3^0  —  3(w  —  1)  Co  =  0  (23) 

wo  A,  B,  C  durch  die  Ausdrücke  (17),  (21)  und  (22)  definiert 

sind,  und: 

B==xx'B,,    C==Xx'C, 
gesetzt  ist. 

Setzt  man  in  der  Fläche  (23)  5==  1,  so  erhält  man  eine 
Fläche  von  der  Ordnung  6m  +  6n  —  20,  welche  die 
Kurve  /'=0,  g  =  0  in  den  nw(6m  +  6n  — 20)  Berührungs- 
punkten von  Wendungsberührebenen  schneidet. 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  erscheint  in  der  Form: 

J(w-2).J.&'-(6cc'a)Ä.[(«-2)(daa'6)(d66'a)(d'ecY)(dYr^) 
~(w+n-3)(rf'aa'6)(d'66'a)(d6e7)(d//'c)]     (24) 
-{m-l)(e'cc'a')S'l{daa'b){dbVa)(d'ee'ß{d'ffe) 
-  (d'aa'h)  {d*hVa\  {dee'f){dffe)'\  =  0. 


F.  Thalreiter:   Fl&chen  eines  dreifach  linearen  Systems.        231 
Hier  sollen  die  Definitionen  gelten: 

X  XX  X  X'X  X  Jj  X  X  X'X/ 

5-_£,»-2  Ji«-2a»-I  ^-2gH-2/H-2^'m-2  5'm-l^'m-l  ^'m -2  g'»-2 /•'•»- 1 
"  X       ^'x        "x  X         X      'x  X  X         ''x  X         ^x        'x        ) 

und  fBr  ii  und  G*  gelten  die  Bezeichnungen  von  p.  219  und  226. 
Die  Gleichung  (24)  kann  aber  noch  weiter  vereinfacht 
werden,  da  die  beiden  Glieder  in  der  2.  und  3.  Summe  durch 
Vertauschung  von  a  mit  e,  h  mit  /*,  a*  mit  e'  und  6'  mit  /' 
ineinander  übergehen.  Es  wird  Gleichung  (24)  jetzt  in  der 
Gestalt  erscheinen: 

i(w-2)J(?'~[(w+2»--5)(ec(?'a)jR+2(w--l)(c'cc'a')S] 

.  idaa'b)(dhVa){d'ee'f){d*ffe)  =  0.  ^^^^ 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Glebsch^schen  Fläche  in  sym- 
bolischer Form.  Die  Unsymetrie  rührt  davon  her,  daß  der 
Ausdruck  (5)  p.  216  in  verschiedener  Weise  behandelt  werden 
kann,  wie  am  Schlüsse  von  §  2. 
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öflFentliche  Sitzung 

zur  Feier  des  148.  Stiftungstages 
am  16.  März  1907. 


Die  Sitzung  eröfifhete  der  Präsident  der  Akademie,  Geheimrat 
Dr.  Karl  Theodor  v.  Heigel,  mit  folgender  Ansprache: 

Mit  Frühlingsanfang  findet  ein  Axbeitsjafar  unserer  Akademie, 
heuer  seit  der  Stiftung  das  148.,  seinen  Abschluß.  Die  Wende 
bietet  Anlaß,  wenigstens  einen  Blick  auf  die  jüngste  Vergangen- 
heit zu  werfen,  auf  die  Tätigkeit  unserer  Körperschaft  und  der 
mit  ihr  vereinigten  Sammlungen  und  Institute  im  abgelaufenen 
Jahre. 

Die  Mitteilungen  über  die  Klassensitzungen,  sowie  die  ge- 
druckten Referate  und  Abhandlungen  geben  Zeugnis  —  ich 
darf  wohl  sagen  —  von  ehrlicher,  emsiger  Arbeit  zur  För- 
derung menschlicher  Erkenntnis  auf  allen  Wissensgebieten,  um, 
wie  es  Bacon  in  seinem  Buche  De  dignitate  et  augmentis 
scientiarum  von  den  Gelehrten  fordert,  unser  wehbeladenes 
Geschlecht  mit  neuen  Kräften  und  Werken  (novis  operibus  et 
potestatibus)  zu  bereichem,  die  feindselige  Natur  zur  Helferin 
zu  wandeln,  die  zahllosen  Übel  auszurotten  oder  doch  zu  mil- 
dem und  allmählich  der  heiligen  Zone  des  höchsten  Wissens 
näher  zu  kommen. 

Den  Akademien  ist  gerade  in  unserer  Zeit  eine  wichtige 
Aufgabe  beschieden.  Die  Wissenschaft  hat  sich  im  19.  Jahr- 
hundert so  unendlich  ausgedehnt  und  so  mannigfach  gespalten, 
dag  auch  erleuchtete  Geister   nur   noch  einen  Bruchteil  über- 
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schauen  und  nur  ein  kleines  Gebiet  mit  Aussicht  auf  Erfolg 
anbauen  können.  In  dieser  allgemeinen  Zerteilung  und  Zer- 
splitterung bietet  eine  Akademie,  wie  die  unsere,  für  die  nach 
allen  Kichtungen  auseinandergehenden  Disziplinen  einen  Mittel- 
und  Sammelpunkt,  einen  Fokus,  in  welchem  die  in  Folge  der 
weit  verästelten  Spezialisierung  gebrochenen  Licht-  und  Wärme- 
strahlen der  Wissenschaft  zusammentreffen.  Der  Einzelne  ver- 
mag heute  nicht  mehr  eine  Universalität  des  Wissens  zu  er- 
reichen, doch  was  dem  Individuum  nicht  vergönnt  ist,  vermag 
eine  verständig  aus  jüngeren  ICräften  sich  immer  wieder  er- 
gänzende und  dadurch  verjüngende  Körperschaft.  Durch  sie 
und  in  ihr  ist  im  Wechsel  der  Zeiten  und  Menschen  eine 
segensvolle  Kontinuität  ermöglicht:  reife  Früchte  entwickeln 
aus  sich  Keime,  die  sich  zu  Blüten  entfalten  und  dann  ihrer- 
seits auch  wieder  Frucht  werden. 

Auf  die  Tätigkeit  unserer  wissenschaftlichen  Institute 
brauche  ich  an  dieser  Stelle  nicht  einzugehen,  da  sie  als  Lehr- 
anstalten in  näherem  Zusammenhang  mit  den  Hochschulen 
stehen.  Ich  kann  mich  beschränken  auf  die  mit  den  Instituten 
verbundenen  Sammlungen  und  darf  auch  hier,  um  die  Geduld 
meiner  Hörer  nicht  über  Gebühr  in  Anspruch  zu  nehmen,  nur 
die  wichtigsten  Veränderungen  und  die  wertvollsten  Erwer- 
bungen herausgreifen. 

»Am  Ausbau  der  Wissenschaft*  sagt  Du  Bois-Reymond, 
,  beteiligen  sich  alle  Kulturvölker  in  dem  Maß,  wie  sie  diesen 
Namen  verdienen**.  Doch  kommt  auch  in  Betracht,  welche 
materiellen  Mittel  zur  Verfügung  stehen.  Wissenschaft  ist  an 
sich  ebensowenig  für  Geld  zu  haben,  wie  Kunst,  aber  hier 
wie  dort  spielt  das  allgemeine  Wertausgleichungsmittel  eine 
leider  gar  bedeutsame  Rolle.  Zur  Untersuchung  der  Natur- 
kräfte braucht  man  Laboratorien  und  Maschinenhallen,  Apparate 
und  Ingredienzien  aller  Art;  die  Geisteswissenschaften  haben 
Büchereien  und  Kunstsammlungen  nötig ;  nicht  bloß  die  eigent- 
lichen Forschungsreisen  beanspruchen  namhafte  Summen,  auch 
Reisen  zur  Besichtigung  fremder  Institute,  zur  Benützung  aus- 
wärtiger Archive  und  Bibliotheken  sind  unumgänglich  erforder- 
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lieh.  Und  nur  das  Neueste  und  Beste  ist  für  diese  Zwecke 
gut  genug,  denn  in  der  Wissenschaft  darf  es  keinen  Stillstand 
geben,  ebensowenig  in  Sprach-  und  Geschichtsforschung,  wie 
in  den  exakten  Wissenschaften. 

Nur  Unverstand  könnte  behaupten,  daß  es  in  den  deutschen 
Staaten  den  Unterrichtsyerwaltungen  und  den  Volksvertretungen 
an  Verständnis  fUr  den  Segen  der  geistigen  Arbeit  und  an 
gutem  Willen  zu  ausgiebiger  Unterstützung  mangelt.  Doch 
der  Staat  allein  kann  nicht  allen  Anforderungen  Qenüge  leisten. 
Die  Wissenschaft  wie  die  Kunst  kann  der  opferwilligen  Hilfe 
der  Privaten  nicht  entraten. 

Da  möchte  die  Frage  berechtigt  erscheinen:  Wie  kommt 
es,  daß  gerade  im  Lande  der  Denker  und  Dichter  so  selten 
wirklich  bedeutende  Schenkungen  und  Stiftungen  zu  Förderung 
wissenschaftlicher  Forscherarbeit  zu  verzeichnen  sind  ?  Darauf 
dürfte  zu  erwidern  sein:  Deutschland  ist  heute  glücklicher 
Weise  nicht  mehr  bloß  das  vom  Ausland  so  liebevoll  und 
geringschätzig  angesehene  Land  der  Denker  und  Dichter.  Das 
neue  deutsche  Reich  ist  nicht  nur  eine  politische  Macht  ge- 
worden, sondern  auch  in  wirtschaftlicher  Beziehung  gewachsen 
and  erstarkt.  Doch  auch  heute  noch  sind  Multimillionäre  in 
Berlin  und  München  und  Dresden  seltener  anzutreffen,  als  in 
St.  James  Street  oder  in  der  5.  Avenue  in  New  York. 

Immerhin  fehlt  es  in  Deutschland  nicht  an  großmütigen 
und  verständigen  Gönnern  der  Künste  und  Wissenschaften. 
Man  braucht  nur  die  Museen  in  Leipzig,  Hamburg,  Frankfurt 
zu  besuchen,  um  dafür  tröstliche  Gewähr  zu  finden. 

Vielleicht  würde  rühmliche  Freigebigkeit  noch  häufiger 
betätigt  werden,  wenn  nicht  die  Opferwilligen  ein  eigentüm- 
liches Vorurteil  der  öffentlichen  Meinung:  ,Es  geschieht  ja 
doch  bloß  aus  Eitelkeit!"  zu  scheuen  hätten. 

Mag  sein,  daß  das  Streben,  sich  und  seinen  Besitz  zu 
sigen,  an  manchen  öffentlichen  Spenden  Anteil  hat.  Mag 
nn,  daß  neben  anderen  Gründen,  die  den  Pariser  Bankier 
)8iris  vor  einigen  Wochen  bewogen,  dem  Pasteur'schen  Institut 
rei  Millionen  Franks  zu  schenken,  auch  die  Absicht  mitwirkte. 
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von  sich  sprechen  zu  machen.  Jedenfalls  ist  selbst  diese  Eitel- 
keit nicht  so  verwerflich,  wie  es  mancher  Diogenes  in  seiner 
Biertonne  glauben  machen  will.  Rühmlicher  Eitelkeit  verdankt 
die  Welt  die  ägyptischen  Pyramiden  und  das  Grab  des  Hadrian, 
den  Moses  von  Michel  Angelo  und  Mozarts  Kequiem.  Rühm- 
licher Eitelkeit  hat  es  Amerika  zu  danken,  daß  seine  Kunst- 
sammlungen und  Lehranstalten  von  Jahr  zu  Jahr  den  euro- 
päischen Schwesterinstituten  ebenbürtiger  werden.  Wenn  ein 
Mitbürger  zu  wissenschaftlichen  oder  künstlerischen  Zwecken 
einen  Teil  seines  Vermögens  opfert,  so  dient  er  dem  Gemein- 
wohl und  verdient  den  Dank  des  Vaterlandes. 

Ich  erfülle  freudig  diese  Dankespflicht,  indem  ich  daran 
erinnere,  daß  auch  unserer  Akademie  im  abgelaufenen  Jahre 
wertvolle  Gaben  und  Stiftungen  zugewendet  worden  sind. 

Auf  gnädige  Anregung  Ihrer  Königlichen  Hoheit  Pri  nzessin 
Therese,  unseres  Ehrenmitglieds,  wurde  mit  Unterstützung  von 
Gönnern,  die  nicht  genannt  sein  wollen,  eine  reiche  Sammlung 
peruanischer  Altertümer  für  das  ethnographische  Museum  er- 
worben. Um  dem  Publikum  Gelegenheit  zu  bieten,  die  seltenen 
Reste  einer  untergegangenen  Kultur  kennen  zu  lernen,  und 
zugleich  um  den  Bestrebungen  unserer  Akademie  die  Sympathie 
weiterer  Kreise  zu  gewinnen,  wurden  die  Peruana  ein  paar 
Wochen  lang  öffentlich  in  unserem  Festsaal  ausgestellt.  Ich 
lade  wohl  kaum  den  Vorwurf  der  Ruhmredigkeit  auf  mich, 
wenn  ich  von  einem  durchschlagenden  Erfolg  spreche  und  den 
Zuwachs  für  unser  Museum  als  einen  hocherfreulichen  be- 
zeichne, und  ich  weiß  mich  Eins  mit  allen  Kollegen,  wenn  ich 
der  groiamütigen  Stifter  dankbar  gedenke  und  auch  an  dieser 
Stelle  unserem  hochverehrten  Ehrenmitglied  herzlichen  und 
ehrerbietigen  Dank  ausspreche. 

Die  von  dem  deutschen  Arzt  Dr.  Gaffron  in  Lima  ange- 
legte Sammlung  bietet  ein  nahezu  erschöpfendes  Bild  der 
Kultur  jenes  Landes  der  Gegensätze,  wo  Kunst  und  Natur  in 
großartigen  und  mannigfaltigen  Formen  wetteifern,  wo  am 
Fuße  bimmelanstrebender  Berge  und  an  den  Ufern  geheimnis- 
voller Seen,    inmitten    unzugänglicher   Wüsten    und   lachender 
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Fluren  die  Reste  imposanter  Baudenkmäler  und  die  düsteren 
Grabstätten  der  Incas  und  der  von  ihnen  bezwungenen  Ur- 
bevölkerung sich  erheben.  Von  Kennern  und  Technikern  wird 
dem  in  unserer  Sammlung  befindlichen  Gold-  und  Silberschatz, 
den  Greweben,  den  Holzschnitzereien,  den  keramischen  Objekten 
ein  hoher  künstlerischer  und  antiquarischer  Wert  beigemessen. 
Die  Geschichte  der  Ornamentik  wird  durch  diese  Nascakrüge 
und  Ponchos  um  manches  neue  Blatt  bereichert  werden.  Nur 
wenige  Sammlungen  der  Welt  haben  so  köstliche  Reliquien 
ältester  indianischer  Kultur  aufzuweisen.  Um  so  dankbarer 
ist  anzuerkennen,  daß  die  K.  Staatsregierung  für  die  neue  Er- 
werbung, die  im  überfüllten  ethnographischen  Museum  nicht 
mehr  Platz  finden  kann,  in  provisorischer  Weise  geeignete 
Räume  im  Studiengebäude  des  Nationalmuseums  zur  Verfügung 
gestellt  hat. 

Ein  hochherziger  Stifter  im  idealsten  Sinne  war  unser 
lieber  Kollege,  Professor  Wilhelm  Königs,  den  uns  der 
neidische  Tod  im  vorigen  Jahre  entrissen  hat.  Ohne  jeden  Hinter- 
gedanken, nur  weil  er  edel,  hilfreich  und  gut,  hat  er  einen 
beträchtlichen  Teil  seines  Vermögens  für  wissenschaftliche  Zwecke 
bestimmt.  50000  M.  hat  er  seiner  eigenen  Adolf  von  Baeyer- 
Jubiläums- Stiftung  für  chemische  Forschungen  zugewendet, 
50000  M.  der  Mtinchener  Btirgerstiftung,  außerdem  noch  be- 
sonders 10000  M.  dem  chemischen  Laboratorium.  Er  schied 
aus  dem  Leben,  ehe  er  seine  von  vollem  Verständnis  für  die 
wirklichen  Bedürfnisse  zeugende  Absicht,  für  botanische,  zoo- 
logische, chemische  Forschung  noch  etwas  zu  tun,  ins  Testa- 
ment aufnehmen  konnte.  In  pietätvoller  Weise  wurde  nichts 
desto  weniger  der  letzte  Wunsch  des  Verblichenen  von  seiner 
Familie  erfüllt.  Herr  Regierungsrat  Richard  Königs  in  Düssel- 
dorf richtete,  als  ihm  die  Annahme  der  Stiftung  von  Seite  der 
K.  Staatsregierung  bekannt  gegeben  war,  an  das  Präsidium 
die  hochherzigen  Worte:  „Dies  ist  die  schönste  Ehrung  für 
den  Verstorbenen,  der  bei  Lebzeiten  wiederholt  dem  Wunsche 
Ausdruck  gegeben  hat,  daß  die  besitzenden  Kreise  in  Deutsch- 
land mehr  noch  als  bisher  angeregt  werden  möchten,  den  Uni- 
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versitäten  und  wissenschaftlichen  Instituten  reiche  Zuwendungen 
zur  Förderung  wichtiger  Forschungen  zu  machen."  Ehre  dem 
edlen  Spender  und  seinen  Angehörigen! 

Zahlreiche  kleinere  Geschenke  an  das  Münzkabinett,  an 
die  anthropologisch-prähistorische,  die  geologische  und  palä- 
ontologische, die  mineralogische  und  die  zoologische  Sammlung 
werden  im  gedruckten  Bericht  bekannt  gegeben  werden.  Heute 
sei  nur  darauf  hingewiesen,  daß  das  Antiquarium  durch  den 
neuen  Konservator  Professor  Furtwängler  eine  durchgreifende 
Reform  erfahren  hat.  Wenn  auch  die  räumlichen  Verhältnisse 
nichts  weniger  als  günstig  sind,  so  wird  doch  die  mustergiltige 
Aufstellung  auch  weiteren  Kreisen  zum  Bewußtsein  bringen, 
daia  München  im  Antiquarium  eine  Sammlung  der  neuerdings 
so  hochgeschätzten  antiken  Kleinkunst  besitzt,  die  gegenwärtig 
zwar  noch  nicht  umfangreich  ist,  dafür  aber  Stücke  von  er- 
lesener Schönheit  aufzuweisen  hat.  Diese  Erkenntnis  hat  auch 
bereits  Frucht  gezeitigt.  Unter  einer  stattlichen  Anzahl  neu 
aufgestellter,  besonders  reizender  Gegenstände  findet  sich  die 
zur  Nacheiferung  spornende  Bezeichnung:  , Leihgabe  des  baye- 
rischen Vereins  der  Kunstfreunde*  (Museumsverein). 

Die  Erforschung  der  Urgeschichte  Bayerns,  für  welche  in 
der  jüngsten  Zeit  ein  lebhaftes  Interesse  auch  in  den  histo- 
rischen Vereinen  des  Königreiches  erwacht  ist,  hat  von  Seite 
des  Staates  eine  dankenswerte  Förderung  durch  Erhöhung  des 
Jahresetats  von  4000  auf  8000  M.  erfahren.  Um  auch  die 
Wünsche  der  auswärtigen  Gesellschaften  kennen  zu  lernen, 
lud  die  akademische  Kommission  für  Urgeschichte  Vertreter 
des  neu  gegründeten  „Verbands  der  bayerischen  Geschichts- 
und Urgeschichtsvereine"  zu  einer  kombinierten  Sitzung  am 
16.  Dezember  vorigen  Jahres  ein.  Von  dieser  Versammlung 
wurde  ein  systematisches  Arbeitsprogramm  gemeinsam  fest- 
gestellt; in  einer  Sitzung  der  akademischen  Kommission  am 
27.  Februar  wurde  es  nach  nochmaliger  Beratung  der  einzelnen 
Punkte  genehmigt.  Als  die  drei  vordringlichsten  Hauptauf- 
gaben der  prähistorischen  Forschung  in  Bayern  haben  dem- 
gemäß zu   gelten:    1.   die  Vollendung   der  Untersuchung   der 
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römischen  Kastelle,  2.  die  Erforschung  der  vorzeitlichen,  zum 
Teil  bis  in  die  Steinzeit  zurückreichenden  Wohnungsstätten, 
3.  die  Inyentarisierung  der  Bodenaltertümer  und,  der  prähis- 
torischen Sammlungen. 

Es  ist  zu  hoffen,  daß  es  bei  gutem  Willen  aller  Beteiligten 
gelingen  wird,  die  zur  Mitarbeit  an  der  urgeschichtlichen 
Forschung  berufenen  Kräfte  zu  vereinigen,  insbesondere  die 
berechtigten  Ansprüche  der  Archäologie  zu  erfüllen,  ohne  die 
ebenso  unanfechtbaren  Rechte  der  naturwissenschaftlichen  Dis- 
ziplinen zu  beeinträchtigen. 

Vom  Thesaurus  linguae  latinae  sind  während  des  ver- 
flossenen Jahres  ausgegeben  worden:  die  Schlußlieferung  des 
IL  Bandes,  die  1.  Lieferung  von  Band  III  und  die  1.  und 
2.  Lieferung  von  Band  IV.  Für  den  rascheren  Fortgang  des 
großen  Unternehmens  war  es  von  Wert,  daß  vom  III.  Bande 
ab  die  Eigennamen  gesondert  bearbeitet  und  herausgegeben 
werden  sollen.  Auch  der  Druck  dieses  Eigennamen-Supple- 
ments hat  bereits  begonnen.  An  Stelle  des  nach  Halle  be- 
rufenen Redaktors  Professor  Ihm  trat  am  1.  April  1906  Dr. 
Berthold  Maurenbrecher,  bisher  Privatdozent  an  der  Uni- 
versität Halle.  Die  Frage  der  Räumlichkeiten  hat  sich  leider 
noch  nicht  in  befriedigender  Weise  lösen  lassen.  Mit  der  ge- 
samten vnssenschaftlichen  Welt  beklagt  der  Thesaurus  das 
Hinscheiden  des  hochverdienten  Vorsitzenden  der  Thesaurus- 
Kommission,  Seiner  Exzellenz  Herrn  Dr.  von  Hart el  in  Wien. 

Auf  Antrag  der  Wiener  Akademie  haben  die  fünf  deutschen 
kartellierten  Akademien  im  Jahre  1906  beschlossen,  eine  Samm- 
lung und  kritische  Ausgabe  der  mittelalterlichen  Bibliothek- 
kataloge Deutschlands  in  Angriff  zu  nehmen.  Es  sollen  damit 
diese  wichtigen,  aber  weit  zerstreuten  und  schwer  benutzbaren 
Dokumente  der  literarischen  Kultur  und  Überlieferungsge- 
schichte des  Mittelalters  in  einer  ihrer  Bedeutung  entsprechen- 
den Weise  zugänglich  gemacht  werden.  Die  Arbeit  wurde  so 
verteilt,  daß  die  Wiener  Akademie  die  Kataloge  Österreichs, 
die  Münchener  Akademie  die  übrigen  deutschen  Kulturkreise 
übernahm.     Die  Münchener  Akademie   erfreut   sich   dabei   der 
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weitgehenden  Unterstützung  der  Berliner  Akademie  und  der 
Gesellschaften  der  Wissenschaften  zu  Leipzig  und  Oöttingen. 
Die  gleichmt^ige  Ausführung  des  Unternehmens  wird  verbürgt 
durch  Einsetzung  der  von  den  einzelnen  Kartell-Genossen  er- 
nannten 9 Bibliothek-Kommission"  (Berlin  Burdach,  Götiingen 
Schröder,  Leipzig  Hauck,  München  Traube,  Wien  v.  Ottenthai). 
Die  Münchener  Akademie  ihrerseits  setzte  zur  Durchführung 
ihrer  besonderen  Aufgabe  eine  Kommission  ein,  die  aus  den 
Professoren  Traube,  Grauert  und  Vollmer  besteht.  Diese 
Kommission  ernannte  zum  Redaktor  der  Ausgabe  den  Privat- 
dozenten an  hiesiger  Universität  Dr.  Sigmund  Hellmann.  An 
einzelnen  großen  Bibliotheken  läiat  sie  durch  eigene  Mandatare 
das  Material  sammeln  und  zum  Teil  selbständig  bearbeiten. 

Zographos- Preis. 

Auf  die  von  der  Kommission  der  Zographos-Stiftung  an 
unserer  Akademie  am  14.  März  1904  gestellte  Preisaufgabe 
„Die  Metrik  der  kirchlichen  und  profanen  Poesie  der  Byzan- 
tiner'^  ist  rechtzeitig  eine  Abhandlung  mit  dem  Motto:  «Oriens 
Graecus"  eingelaufen. 

Der  Schwerpunkt  der  Arbeit  Mit  auf*  die  literarisch  wert- 
vollste Gattung  der  byzantinischen  Poesie,  die  alten  Kirchen- 
lieder. Auf  diesem  Gebiete  hat  der  Verfasser  die  eingehendsten 
Studien  gemacht  und  viel  Neues  gefunden.  Auch  über  die 
spätere  Kirchendichtung  wird  das  Wesentliche  mitgeteilt.  In 
den  der  Profanpoesie  gewidmeten  Kapiteln  beschreibt  der  Ver- 
fasser vor  allem  auf  Grund  peinlichster  Detailuntersuchungen 
die  Entwickelungsgeschichte  und  die  Gesetze  des  byzantinischen 
Zwölfsilbers,  dann  auch  die  übrigen  Metren,  besonders  den 
sogenannten  „politischen"  Vers.  Wichtige  Nachweise  gibt  der 
Verfasser  auf  Grund  metrischer  Beobachtungen  über  gewisse 
sprachliche  Eigentümlichkeiten  und  besonders  die  Akzentver- 
hältnisse. Die  Bedeutung  der  Metrik  für  die  Textkritik  wird 
treffend  hervorgehoben  und  die  Stellung  unserer  Handschriften 
zu  den  Eigentümlichkeiten  der  metrischen  Form  scharf  charak- 
terisiert. 
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Die  Darstellung  bewegt  sich  gröMenteils  in  objektiver 
Fonn,  ist  aber  immer  interessant  und  oft  spannend.  Der  Ver- 
fasser hat  auüer  einem  reichen  Handschriftenmaterial  und  den 
vorhandenen  Ausgaben  auch  die  älteren  theoretischen  Unter- 
suchungen in  gewissenhafter  Weise  verwertet;  er  ist  aber  durch 
scharfsinnige  und  mühevolle  Studien  sowohl  in  vielen  Einzel- 
heiten als  auch  in  der  vergleichenden  Betrachtung  der  metrischen 
Formen,  in  der  Prüfung  ihres  Verhältnisses  zur  literarischen 
Entwickelung  und  in  anderen  allgemeinen  Fragen  erheblich 
über  die  Vorgänger  hinausgekommen.  Ihm  gebührt  das  Ver- 
dienst, zum  erstenmale  ein  auf  breiter  Grundlage  aufgebautes, 
sowohl  zur  Einführung  geeignetes,  als  zu  weiteren  Studien  an- 
regendes Lehrbuch  der  byzantinischen  Metrik  geliefert  zu  haben. 
Die  Arbeit  erscheint  als  eine  vortreffliche,  in  den  meisten 
Punkten  erschöpfende  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  und  die 
Akademie  hat  daher  beschlossen,  der  Abhandlung  den  Preis 
von  1500  M.  zu  erteilen. 

Als  Name  des  Autors  ergab  sich  Dr.  Paul  Maas,  München. 

Als  neue  Preisaufgabe  mit  dem  Termin  31.  Dezember  1910 
stellt  die  Akademie: 

„Das  Plagiat  in  der  griechischen  Literatur", 
untersucht  auf  Grund  der  philologischen  Forschung  über 
xlojirj  und  avve/jmrcooig ,  der  rhetorisch  -  ästhetischen 
Theorie  und  der  literarischen  Praxis  des  Altertums. 

Aus  den  Zinsen  des  Thereianosfonds  konnten  zwei  Preise 
von  je  800  M.  verteilt  werden : 

1.  an  den  Qymnasialprofessor  Dr.  Otto  Stählin  für  den 
I.  und  11.  Band  seiner  Ausgabe  des  Clemens  Alexandrinus. 

2.  an  den  Gymnasialprofessor  Dr.  Th.  Preger  in  Ans- 
bach für  Band  I  und  II  seiner  Ausgabe  der  Scriptores  originum 
C  stantinopolitanarum. 

Außerdem  erhielten:  1.  Kustos  Dr.  Curtius  für  TJnter- 
si  chungen  zur  Geschichte  der  korinthischen  und  protokorin- 
tl  ischen  Keramik  900  M. 
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2.  Prof.  Furtwängler  und  Prof.  Keichhold  zur  Fort- 
setzung  ihres   Werkes:    , Griechische  Vasenmalerei'*    2000  M. 

3.  Prof.  Krumbacher  zur  Fortführung  der  «Byzanti- 
nischen Zeitschrift*    1500  M. 

Aus  den  Renten  des  Mannheimer  Fonds  wurden  genehmigt: 

1.  3000  M.  zum  Ankauf  eines  herrlichen  Bronzeklapp- 
Spiegels  mit  versilberter  Gravierung,  sowie  mehrerer  Tanagra- 
figuren  für  das  K.  Antiquarium. 

2.  2000  M.  zur  Erwerbung  der  vom  verstorbenen  Zoo- 
logen Selenka  auf  Borneo  gesammelten  Affen-  und  Reptilien- 
Skelette. 

Aus  der  Müncliener  Bürger-  und  Gramer- Klett-Stlftnog 
konnten  folgende  Unterstützungen  gewährt  werden: 

1.  720  M.  an  Prof.  v.  Groth  für  Arbeiten  zur  «chemischen 
Kristallographie  * . 

2.  600  M.  an  Prof.  Bürker  in  Zürich  zu  Untersuchungen 
der  physiologischen  Wirkung  des  Höhenklimas. 

3.  1000  M.  an  den  Privatdozenten  Dr.  Gürber  in  Würz- 
burg zu  Forschungen  über  Veränderungen  des  Blutes  unter 
dem  Einfluß  der  Luftverdünnung. 

4.  900  M.  an  den  Gymnasialprofessor  und  Privafcdozenten 
der  technischen  Hochschule  Dr.  Hermann  Stadler  fllr  seine 
Studien  zur  Herausgabe  der  zoologischen  Schriften  des  Albertus 
Magnus. 

Aus  der  Wilhelm  KSnigs-Stiftung  zu  Ehren  Adolfs  v.Baeyer 
wurden  verliehen: 

1.  300  M.  an  Prof.  Karl  Hofmann  zur  Beschaffung 
norwegischer  Mineralien. 

2.  200  M.  an  Prof.  Dimroth  zu  Untersuchung  der  Car- 
minsäure. 
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Aus  dem  Etat  for  naturwissenschaftliolie  Erforsohang  des 
KSnigreiGlies : 

1.  700  M.  an  die  paläontologische  Sammlung  des 
Staates  zu  Aufsammlungen  in  Bayern  und  den  Nachbar- 
gebieten. 

2.  300  M.  an  die  ornithologische  Gesellschaft  zu 
weiteren  omithologischen  Forschungen. 

3.  400  M.  an  die  Bayerische  botanische  Gesell- 
schaft   zur    pflanzengeographischen   Erforschung   des  Landes. 

4.  300  M.  an  den  Kuraten  Dr.  Familler  in  Karthaus 
PrüU  för  bryologische  Arbeiten. 

Vielleicht  darf  ich  zum  Schluß  meiner  Mitteilungen  noch 
an  ein  zweites  Wort  Francis  Bacons  erinnern :  »Wer  die 
Wissenschaft  fordert,  ehrt  die  Menschheit  und  nützt  den 
Menschen !  * 


Aus  den  Erwerbungen  der  wissenschaftlichen  Staatssamm- 
Inngen  und  den  Geschenken  des  Jahres  1906  seien  die  folgenden 
hervorgehoben : 

AntlLTopologisch- prähistorische  Sammlung.  Erwerbun- 
gen: Gipsabgüsse  von  bayerischen  Funden  aus  den  Samm- 
lungen der  historischen  Vereine  in  Regensburg,  Dillingen, 
Landshut,  Augsburg,  Traunstein,  Friedberg,  St.  Ottilien, 
des  Germanischen  Museums  in  Nürnberg  und  des  Museums 
für  Völkerkunde  in  Berlin.  2  Goldohrringe  aus  dem  Reihen- 
gräberfeld bei  Allach,  einige  La-Tene-Fundgegenstände  aus 
Manching,  ein  Reitergrab  aus  der  Karolingerzeit  (ausgegraben 
bei  Schwabmühlen).  Geschenke:  von  Dr.  Hugo  Ober- 
maier  Pseudoeolithen  aus  der  Kreidemühle  in  Mantes;  von 
Dr.  Schweinfurth  (Berlin)  eine  Kollektion  von  Eolithen  aus 
Ägypten;  von  Dr.  Rutot  (Brüssel)  eine  systematische  Kollek- 
tion von  eolithischen  und  paläolithischen  Silexartefakten  aus 
Belgien;  von  Dr.  Jacobs  Funde  aus  Vojkovici  in  Bosnien; 
von  Stud.  Sprater  bemalte  neolithische  Scherben  aus  Erösd 

19u7.  Sitsungsb.  d.  mfttb.-pbys.  Kl.  17 
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(Ungarn);  von  Medizinalrat  Dr.  Thenn  in  Beilngries  sämtliche 
Ergebnisse  seiner  Reihengräberforschungen  bei  Beilngries ;  von 
Eommerzienrat  Ludowici  in  Jockgrim  das  Modell  eines  rö- 
mischen Bades;  von  der  Stadtgemeinde  München  als  Leih- 
gabe die  Funde  ans  6  Hockergräbern  vom  Ende  der  Steinzeit 
bzw.  Anfang  der  Bronzeperiode  und  aus  170  Reihengräbem 
der  Völkerwanderungszeit,  die  bei  der  Kanalisation  der  Wolf- 
ratshauserstraüe  von  der  städtischen  Baubehörde  ausgehoben 
wurden. 

Antiqnarium.  Erwerbungen:  Bronzespiegel  mit  Sirene 
als  Griff&gur,  strengen  Stiles;  Bronzefigur  eines  Stieres  als 
Votiv;  archaisches  Gorgoneion  aus  Euboea;  Gorgoneion  freien 
Stiles,  von  einem  Gefäße  stammend;  griechischer  Spiegel  mit 
Palmettenornament.  Von  Terrakotten  :  Europa  auf  dem  Stier, 
Frau  auf  Kline,  beide  strengen  Stiles;  Göttin  auf  dem  Greif, 
freier  Stil  phidiasischer  Zeit;  Kind  in  der  Wiege,  hellenistisch; 
geflügelter  Knabe  mit  Hündchen,  auf  der  Rückseite  Töpfer- 
name; eine  Gruppe  zweier  Kinder;  Hermes  Kriophoros,  ar- 
chaisch ;  brodbackende  Frau ;  Göttin  mit  Vogel  auf  der  Schul- 
ter; Reiter,  geometrisch-böotisch ;  Atthis,  sitzend;  primitives 
glockenförmiges  Idol;  Kopf  eines Nubiers,  aus  Smyrna;  Herakles 
mit  Keule,  Motiv  einer  großen  Statue;  Eros  auf  Delphin; 
Knabe  mit  Schusserbeutel .  Aus  Marmor:  Statuette  eines  be- 
kleideten Mädchens,  praxitelisch.  Aus  Stuck:  ägyptischer 
Porträtkopf.  Aus  Glas:  mehrfarbige  Perle  mit  menschlichen 
Köpfen  verziert. 

EthBOgraplLisGlies  Maseam.  Erwerbungen:  77  Nummern, 
von  denen  keine  hervorragend  ist. 

Botanischer  Garten.  Geschenke:  Nordische  Pflanzen  von 
Frau  Dr.  Ret  voll;  Alpenpflanzen  aus  Südtirol  und  der  Schweiz 
von  Professor  Goebel  und  Kustos  Dr.  Hegi.  Eine  Sammlung 
neuseeländischer  Moose  von  Prof.  Goebel  und  eine  größere 
Anzahl  bayerischer  Moose  von  Kurat  Dr.  Familler  in  Kart- 
haus Prüll  bei  Regensburg. 
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Botanisclies  Museum.  Erwerbungen:  100  Arten  aus  Si- 
zilien (Centuria  V  des  Herbarium  Siculum  von  Dr.  Ross);  100 
aus  den  canarischen  Inseln;  136  aus  British  Columbia;  250  von 
Paraguay;  150  aus  Süd-Bolivien;  50  aus  dem  Salicetum  ex- 
sicatum  von  Ad.  Toepffer.  Geschenke:  51  Arten  aus  Au- 
stralien von  Professor  ßoebel;  47  aus  dem  Herbarium  des  bo- 
tanischen Gartens  zu  Calcutta;  133  aus  Guatemala  und  Honduras 
von  Donell  Smith  (Baltimore);  26  Sapindaceen  aus  den  Phi- 
hppinen  von  dem  Government  Laboratorium  in  Manila;  4  aus 
Aden  von  Hofrat  Martin;  18  Sapindaceen  aus  den  Philippinen; 
84  Arten  der  Flora  exsiccata  Bavarica  fasc.  XH  von  der  bo- 
tanischen Gesellschaft  in  Regensburg;  36  Stammstücke  von  Ge- 
wächshauspflanzen des  botanischen  Gartens  in  München;  6  der 
Gattung  Brownea  aus  belgischen  Gärten. 

Geologische  und  pal&ontologische  Sammlung.  Erwer- 
bungen: Fossile  Fische  aus  dem  Silur  und  Devon  Schottlands, 
der  Trias  von  Adnet  bei  Hallein  und  von  Seefeld,  aus  dem 
Eoean  des  Monte  Bolca  und  aus  dem  Miocän  von  Bordeaux. 
Fossile  Säugetiere  aus  der  Lybischen  Wüste  und  von  Quercy 
(Eocän)  sowie  aus  dem  Pliocän  von  Terual  in  Spanien.  Eine 
wertvolle  Sammlung  oligocäner  Foraminiferen ,  deren  gegen 
300  Arten  schon  bestimmt  waren.  Die  Sammlung  von  227 
Handstücken  und  zugehörigen  Dünnschliffen  der  Eruptiv- 
gesteine Norwegens,  welche  Prof.  Brögger  in  Christiania 
zusammengestellt  hat.  Steinkohlenpflanzen  aus  dem  Saar*  und 
Rheinpfalzgebiet.  Triasische  Versteinerungen  aus  Dalmatien. 
Medusen  aus  dem  lithographischen  Schiefer  von  Solnhofen. 
Geschenke:  von  Dr.  Kl  es  sin  in  Regensburg  diluviale  Land- 
schnecken; von  Konservator  Maurer -Reichenhall  Hippuriten 
aus  der  Kreide;  von  Kommerzienrat  Ludowici  diluviale  Ele- 
phantenreste  aus  der  Pfalz;  von  Oberleutnant  Rubner  Jura- 
versteinerungen  aus  Franken;  von  Dr.  Wanderer  Verstei- 
nerungen aus  der  Oberp&lz;  von  Dr.  Knauer  Gesteine  und 
V^ersteinerungen  aus  dem  Herzogstandgebiet ;  von  Dr.  K.  Leuchs 
fieateine  und  Versteinerungen  aus  dem  Kaisergebirge;  von 
Haniel  und  Mylius,  eand.  geol.  Steinkohlenpflanzen  desRuhr- 
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btelaltermünzen  (darunter  einer  von 
izeitlicher  Fund  von  26  Stück;  femer 
jns,   sowie    12  Medaillen,    darunter   viele 
;  30  Prämien-Medaillen  der  Universität  Alt- 
Pesttaler  von   1528;    9  Brandenburger  Gold- 
A  Renaissance-Medaillen:  4  wertvolle  Wachs- 
cha-  ^^  ^^^  Anfang  des  XVI,  Jahrhunderts  oberdeutschen 

te'        J«g^  ^°^  ®^^^  Bronzemedaille  auf  Pico  della  Mirandola.  Von 
€       jernen  Kunstmedaillen:   56  Stück  Medaillen  und   Pla- 
'^^n,  darunter  33  Stück  von  Münchener  Künstlern,  13  Stück 
^0  anderen  deutschen  Bildhauern  und  Medailleuren,    8  Stück 
^ßjgischen    und    2  Stück  französischen  Ursprungs.     Das  Fach 
^QX  Gemmen   erhielt  einen   Zuwachs   von    5  Stück,   darunter 
nijkenischer  Stein  mit  Tierdarstellung,   etruskischer  Scarabäus 
mit  Perseus,  Amethyst  mit  Kopf  einer  Bakchantin.    Das  Kabinet 
empfing  Schenkungen  von  S.  K.  Hoheit   Prinz  Rupprecht 
von  Bayern,    Staatsminister  von  Frauendorfer,    der  Numis- 
matisch-antiquarischen   Gesellschaft    in    Montreal,    dem    Ge- 
schichts-  und  Altertums-Verein  in  Frankenthal,  Stadtmagistrat 
Freiburg,    Stadtmagistrat    Nürnberg,     feraer    von    Sanitätsrat 
Jaquet  in  Berlin,  Maler  Freiherr  von  Ced erström,  Freiherm 
von  Löffelholz-Colberg,    Obermünzmeister   Riederer   und 
der  Firma  Deschler   und   Sohn   hier,    von   C.  F.  Gebert   in 
Nürnberg,  Generaldirektor  Thieme  hier  und  J.  Pittowski  in 
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i6  ant^ 
o'efQhrt:    1. 
lelm  und  Lanze,  ^prill906 

-üte  Arm  mit  Lanze,  .^  \^   j)^. 

-ögina  die  Flügel  und  Teile  u 
btschen  Athleten  im  British  Museuii. 
jederholung  Barraco   der   rechts    einen   Kra. 
außerdem  der  Kopf  durch  die  bessere  Wiederho.  ^ 

P  tersburg.    U.  Neugeformt  im  Gipsmuseum  wurden  1.  ^^^ 
lenistischer    Porträtkopf,    Sammlung    Jacobsen,    Kopenhagen, 

2  römischer  Porträtkopf,  ebendaher,  3.  Bronzestatuette  des 
Hermes,  München  (Privatbesitz),  4.  Basaltkopf  eines  ägyptischen 
Priesters  aus  dem  Kunsthandel,  5.  drei  Fragmente  vom  Schatz- 
haus des  Atreus,  München,  Antiquarium.  III.  Von  käuflichen 
Abgüssen  wurden  erworben:  40  Stück (4  Statuen,  4  Statuetten, 

3  Reliefs,  29  Köpfe  aus  Boston,  Rom,  Berlin,  Paris,  Dresden, 
Athen,  Kopenhagen,  Petersburg).  IV.  Neu  geformt  in  aus- 
wärtigen Museen  wurden  auf  Veranlassung  des  Konservatoriums 
1  Kopf  in  Amsterdam,  5  Köpfe  und  1  Relief  in  Petersburg 
(Eremitage),  2  Statuetten  und  6  Köpfe  in  Rom  (Museo  Barraco 
und  Lateran).  V.  Geschenke:  1.  Bronzefigürchen  im  Mün- 
chener Privatbesitz,  2.  linker  Arm  eines  neugefundenen  Diskus- 
werfers in  Rom,  3.  12  Stück  römisches  aes  grave.  VL  Die 
Photographiensammlung  wurde  vermehrt  um   648  Stück. 

Zoologische  StÄatssammlung.  Unter  den  Erwerbungen 
-agen  hervor:  etwa  300  Reptilien  und  Amphibien  aus  Kamerun, 
''ögel  aus  Neuguinea,  sowie  Vögel  und  Reptilien  aus  Nord- 
ustralien,  Amphibien  und  Reptilien  aus  China,  eine  Sammlung 
intarktischer  und  südafrikanischer  Crustaceen,  sowie  Medusen 
rom   roalayischen    Archipel    und    stillen   Ozean,    endlich    eine 
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größere  Kollektion  Reptilien,  Conchylien  und  Insekten  aus 
Annam  und  Siara,  und  Affen  aus  Südamerika.  Geschenke: 
Yon  Oberleutnant  0.  K auf f mann  in  Marburg  eine  wertvolle 
Sammlung  von  Säugetieren  aus  Kaschmir  und  Mysore;  von 
Plantagenbesitzer  Widnmann  in  Deli  eine  gröJsere  Samm* 
lung  sumatraniscber  Säugetiere;  femer  von  S.  K.  Hoheit 
Prinz  Rupprecht  ein  Dammbirsch  und  ein  Schneehase;  von 
S.  K.  Hoheit  Prinz  Alfons  ein  Wapiti;  von  Notar  Braun 
(Arnstorf)  einheimische  Vögel;  von  Rentner  J.  Brückmann 
siebenbürgische  Säuger  und  Vögel;  von  Dr.  Brügel  Conchylien 
und  Insekten  aus  Malakka;  von  Postadjunkt  Fischer  (Augs- 
burg) Bälge  und  Eier  seltener  einheimischer  Vögel ;  von  Major 
Hauser  (München)  transkaspische  Reptilien;  von  Dr.  Hoseus 
Muscheln  und  Reptilien  aus  Siam;  von  Gütsbesitzer  Kotzbauer 
in  Diessen  Vögel  vom  Ammersee;  von  K.  Lankes  Reptilien; 
von  Kunstmaler  L.  Müller  (Mainz)  Conchylien  aus  Griechen- 
land; vom  ornithologischen  Verein  Bälge  zahlreicher  Vogel- 
arten; von  Dr.  Parrot  (München)  europäische  und  javanische 
Vögel;  von  Institutsdirektor  Roemer  (München)  südafrikanische 
Reptilien;  von  Jos.  Scherer  (München)  Reptilien  und  Fische 
vom  unteren  Senegal. 
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Hierauf  teilt  der  Sekretär  der  mathematisch-physikalischen 
Klasse,  Herr  C.  v.  Voit,  mit,  daß  die  mathematisch-physikalische 
Klasse  in  dem  vergangenen  Jahre  fünf  Mitglieder  durch  den 
Tod  rerloren  hat: 

Zwei  einheimische  ordentliche  Mitglieder: 
den  Mathematiker  Gustav  Bauer,  gestorben  den  3.  April  1906 
und  den  Chemiker  Wilhelm  Koenigs,  gestorben  den  15.  De- 
zember 1906 

und  drei  auswärtige  Mitglieder: 

den  Physiker  Ludwig  Boltzmann  in  Wien,  gestorben  den 
6.  September  1906, 

den  Direktor  des  meteorologischen  Instituts  in  Berlin  Wilhelm 
V.  Bezold,  gestorben  den  17.  Februar  1907, 

den  Chemiker  Henri  Moissan  in  Paris,  gestorben  den  21.  Fe- 
bruar 1907. 

Gostay  Bauer.  ^) 

Am  3.  April  1906  ist  das  an  Jahren  älteste  Mitglied  der 
math.-phys.  IQasse,  der  Mathematiker  Gustav  Bauer,  im  hohen 
Alter  von  85  Jahren  gestorben.  Während  50  Jahren  hat  er  un- 
gemein tätig  und  erfolgreich  an  dem  Ausbau  der  mathematischen 
Wissenschaften  mitgearbeitet  und  war  als  ein  bewährter  und 
vielseitiger  Forscher  auf  einer  Anzahl  von  Gebieten  derselben 
bei  seinen  Fachgenossen  hoch  geschätzt.  Es  ist  ihm  gelungen, 
schwierigen  Problemen,  welche  vor  ihm  die  hervorragendsten 
Mathematiker  beschäftiget  hatten,  neue  Seiten  abzugewinnen  und 
die  Kenntnisse  seiner  Wissenschaft  zu   vertiefen.    Sein   Leben 


^)  Siehe  Aurel  Yoß,  Zur  Erinnerung  an  Gustav  Bauer.  Allg.  Zeitung, 
Beilage  1906,  Nr.  271  und  272,  und  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathemat. 
Vereinigung  Bd.  16,  Heft  1,  S.  54.  —  Gustav  Bauer,  Erinnerungen  aus 
meinen  Studienjahren.  Festvortrag  zum  16.  Stiftungsfeste  des  mathem. 
Vereins  zu  München  1B98. 
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gibt  uns  ein  lehrreiches  Beispiel,  wie  beharrliche  Ausdauer  trotz 
größter  Schwierigkeiten  zum  ersehnten  Ziele  führt. 

Bauer  wurde  am  18.  November  1820  zu  Augsburg  geboren. 
Nach  dem  frühzeitigen  Tode  des  Vaters,  eines  geachteten  Kauf- 
manns, leitete  die  vortreffliche  Mutter,  deren  er  bis  an  sein 
Lebensende  in  Dankbarkeit  gedachte,  seine  erste  Erziehung. 
£r  besuchte  sodann  das  protestantische  Gymnasium  zu  St.  Anna, 
an  dem  damals  der  ausgezeichnete  Kektor  und  Schulmann  Kas- 
par Mezger  wirkte,  der  seinen  Schülern  nicht  nur  Kenntnisse 
beibrachte,  sondern  sie  auch  zum  Denken  anleitete  und  sie  für 
die  Schönheiten  des  Altertums  zu  begeistern  wußte. 

Schon  frühe  war  bei  dem  jungen  Bauer  die  Vorliebe  und 
Begabung  zur  Mathematik  hervorgetreten;  in  dem  Abgangs- 
zeugnisse vom  Gymnasium  sind  seine  reichen  Kenntnisse  in  der 
Mathematik  hervorgehoben  und  besonders  spricht  dafür,  daß  er 
vor  dem  Übertritt  an  die  Universität  während  eines  Jahres  die 
von  dem  Rektor  Leo  geleitete  polytechnische  Schule  in  Augsburg 
als  Hospitant  besuchte,  um  eingehenderen  mathematischen  Stu- 
dien zu  obliegen.  Aber  nicht  nur  in  der  Mathematik  war  er 
vortrefflich  vorgebildet,  er  hatte  lebhaftes  Interesse  für  alle 
Zweige  des  Wissens  und  sich  eine  reiche  allgemeine  Bildung 
erworben.  Seine  Vaterstadt  liebte  er  schwärmerisch  wegen  ihrer 
altertümlichen  Schönheit  und  ihrer  hohen  Bedeutung  in  der 
Geschichte. 

Es  stand  in  ihm  von  Anfang  an  fest,  daß  er  Lehrer  und 
Forscher  in  der  Mathematik  werden  wolle;  es  war  aber  damals, 
namentlich  in  Bayern ,  nicht  so  leicht  wie  jetzt  sich  auf  der 
Universität  zum  akademischen  Berufe  vorzubereiten  und  tiefer  in 
die  mathematische  Wissenschaft  einzudringen.  An  den  meisten 
deutschen  Universitäten,  insbesondere  an  den  bayerischen,  wurde 
die  Mathematik  noch  nicht  als  reine  Wissenschaft  betrieben, 
sondern  nur  insoweit,  als  es  das  Bedürfnis  der  Gymnasien  und 
Gewerbeschulen  zu  erfordern  schien.  So  lehrten  hierin  in  Mün- 
chen um  diese  Zeit  der  frühere  Wundarzt  im  österreichischen 
Heere  und  Hofbediensteter  bei  dem  Churfürsten  Karl  Theodor 
Dr.  med.  Franz  Paula  Gruithuisen,  von  dem  über  alle  möglieben 
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Fächer  der  Naturwissenschaft  eigentümliche  Beobachtungen  und 
Versuche  herrühren/)  als  Professor  der  Astronomie,  ferner 
Eduard  Hierl  als  Professor  der  Vermessungskunde  für  Forst- 
kandidaten und  der  durch  Herausgabe  mehrerer  mathematischer 
Lehrbücher  bekannte  außerordentliche  Professor  Dr.  Georg  Recht, 
alle  drei  ohne  jede  Bedeutung  für  die  mathematische  Wissen- 
schaft. Nur  Karl  6.  Chr.  v.  Staudt  in  Erlangen  förderte  dieselbe 
spater  durch  seine  berühmte  Schrift  über  die  ,  Geometrie  der 
Lage*,  war  aber  als  Lehrer  von  geringer  Wirksamkeit. 

Bauer  bezog,  19  Jahre  alt,  die  Universität  zu  Erlangen, 
welche  die  Abiturienten  des  protestantischen  Augsburger  Oym-* 
nasiums  zumeist  wählten.  Er  mußte  zunächst  die  vor  dem  Fach- 
studium noch  jetzt  vorgeschriebenen  acht  philosophischen  Vor- 
lesungen hören;  er  hörte  Naturgeschichte  bei  K.  v.  Raumer, 
Botanik  bei  dem  trefflichen  Wilhelm  Daniel  Joseph  Koch,  der 
die  ihm  zeitlebens  gebliebene  Lust  an  den  Pflanzen  und  dem 
Botanisieren  in  ihm  erweckte.  Mathematik  trieb  er  nur  für 
sich,  offenbar  da  darin  in  den  Vorlesungen  an  der  Universität 
nichts  mehr  für  ihn  zu  holen  war. 

Er  verließ  nach  einem  Semester  Erlangen  und  beschloß 
nach  einem  kurzen  Aufenthalt  in  Wien,  wo  er  bei  Andreas  v. 
Ettinghausen  Physik  und  bei  Jos.  Job.  v.  Littrow  Astronomie 
hörte,  zu  seiner  Ausbildung  in  der  Mathematik  nach  Berlin  zu 
gehen. 

Von  der  östlichen  Universität  Königsberg  war  zu  dieser 
Zeit  eine  neue  Auffassung  und  eine  Reform  in  dem  mathe- 
matischen Unterricht  durch  den  genialen  Astronomen  Friedrich 
Wilhelm  Bessel  und  den  ausgezeichneten  Mathematiker  C.  G. 
J.  Jacobi  ausgegangen,  denen  sich  F.  Richelot  und  der  berühmte 
Lehrer  der  mathematischen  Physik,  Franz  Neumann,  anschlössen. 
Nach  ihnen  sollte  der  mathematische  Unterricht  nicht  wie  bisher 
in  einigen  allgemeinen  und  elementaren  Vorlesungen  bestehen, 
sondern  sein  Schwerpunkt  in  die  Übungen  und  in  die  Anleitung 
der  Studierenden  zu  eigenen  Arbeiten  im  Seminar  im  Anschluß 


^)  Siehe  seine  Beiträge  zur  Physiog^osie  und  Eautognosie. 
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an  die  ihrer  Lehrer  yerlegt  werden.  Durch  diese  Yereinigung 
von  Mathematikern  ersten  Hanges  entstand  in  Deutschland  eine 
glänzende  wissenschaftliche  Schule  der  mathematischen  For- 
schung und  von  ihr  aus  das  neue  Aufleben  der  Mathematik 
in  unserem  Vaterlande. 

Das  gleiche  Prinzip  hatte  schon  in  einigen  Naturwissen- 
schaften Eingang  gefunden  und  drang  allmählich  auch  in  ande* 
ren  Wissenschaften  durch.  Durch  die  unausbleibliche  Erweite- 
rung desselben  wird  die  Ausbildung  an  den  Hochschulen  eine 
Umwälzung  von  Qrund  aus  erfahren,  indem  vieles,  was  man 
jetzt  in  ausführlichen  Vorlesungen  lehrt,  dem  Privatstudium  der 
Lehrbücher  überlassen  werden  muß,  und  an  deren  Stelle  der 
Anschauungsunterricht  und  das  Arbeiten  in  den  Laboratorien 
treten  wird. 

Von  Königsberg  aus  pflanzte  sich  die  neue  Art  des  mathe- 
matischen Unterrichts  nach  Berlin  fort,  woselbst  die  hervor- 
ragenden Mathematiker,  Peter  öustav  Lejeune-Dirichlet  und 
Jakob  Steiner  wirkten,  welche  Bauer  zu  hören  wünschte.  Lis- 
besonders  übten  die  geistvollen  Vorträge  des  ersteren  über  par- 
tielle Differentialgleichungen  und  über  bestimmte  Integrale  und 
Zahlentheorie  einen  großen  Einfluä  auf  ihn  aus;  er  traf  unter 
den  sechs  Zuhörern  seinen  späteren  Münchener  Kollegen  Phi- 
lipp Ludwig  Seidel,  der  dann  zu  Bessel  nach  Königsberg  ging, 
wo  auch  der  früh  verstorbene,  für  Mathematik  und  Musik  hoch- 
begabte Augsburger  Freund  Bauers,  Gustav  v.  Hößlin,  zog. 
Zur  Charakteristik  Bauers  sei  angegeben,  daä  er  außerdem  noch 
die  Vorlesungen  von  Poggendorf,  Seebeck  und  Ohm  über  Physik, 
von  Dove  über  Meteorologie,  von  Steffens  über  Naturphilosophie, 
von  Werder  über  Geschichte  der  Philosophie  und  die  der  Ge- 
brüder Grimm  über  Rechtsaltertümer  und  über  das  Gudrunlied 
besuchte. 

Nach  einjährigem  Aufenthalte  in  Berlin  (1840/41)  nach 
München  zurückgekehrt,  bestand  er  eine  eben  ausgeschriebene 
staatlich  theoretische  Prüfung  mit  ausgezeichnetem  Erfolge  und 
erhielt  dann  zur  Aushilfe  einen  Lehrauftrag  für  Mathematik  am 
Augsburger  Gymnasium,  wobei  die  Lehrgabe  und  der  Eifer  des 
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21  Jährigen  viel  Anerkennung  fanden.  Darnach  beschäftigte  er 
sich  in  München,  wohin  die  Mutter  gezogen  war,  bei  Job.  La- 
mont  an  der  Sternwarte  und  bearbeitete  seine  der  mathe- 
matischen Physik  entnommene  Dissertation:  «Von  der  Theorie 
der  Wärme  ^,  mit  der  er  (1842)  in  Erlangen  (mit  dem  Prädikat 
insigne)  den  Doktorgrad  erwarb. 

Nun  sollte  noch  ein  Aufenthalt  in  Paris  folgen.  Bekannt- 
lich hatte  zu  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  eine  Ansammlung 
eminenter  Mathematiker  und  Physiker  wie  Carnot,  Cauchy, 
Dulong,  Fourier,  Lagrange,  Laplace,  Legendre,  Monge,  Poisson 
Paris  zum  Zentrum  der  mathematisch-physikalischen  Wissen- 
schaft gemacht.  Ihr  Ruhm  zog  lange  Zeit  die  jungen  Gelehrten 
aller  Länder  nach  Paris,  um  ihre  Ausbildung  zu  vollenden. 
Auch  Liebig  mußte  daselbst  bei  dem  Chemiker  Gay  Lussac  das 
suchen,  was  er  in  Deutschland  nicht  fand.  Als  Bauer  nach 
Paris  kam,  wirkten  daselbst  die  Mathematiker  Chasles,  Lacroix, 
Lam^,  Libri,  Liouville,  Poncelet,  Sturm  und  die  Physiker  Arago, 
Damaa,  Pouillet,  ßegnault.  Man  kann  sich  denken,  wie  der 
wiasensdurstige  Jüngling  seine  Zeit  verwertete  und  auch  sonst 
in  der  großen  Stadt  neue  Eindrücke  für  das  Leben  empfing. 
Besonders  zogen  ihn  die  Vorlesungen  von  Liouville  über  die 
Theorie  der  Attraktion  nach  dem  Newtonschen  Gesetz  und  die 
von  Libri  über  höhere  Mathematik  an. 

Mit  dem  Pariser  Aufenthalt  (1842/43)  waren  die  Lehrjahre 
Bauers  abgeschlossen,  und  er  mu&te  sich  nun  einen  seinen  reichen 
Kenntnissen  entsprechenden  Wirkungskreis  zu  verschaffen  suchen. 
Sein  sehnlicher  Wunsch  war  die  akademische  Laufbahn,  aber 
in  Bayern  tat  sich  unter  dem  den  wissenschaftlichen  Bestre- 
bungen wenig  geneigten  Ministerium  Abel  keine  Aussicht  auf. 

In  dieser  Sorge  wurde  er  von  dem  Redakteur  der  Augs- 
burger Allgemeinen  Zeitung  Gustav  Eolb  auf  eine  Erzieher- 
stelle bei  dem  Fürsten  Nikolaus  Ghykha  in  Rumänien,  der  mit 
seiner  Familie  abwechselnd  in  Jassy  und  auf  dem  ausgedehnten 
Gute  Gomanesty  in  einem  einsamen,  von  dichten  Wäldern  um- 
gebenen Schlosse  lebte,  aufinerksam  gemacht.  Mit  schwerem 
Herzen  entschloß  er  sich,  diese  Stelle,  welche  sonst  sehr  günstige 
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Bedingungen  bot,  (1845)  anzunehmen;  drängte  sie  ihn  doch 
von  der  gewöhnlichen  Laufbahn  eines  Gelehrten  ab  und  brachte 
ihm  ungewisse  Wanderjahre.  Er  hatte  die  Aufgabe,  die  Er- 
ziehung der  drei  fürstlichen  Söhne  zu  leiten  und  sie  in  allen 
Schulfächern  zu  unterrichten,  wozu  er  durch  seine  allgemeine 
Ausbildung  und  sein  pädagogisches  Talent  in  hohem  Maße  be- 
fähiget war.  Er  hat  sich  durch  den  Erfolg  seiner  Tätigkeit 
befriediget  gefühlt,  und  die  fürstliche  Familie  sowie  seine  Zög- 
linge dankten  es  ihm  durch  innige  Verehrung  und  Anhänglich- 
keit. Er  blieb  daselbst  acht  Jahre  lang,  bis  die  Erziehung  in 
den  oberen  Gjmnasialklassen  zu  München  ihren  Abschluß  fand. 
Er  bedauerte  nur,  dais  er  in  der  Einsamkeit  in  Rumänien  die 
literarischen  Hilfsmittel  und  den  Verkehr  mit  der  wissenschaft- 
lichen Welt  entbehrte. 

Bauer  hatte  sich  dadurch  endlich  die  Mittel  erworben,  die 
akademische  Laufbahn  einschlagen  zu  können,  allerdings  erst 
im  Alter  von  37  Jahren,  in  dem  andere  wohlbestallte  ordent- 
liche Professoren  sind  und  einen  guten  Teil  ihrer  wissenschaft- 
lichen Tätigkeit  hinter  sich  haben.  Sein  um  ein  Jahr  jüngerer 
früherer  Studiengenosse  in  Berlin,  Seidel,  war  schon  seit  zwei 
Jahren  ordentlicher  Professor. 

Im  Jahre  1857  habilitierte  sich  Bauer  an  unserer  Univer- 
sität als  Privatdozent  der  Mathematik  mit  einer  wertvollen  Ab- 
handlung: »Über  die  Integrale  gewisser  Differentialgleichungen, 
welche  in  der  Theorie  der  Anziehung  vorkommen.*  Es  war 
nach  der  Doktordissertation  seine  erste  wissenschaftliche  Arbeit. 
Seitdem  war  er  unablässig  bemüht,  der  Wissenschaft  zu  nützen 
und  durch  seine  Vorlesungen  die  mathematischen  Studien  an 
der  Universität  zu  fordern  und  zu  heben,  was  ihm  auch  in 
reichem  Ma&e  gelungen  ist.  Durch  den  Einfluß  seines  Kollegen 
und  späteren  Freundes  Seidel,  der  ihn  besonders  hoch  schätzte, 
wurde  er  1865  außerordentlicher  und  1869  ordentlicher  Professor. 

Die  wissenschaftlichen  Arbeiten  Bauers  bewegen  sich  auf 
zwei  ganz  verschiedenen  öebieten  der  Mathematik. 

Die  erste  Art  derselben  handelt  von  der  theoretisch  inter- 
essanten und  für  die  mathematische  Physik  so  wichtigen  Theorie 
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der  Eugelfunktionen.  Die  Vorlesungen  von  Dirichlet  und  Liou- 
rille  hatten  ihn  in  die  Anwendungen  der  Potentialtheorie  auf 
das  Problem  der  Wärmeleitung,  insbesondere  in  die  Lehre  von 
den  Kugelfunktionen,  eingeführt,  der  seine  hauptsächlichsten 
Arbeiten  bis  in  die  Mitte  der  siebenziger  Jahre  angehören;  die- 
selben sind  größtenteils  in  dem  Crelle-Borchardtschen  Journal, 
später  in  den  Sitzungsberichten  unserer  Akademie  veröffentlicht. 
Die  vorher  erwähnte  Dissertation  zeigte,  daß  er  sich  schon  da- 
mals eingehend  mit  der  Theorie  der  Eugelfunktionen  abgegeben 
hatte.  Vor  allem  war  es  seine  allerdings  durch  die  Arbeiten 
von  Franz  Neumann  überholte  Habilitationsschrift,  in  der  er 
völlig  selbständig  die  Theorie  der  Kugelfunktionen  zweiter  Art 
entwickelte.  Hierher  gehören  noch  mehrere  weitere  Abhand- 
lungen, wie  die  über  die  öammafunktionen ,  über  die  Ber- 
nouillischen  Zahlen  und  über  Erweiterungen  der  Lehre  von  den 
Kugelfunktionen.  Er  lieferte  dadurch  neue  Beiträge  zur  Er- 
kenntnis der  Art  der  Darstellung  beliebiger  Funktionen  durch 
Reihen,  die  nach  solchen  Gebilden  geordnet  sind,  und  zeigte 
den  Weg  zu  einem  neuen  Beweise  der  Konvergenz  solcher  Ent- 
wicklungen, der  wesentlich  verschieden  von  dem  berühmten 
Dirichletschen  sich  gestaltet.  Er  hat  dadurch  die  Wissenschaft 
mit  schönen  Sätzen  über  die  vor  ihm  von  einer  Anzahl  der 
ausgezeichnetsten  Mathematiker  bearbeiteten  Kugelfunktionen 
bereichert,  welche  Sätze  bereits  in  die  Lehrbücher  überge- 
gangen sind. 

Die  zweite  Art  seiner  Arbeiten  ist  geometrischer  Natur. 
Die  Lehrtätigkeit  an  der  Universität  wies  ihn  besonders  auf  das 
mit  so  vielem  Erfolge  kultivierte  Feld  der  Anwendungen  der 
Algebra  auf  die  Geometrie  hin.  Es  galt  die  weitere  Verfolgung 
der  analytisch-geometrischen  Methode,  welche  er  im  Anschluß 
an  die  Arbeiten  der  englischen  Geometer  sich  selbständig  zu 
eigen  gemacht.  Auch  in  dieser  Richtung  hat  er  sich  mit  sehr 
gutem  Erfolg  betätiget  und  verwickelte  Aufgaben  zu  lösen  ge- 
wußt. Es  gehört  hierher  die  Untersuchung  über  die  Reziprozi- 
tätsverhältnisse des  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  so  wich- 
tigen Paskalschen  Sechsecks,  durch  welche  er  die  Kenntnis  der 
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interessanten  Eigenschaften  desselben  einerseits  bereicherte, 
andererseits  aber,  was  noch  wichtiger  ist,  dieselben  unter  gemein- 
samem Gesichtspunkte  in  ihrer  bisher  vermißten  Einheit  erkennen 
ließ,  so  daß  er  das  Problem,  über  welches  vorher  Hesse  nicht 
zur  Entscheidung  gekommen  war,  in  höchst  anschaulicher  Weise 
völlig  löste. 

Femer  sind  hervorzuheben  die  schönen  Arbeiten  über  die 
Theorie  der  Flächen  dritter  Ordnung,  die  ihm  einen  ihrer  wesent- 
lichsten Sätze  verdankt,  sowie  über  eine  Eigenschaft  des  gerad- 
linigen Hyperboloids,  welche  bis  dahin  den  Mathematikern  ent- 
gangen war.  Noch  im  Alter  von  85  Jahren  legte  er  in  der 
Sitzung  der  Akademie  vom  4.  März  1905  seine  letzte  Arbeit 
vor:  »Von  der  Kurve  sechster  Ordnung,  welche  der  Ort  der 
Brennpunkte  der  Kegelschnitte  ist,  welche  durch  vier  Kegel- 
schnitte gehen." 

Ein  Hauptverdienst  Bauers  liegt  in  seiner  fruchtbaren  Lehr- 
tätigkeit. Er  las  über  die  geometrischen  Wissenschaften,  die 
sich  zu  jener  Zeit,  namentlich  durch  die  deutschen  Mathematiker, 
so  gewaltig  entwickelt  hatten,  und  dann  über  Algebra  und  ansr 
ly tische  Mechanik.  Er  war  ein  beliebter  Lehrer;  die  vielen  im 
Lehramt  für  Mathematik  und  Physik  an  den  bayerischen  Mittel- 
schulen Angestellten  waren  fast  alle  seine  Schüler.  Man  kann 
nicht  sagen,  daß  er  einen  glänzenden  Vortrag  hatte;  bei  seinem 
ungemein  lebhaften  Naturell  pflegten,  wie  KoUega  A.  Voß  in 
seinem  schönen  Nachruf  sich  ausdrückt,  seine  Gedanken  nicht 
selten  dem  gesprochenen  Worte  und  damit  auch  dem  Verständ- 
nis des  Hörers  voranzueilen;  aber  die  an  die  originelle  Vor- 
tragsweise einmal  Gewöhnten  erkannten,  daß  es  ihm  heiliger 
Ernst  war  und  er  mit  aller  seiner  Kraft  bestrebt  war,  ihnen 
das  richtige  Verständnis  für  die  Lehren  der  Wissenschaft  bei- 
zubringen. Besondere  Sorgfalt  widmete  er  dem  Unterricht  in 
dem  mathematischen  Seminar  sowie  der  Ausgestaltung  desselben 
mit  Büchern  und  Modellen,  und  hier  war  es  vor  allem,  wo  er 
den  Studierenden  nahe  trat.  Er  hatte  ein  warmes  Herz  für 
den  fleißigen  Studenten  und  er  war  für  sein  Wohl  mit  Rat 
und  Tat  wie  ein  gütiger  Vater  besorgt. 
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Die  allgemeine  Verehrung  zeigte  sich  bei  seinem  70.  und 
80.  Geburtstage,  welche  Feste  er  in  vollster  Rüstigkeit  feiern 
konnte.  Bei  dem  16.  Stiftungsfeste  des  mathematischen  Ver- 
eins am  7.  Juli  1893  hielt  er  den  Festvortrag:  ^Erinnerungen 
aus  meinen  Studienjahren,  insbesondere  mit  Rücksicht  auf  die 
Entwicklung  der  Mathematik  in  jener  Zeit^,  in  dem  er  eine 
meisterhafte  Darstellung  der  ruhmvollen  Geschichte  der  Mathe- 
matik und  der  mathematischen  Studien  gab.  An  seinem  80.  Ge- 
burtstage brachte  ihm  der  mathematische  Verein  als  Festgabe 
seine  «Vorlesungen  über  Algebra*  dar.  Dieselben  sind  aus  den 
von  ihm  revidierten  Heft;en  der  Studierenden  von  seinem  Schüler 
Professor  Karl  Döhlemann  im  Auftrage  des  Vereins  heraus- 
gegeben worden. 

Bauer  ist  jugendfrisch  an  Körper  und  Geist  bis  in  das  höchste 
Alter  geblieben.  Niemals  ernstlich  krank  erhielt  er  seinen  Körper 
leistnngsßLhig  durch  Leibesübungen  und  weite  Ausflüge  in  die 
schöne  Umgebung  unserer  Stadt.  In  rastloser  geistiger  Tätig- 
keit hielt  er,  obwohl  er  mit  dem  Sommersemester  1901  von  der 
Verpflichtung,  Vorlesungen  zu  halten,  entbunden  worden  war, 
doch  noch  im  Winter  1904/05  seine  gewohnte,  ihm  lieb  ge- 
wordene Vorlesung.  Er  war  eine  frohe,  sinnige  Natur,  wahr- 
heitsliebend und  zuverlässig,  ein  durch  und  durch  edler,  reiner 
Charakter;  als  solcher  wird  er  in  unserem  Gedächtnis  bewahrt 
bleiben.    Sein  Leben  ist  ein  wahrhaft  glückliches  gewesen. 

Wilhelm  Eoenigs. 

Am  15.  Dezember  1906  starb  im  Alter  von  55  Jahren 
das  ordentliche  Mitglied  der  mathematisch-physikalischen  Klasse, 
der  verdiente  Chemiker  Wilhelm  Koenigs.  Er  hat  sich  mit 
grofiem  Erfolg  an  der  Aufhellung  des  Baues  der  verwickelten 
Kohlenstoffverbindungen  beteiliget  und  sich  namentlich  von 
Anfang  seiner  Tätigkeit  an  der  planmäßigen  Erforschung  der 
China-Alkaloide  gewidmet. 

Eoenigs  wurde  am  22.  April  1851  zu  Dülken  bei  Düssel- 
dorf als  Sohn  eines  wohlhabenden  Kaufmanns   geboren.     Den 
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ersten  Unterricht  erhielt  er  in  dem  Friedrich  Wilhehns-Qym- 
nasium  zu  Köln  (1862 -—1868),  wohin  die  Familie  übergesiedelt 
war.  Nach  Absolvierung  des  Gymnasiums  bezog  er  (im  Herbst 
1868)  die  Gewerbeakademie  zu  Berlin  in  der  Absicht  Maschinen- 
baukunde zu  studieren;  nebenher  hörte  er  mathematische  und 
naturwissenschaftliche  Vorlesungen  an  der  Universität  und  an 
der  Bauakademie.  Dabei  entwickelte  sich  in  ihm  die  Neigung 
zur  Chemie,  die  ihn  veranla&te,  ein  Semester  im  Laboratorium 
des  berühmten  Chemikers  Aug.  Wilh.  Hof  mann,  des  Begründers 
der  Teerfarbenchemie,  und  ein  zweites  bei  Professor  Finkener 
auf  der  Bergakademie  zu  arbeiten.  Im  Herbst  1871  verließ 
er  Berlin  und  ging  zur  Fortsetzung  seiner  naturwissenschaft- 
lichen und  speziell  chemischen  Studien  nach  Bonn,  woselbst 
er  drei  Jahre  lang  in  der  organischen  Abteilung  des  Labora- 
«toriums  von  August  Kekul^,  des  damals  auf  der  Höhe  seines 
Ruhms  stehenden  Schöpfers  der  Strukturchemie,  sich  beschäftigte. 

Nach  einem  in  Heidelberg  bei  dem  Altmeister  der  Chemie, 
Robert  Bunsen,  zugebrachten  Semester  (1874/75)  promovierte 
er  in  Bonn  auf  Grund  einer  im  dortigen  Institut  ausgeführten 
Untersuchung:  „Über  die  Einwirkung  von  Phosphorsuperchlorid 
auf  Äthylendisulfosäure.  * 

Nachdem  er  den  Sommer  1875  noch  analytische  Chemie 
bei  Professor  Finkener  in  Berlin  getrieben  und  den  Winter 
1875/76  im  Technologischen  Laboratorium  des  Polytechnikums 
zu  Zürich  tätig  war,  kam  er  als  junger  Doktor  im  Sommer 
1876  mit  reichen  Vorkenntnissen  ausgerüstet  nach  München. 
Nach  dem  Tode  Liebigs  war  mit  glücklichem  Griff  als  Nach- 
folger der  angesehene  Chemiker  Adolf  Baeyer  aus  Straßburg 
berufen  worden.  Während  vorher  eine  Ausbildung  in  der 
Chemie  dahier  nicht  möglich  war,  entstand  rasch  ein  gro&es 
Laboratorium,  das  bald  mit  an  erster  Stelle  im  Unterricht  und 
in  der  wissenschaftlichen  Forschung  stand.  Eine  grofie  An- 
zahl talentvoller  Schüler  hatte  sich  um  den  in  vollster  Kraft 
stehenden  Leiter  gesammelt,  von  denen  einige  zu  großer  Be- 
rühmtheit gelangt  sind.  In  diesen  Kreis  strebsamer  Jünger 
trat  Koenigs  ein;  hier  fand  er  die  ihm  zusagende  Wirksamkeit 
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ffir  sein  Leben,  so  daß  er  in  München  seßhaft  blieb ;  alle  seine 
Arbeiten  hat  er  von  nun  an  hier  ausgeführt. 

Im  Jahre  1881  habilitierte  er  sich  als  Privatdozent  für 
Chemie  mit  einer  bemerkenswerten  Abhandlung:  , Studien  über 
die  Alkaloide.'  1892  bekam  er  den  Titel  und  Rang  eines  außer- 
ordentlichen Professors  an  der  Universität;  seit  1896  war  er 
außerordentliches  und  seit  1903  ordentliches  Mitglied  unserer 
Akademie;  1897  lehnte  er  einen  ehrenvollen  Ruf  als  ordent- 
licher Professor  an  die  Technische  Hochschule  zu  Aachen  ab, 
er  fühlte  sich  durch  seine   hiesige   Tätigkeit  voll  befriediget. 

Koenigs  begann  seine  wissenschaftliche  Laufbahn  vor  fast 
30  Jahren  mit  einer  Untersuchung  der  Einwirkung  von  schwef- 
liger Säure  imd  von  Sulfinsäuren  auf  Diazobenzol  (1877).  Er 
erhielt  dabei  eine  Substanz,  welche  einerseits  ein  Azokörper 
und  andererseits  ein  Sulfobenzid  ist,  und  die  er  dement- 
sprechend aus  Benzolsulfinsäure  und  Diazobenzol  aufbauen 
konnte.  Durch  diese  Beobachtungen  wurde  er  veranlaßt,  die 
Einwirkung  der  salpetrigen  Säure  auf  Benzosulfinsäure  zu 
studieren,  und  entdeckte  dabei  die  Dibenzsulfhydroxamsäure, 
welche  der  Ausgangspunkt  für  höchst  interessante  Unter- 
suchungen über  die  Oxydation  des  Hydroxylamins  geworden  ist. 

Seit  dem  Jahre  1880  wandte  sich  Koenigs  dem  Gebiete 
der  stickstoffhaltigen  Kohlenstoffverbindungen  von  basischem 
Charakter,  der  natürlichen  Alkaloide,  zu,  das  er  seitdem  unab- 
lässig und  mit  reicher  Ernte  bebaut  hat.  Zunächst  gelang  es 
ihm,  zwei  fundamentale  Reaktionen  aufzufinden,  nämlich  die 
Synthese  des  Ghinolins,  das  man  durch  Destillation  von  Chinin 
oder  Cinchonin  gewinnt,  aus  AUylanilin,  und  die  Überführung 
des  aus  dem  Piperin  des  Pfeffers  dargestellten  Piperidins  in 
Pyridin. 

Die  Beschäftigung  mit  diesen  Basen  führten  ihn  zu  einer 
neuen  Auffassung  der  in  der  Natur  vorkommenden  Alkaloide, 
die  er  in  seiner  vorhergenannten  Habilitationsschrift  zusammen- 
faßte. In  dieser  Schrift  setzte  er  auseinander,  daß  zahlreiche 
Pflanzenbasen  als  Derivate  des  Pyridins  und  hydrierter  Pyridine 
aufzufassen  seien   und  daher  zu  den  Pyridinen  in  einem  ähn- 

1907.  SiUimg»b.  d.  math.-pbyB.  Kl.  lg 


260  öffentliche  Sitzung  vom  16.  März  1907. 

liehen  Verhältnis  ständen  wie  die  Terpene  und  Kampherarten 
zu  den  aromatischen  Verbindungen,  Die  Schrift  bildet  ge- 
wissermaßen das  Programm  für  seine  umfangreichen,  in  un- 
unterbrochener Reihe  veröiFentlichten  Untersuchungen  über  die 
Pilanzenbasen. 

Die  erste,  auch  für  weitere  Kreise  interessante  Entdeckung 
war  die  des  durch  Reduktion  des  Chinolins  und  darauf  folgende 
Methylierung  gewonnenen  Methyltetrahydrochinolins  oder  Kai- 
rolins; dasselbe  hat  stark  fieberstillende  Eigenschaften  und 
gab  den  Anstoß  zu  den  Untersuchungen,  welche  zur  Auffindung 
des  besser  wirkenden  Antipyrins   durch  Knorr   geführt  haben. 

Darauf  wandte  sich  Koenigs  mit  aller  Kraft  dem  Studium 
der  in  medizinischer  Hinsicht  so  wichtigen  Chinabasen  zu;  es 
gelang  ihm,  durch  eine  sehr  große  Reihe  von  Experimental- 
untersuchungen  die  Konstitution  derselben  soweit  festzustellen, 
daß  die  künstliche  Darstellung  des  Chinins  nur  mehr  eine  Frage 
der  Zeit  ist.  In  diesen  seinen  Arbeiten  ist  eine  Fülle  von 
neuen  Gesichtspunkten  für  den  Aufbau  derartiger  Pflanzen- 
basen enthalten,  die  eine  höchst  wertvolle  Bereicherung  der 
chemischen  Wissenschaft  bilden. 

Im  weiteren  Verfolg  dieser  Untersuchungen  über  die 
Alkaloide  erhielt  er  durch  Oxydation  von  Cinchonin  neben 
anderen  Oxydationsprodukten  das  Merochinen.  Es  glückte  ihm 
nun,  den  Zusammenhang  zwischen  diesen  Substanzen  aufzu- 
klären und  damit  eine  neue  Stütze  für  die  Richtigkeit  der 
Formel  des  Merochinens  beizubringen.  Ferner  stellte  er  Methy- 
lierungsprodukte  von  Desoxycinchonidin  und  Desoiycinchonin 
dar  und  untersuchte  das  Verhalten  der  Jodwasserstoffadditions- 
produkte von  Cinchoninchlorid  und  von  Cinchonin  sowie  die 
der  Sulfoderivate  des  Cinchens.  Das  aus  Cinchonin  gewonnene 
Lepidin  wurde  einer  genaueren  Prüfung  unterworfen  und  eine 
Anzahl  neuer  Derivate  dargestellt,  welche  für  dieses  Kapitel 
großes  Interesse  haben. 

Durch  Behandlung  der  Cinchoninsäure  mit  rauchender 
Salpetersäure  stellte  er  eine  Nitrocinchoninsäure  dar,  welche 
sich  bei  der  Reduzierung  als  ein  Ana-Substitutionsprodukt  er- 
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wies,  indem  es  sich  ebenso  wie  das  entsprechende  Derivat  der 
Xaphionsäure  in  ein  inneres  Anhydrit  verwandelte. 

Besonders  erfolgreich  gestaltete  sich  seine  Untersuchung 
über  die  Produkte  der  Einwirkung  von  Formaldehyd  auf 
Chinaldin,  indem  es  ihm  möglich  war,  nicht  nur  ein  Molekül 
des  ersteren,  sondern  auch  zwei  und  drei  in  das  Alkaloid  ein- 
zuführen. Die  neuen  Basen  enthalten  nach  seinen  Ermitte- 
lungen nur  eine  einzige  Seitenkette,  wie  die  Oxydation  der- 
selben zu  Ghinaldinsäure  beweist,  der  Kohlenstoff  ist  aber  ein 
verzweigter,  da  der  doppelte  Alkohol  durch  Reduktion  in 
Isopropylchinolin  verwandelt  wird.  Hieran  reihen  sich  seine 
Versuche  über  die  Einwirkung  von  Aldehyden  auf  solche 
Chinolinderivate,  welche  eine  Methyl-  oder  Methylengruppe  in 
der  a-  oder  y-Stellung  enthalten,  sowie  die  Arbeiten,  welche 
bestimmt  waren,  das  neu  gewonnene  Gebiet  abzugrenzen. 

In  der  Sitzung  der  mathematisch -physikalischen  Klasse 
vom  2.  Dezember  1905  hielt  er  seinen  letzten,  in  Liebigs 
Annalen  der  Chemie  veröffentlichten  Vortrag:  „Über  die  Kon- 
stitution der  Chinaalkaloide'^,  in  dem  er  den  damaligen  Stand 
dieses  Problems,  an  dessen  Klärung  ihm  ein  so  hervorragender 
Anteil  zufällt,  darlegte. 

Eine  andere  Reihe  wichtiger  Arbeiten  ist  endlich  die  über 
Derivate  von  Zuckerarten,  in  denen  er  einen  neuen  und  leicht 
gangbaren  Weg  für  die  Synthese  von  Glucosiden  nachwies. 
Nicht  nur  die  Wissenschaft  sondern  auch  das  chemische 
Laboratorium  unserer  Universität  hat  durch  das  Ableben  von 
Koenigs  einen  schweren  Verlust  erlitten.  Er  war  dem  Vor- 
stand eine  getreue  Hufe  seit  fast  drei  Dezennien  bei  dem 
Unterricht  im  organischen  Laboratorium  und  bei  der  Aus- 
führung der  wissenschaftlichen  Arbeiten  der  Schüler.  Den 
Anfönger   wußte    er   aufzumuntern,    wenn   er   an   dem   Erfolg 

einer  Arbeit  verzweifeln  wollte,  und  den  älteren  Fachgenossen 

?ar  er  ein  fördernder  Berater. 

Als  Dank    dafür,  was  er  in  dem  Laboratorium  genossen, 

ind  in  Begeisterung  für  die  Wissenschaft,  machte  er  in  hoch- 

lerziger  Gesinnung   im   Jahre  1900   mit   seinen    Geschwistern 

18* 
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eine  Stiftung  zur  Förderung  wissenschaftlich-chemischer  For- 
schungen, welche  er  später  am  70.  Geburtstage  seines  geliebten 
Lehrers  zur  Adolf  von  Baeyer-Jubiläumsstiftung  mit  einem 
Kapitale  von  50000  Mark  erweiterte;  in  seinem  Testamente 
führte  er  der  Münchener  Bürgerstiftung  50  000  Mark  zu,  außer- 
dem noch  besonders  10000  Mark  dem  chemischen  Labora- 
torium und  eine  weitere  ansehnliche  Summe  für  botanische, 
zoologische  und  chemische  Forschung. 

Als  Wohltäter  der  Akademie  ist  sein  Name  in  den  Tafeln 
der  Spender  der  Akademie  für  immer  eingegraben;  er  wird 
aber  auch  in  den  Annalen  seiner  Wissenschaft  als  der  eines 
feinen  Denkers  und  Experimentators  fortleben. 


Ludwig  Boltzmann. 

Ludwig  Boltzmann,  der  hervorragende  Physiker,  ist  am 
6.  September  zu  Duino  bei  Triest,  wo  er  Erholung  suchte,  eines 
jähen  Todes  gestorben.  Mit  ihm  hat  die  Wissenschaft  den  Meister 
und  Führer  in  der  theoretischen  Physik  verloren,  dem  es,  wie 
nur  wenigen,  gelungen  ist,  auf  diesem  schwierigen  Gebiete  in  die 
Tiefe  zu  dringen;  er  war  einer  der  bedeutendsten  Denker  in 
seiner  Wissenschaft,  von  größtem  mathematischen  Scharfsinn 
und  ein  äußerst  gewandter  Experimentator. 

Ludwig  Boltzmann  wurde  in  Wien  am  20.  Februar  1844 
geboren;  er  machte  seine  akademischen  Studien  hauptsächlich 
in  seiner  Vaterstadt,  wo  Joseph  Stefan  und  Lohschmidt  seine 
Lehrer  waren.  Als  Assistent  Stefans  habilitierte  er  sich  (1867) 
an  der  Universität  als  Privatdozent.  Man  erkannte  bald  das 
ungewöhnliche  mathematische  Talent  des  jungen  Gelehrten,  denn 
schon  im  Alter  von  25  Jahren  (1869)  wurde  er  als  ordentlicher 
Professor  der  mathematischen  Physik  an  die  Universität  Qrsn 
berufen.  Er  war  eine  unstete  Natur,  die  nirgends  dauernde  Ruhe 
fand  und  immer  glaubte,  einen  mehr  zusagenden  Wirkungskreis 
erreichen  zu  können.  Er  blieb  in  Graz  nur  vier  Jahre,  ging 
dann  als  Professor  der  reinen  Mathematik  an  die  Wiener  Uni- 
versität, hierauf  nach  zwei  Jahren    als  Professor   der   Experi- 
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mentalphjsik  und  Vorstand  des  neu  errichteten  physikalischen 
Institutes  wiederum  nach  &raz.  Seine  glänzende  Entwicklung 
und  die  hohe  Bedeutung,  die  er  in  der  Wissenschaft  erlangt 
hatte,  brachten  es  mit  sich,  daß  man  von  vielen  Seiten  bestrebt 
war,  ihn  zu  gewinnen.  Seine  bereits  erfolgte  Ernennung  zum 
Nachfolger  EirchhofPs  in  Berlin  machte  er  wieder  rückgängig, 
folgte  aber  im  Jahre  1890  gerne  einem  Rufe  an  die  hiesige 
Universität  als  Professor  für  theoretische  Physik.  Er  lebte  sich 
dahier  bald  ein  and  versammelte  einen  Kreis  vorgeschrittener 
Schüler  um  sich;  wir  waren  stolz  darauf,  ihn  als  tätiges  Mit- 
glied unserer  Universität  und  Akademie  zu  besitzen;  um  so 
grö^r  war  unsere  Überraschung,  als  er  nach  vier  Jahren  sich  be- 
stimmen ließ  abermals  nach  Wien  als  Professor  der  theoretischen 
Physik  als  Nachfolger  seines  Lehrers  Stefan  zu  gehen.  Er  hielt 
es  jedoch  auch  in  seiner  Vaterstadt  nur  sechs  Jahre  aus;  es  zog 
ihn  nach  Leipzig,  weil  er  glaubte,  an  dieser  Universität  mit 
ihrer  glänzenden  mathematischen  Schule  in  der  Anregung  eines 
größeren,  besser  vorgebildeten  Schülerkreises  eine  befriedigendere 
Wirksamkeit  zu  finden.  Er  fand  aber  auch  da  nicht  das  Ge- 
suchte und  kehrte  (1902)  endlich  als  Professor  der  theoretischen 
Physik  nach  Wien  zurück.  Er  wäre  nicht  abgeneigt  gewesen 
nochmals  nach  München  zu  kommen.  In  den  letzten  drei  Jahren 
erhielt  er  noch  einen  Lehrauttrag  für  Methode  und  allgemeine 
Theorie  der  Naturwissenschaften  als  Erbe  der  Lehrkanzel  des 
Physikers  Ernst  Mach,  welcher  über  Geschichte  und  Theorie 
der  induktiven  Wissenschaften  Vorlesungen  zu  halten  hatte. 

Boltzmann  stand  nach  dem  Tode  von  Clausius,  Kirchhoff 
und  Helmholtz  nach  dem  übereinstimmenden  Urteil  aller  Fach- 
genossen unter  den  theoretischen  Physikern  Deutschlands  an 
erster  Stelle.  Seine  zahlreichen,  zum  größten  Teil  in  den  Sitzungs- 
berichten der  Wiener  und  unserer  Akademie,  sowie  in  Clebschs 
mathematischen  Annalen  und  in  Wiedemanns  Annalen  der  Physik 
reröffentlichten  Arbeiten  bewegen  sich  fast  sämtlich  auf  dem 
jebiete  der  theoretischen  Physik,  und  wenn  er  im  Laboratorium 
Beobachtungen  und  Messungen  ausführte,  so  geschah  es  immer 
m  Anschluß  an  theoretische  Untersuchungen  und  zur  Prüfung 
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ihrer  Konsequenzen.  Dabei  zeigte  sich  der  eminente  Theoretiker 
zugleich  als  Erfinder  der  sinnreichsten  Beobachtungsmethoden 
und  fein  ausgedachter  Apparate.  Seine  hervorragende  Begabung 
für  theoretische  Untereuchungen  in  Verbindung  mit  einer  sel- 
tenen Beherrschung  des  mathematischen  Rüstzeuges  haben  ihn 
beßihiget,  die  physikalischen  Theorien  Yon  Clausius  und  ins- 
besondere von  Maxwell  in  glücklichster  und  erfolgreicher 
Weise  weiter  auszubilden  und  zu  ergänzen,  sowie  eine  Reihe 
anderer  schwieriger  Fragen  zu  lösen  oder  der  Lösung  näher  zu 
führen. 

Seine  Lehrer  Lohschmidt  und  Stefan  hatten  ihn  als  an- 
gehenden Forscher  auf  die  kinetische  Gastheorie  und  die  Theorie 
der  elektrischen  Erscheinungen  von  Maxwell,  dem  er  die  tief- 
sten Anregungen  verdankte,  aufmerksam  gemacht.  Den  grö&teu 
Teil  seines  Lebens  widmete  er  der  Klärung  dieser  schwierigen 
Probleme. 

Die  Untersuchungen  über  die  mechanische  Theorie  der 
Wärme  und  der  auf  die  Gase  bezügliche  Teil  dieser  Theorie, 
die  kinetische  Theorie  der  Gase,  waren  wohl  seine  groiaten 
Leistungen;  schon  als  21  jähriger  Student  schrieb  er  seine  erste 
Abhandlung,  in  der  ihm  die  mechanische  Begründung  des  zweiten 
Hauptsatzes  der  Wärmetheorie  durch  Zurückführung  auf  das 
Hamiltonsche  Prinzip  gelang;  dieselbe  blieb  aber  ganz  unbe- 
achtet, bis  eine  Polemik  mit  Clausius,  der  vier  Jahre  nachher 
zu  ähnlichen  Resultaten  gekommen  war,  die  Aufmerksamkeit 
auf  sie  lenkte. 

Später  deckte  er  die  Beziehungen  auf  zwischen  diesem  Satze 
und  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  sowie  den  Sätzen  über 
das  Wärmegleichgewicht.  Er  verfolgte  denkend  bis  in  die 
letzten  Konsequenzen  den  Vorgang  beim  Zusammenstoß  zweier 
Teilchen  nach  den  Grundsätzen  der  Mechanik  und  stellte  fest, 
in  welcher  Weise  sich  die  Geschwindigkeiten  beider  Teilchen 
beim  Stoß  ändern,  und  berechnete  sodann,  wie  oft  in  einer  ge- 
gebenen Zeit  jede  Art  von  Zusammenstößen  vorkömmt. 

So  erhielt  er  das  Gesetz,  nach  dem  sich  in  einem  Gas 
während  des  stationären  Zustandes   die  Geschwindigkeiten  auf 
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die  verschiedenen  Moleküle  verteilen,  so  dafi  er  davon  ausgehend 
die  Erscheinungen:  den  Druck,  die  innere  Reibung,  die  Diffusion, 
die  Wänneleitung  etc.  abzuleiten  vermochte. 

Nur  wenige  konnten  ihm  anfangs  in  die  abstrakten  Höhen 
seines  Denkens  folgen,  so  daß  seine  Lehren  längere  Zeit  vielen 
fremd  geblieben  sind;  in  England,  wo  Maxwell  vorher  mit  solchen 
Problemen  beschäftiget  war,  fand  er  früher  Verständnis  und 
Anerkennung.  Die  Zusammenstellung  seiner  diesbezüglichen 
Arbeiten  in  dem  zweibändigen  Werke:  ,  Vorlesungen  über  kine- 
tische Gastheorie*  (1895  -  1899)  gab  eine  unvergleichliche  Ein- 
führung in  das  schwierige  Gebiet  und  rückte  ihn  in  Deutsch- 
land in  die  Stellung  neben  Glausius  und  Maxwell. 

Die  mechanische  Begründung  des  zweiten  Hauptsatzes  der 
Thermodynamik  war  ihm  die  Veranlassung,  sein  merkwürdiges 
Buch:  »Vorlesungen  über  die  Prinzipien  der  Mechanik*  in  zwei 
Bänden  (1897  und  1904)  zu  schreiben;  es  ist  eines  der  hervor- 
ragendsten deutschen  theoretisch-physikalischen  Werke,  eine 
Darstellung  und  Prüfung  der  allgemeinen  Sätze  der  Mechanik 
von  unerreichter  Genauigkeit  und  meisterhafter  Kritik. 

Nächst  der  Gastheorie  hat  sich  Boltzmann  am  eingehendsten 
mit  der  Elektrodjmamik  beschäftiget,  insbesondere  mit  der  Er- 
weiterung der  klassischen  Theorie  der  elektromagnetischen 
Schwingungen  in  Nichtleitern  von  Maxwell.  Mit  besonderer 
Vorliebe  war,  wie  gesagt,  Boltzmann  den  von  letzterem  er- 
öffneten Pfaden  gefolgt.  Maxwell  hatte  vorausgesagt,  dala  das 
Licht  auf  elekti*o-magnetischen  Schwingungen  beruhe,  und  auf 
der  von  Faraday  geschaffenen  breiten  induktiven  Grundlage  einen 
theoretischen  Bau  kühnster  Konstruktion  aufgeführt,  dessen 
Schlußstein  jener  Zusammenhang  zwischen  Licht  und  Elektri- 
zität bildete,  welcher  später  (1888)  durch  die  bewundernswerten 
Versuche  des  leider  zu  früh  verstorbenen  Heinrich  Hertz  eine 
so  überraschende  experimentelle  Bestätigung  fand.  Die  Schriften 
ies  genialen  Schotten  sind  jedoch  nicht  immer  von  klarer  und 
logisch  gegliederter  Darstellung,  und  deshalb  oft  dunkel  und 
schwer  verständlich.  Für  Boltzmann,  der  die  Tragweite  der 
Maxwellschen  Konzeption  alsbald  erfaßte  und  deren  begeisterter 
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Apostel  in  Deutschland  wurde,  gab  es  jedoch  auch  hier  keine 
Schwierigkeiten;  sein  Scharfsinn  erkannte  leicht  die  einfachen 
Prämissen,  welche  sich  hinter  der  manchmal  nebelhaften  Dar- 
stellung Maxwells  verbargen,  und  er  entwickelte  daraus  mit 
der  ihm  eigenen  Eleganz  und  Durchsichtigkeit  ein  logisch  kon- 
sequentes Lehrgebäude  der  Elektrodynamik.  Er  hat  als  erster 
Maxwells  Theorie  der  Elektrizität  experimentell  geprüft  und 
gerade  hierin  sich  als  Meister  in  der  Kunst  des  Experimen- 
tierens  durch  Überwindung  der  größten  Schwierigkeiten  gezeigt. 
Hierher  gehören  vor  allem  seine  in  den  Jahren  1873  und  1874 
gemachten  berühmten  Untersuchungen  über  die  dielektrischen 
Körper  mit  experimentellen  Bestimmungen  der  Dielektrizitäts- 
konstanten einiger  Gase  und  des  kristallinischen  Schwefels, 
wodurch  er  die  Maxwellsche  Theorie  stützte,  indem  er  sie  in 
Beziehung  zu  dem  optischen  Brechungsvermögen  brachte.  In 
seinem  im  Wintersemester  1890  an  unserer  Universität  ge- 
haltenen ,  Vorlesungen  über  Maxwells  Theorie  der  Elektrizität 
und  des  Lichts*,  welche  1891  im  Druck  erschienen  sind,  treten 
jene  Vorzüge  in  glänzender  Weise  hervor. 

Wir  besitzen  von  ihm  noch  eine  eingehende  Theorie  der 
elastischen  Nachwirkungen  nebst  bestätigenden  Versuchen,  Ab- 
handlungen über  das  Hall-Phänomen,  über  die  molekulare 
Theorie  der  Dissoziation,  über  das  Strahlungsvermögen,  wo- 
nach die  Gesamtstrahlung  eines  Körpers  proportional  ist  der 
vierten  Potenz  seiner  absoluten  Temperatur. 

Er  war  ein  überzeugter  Anhänger  der  Annahme  von 
Atomen  und  der  kinetischen  Theorie  der  Materie.  Alle  seine 
Werke  ruhten  auf  dieser  Voraussetzung,  seine  Lehren  in  der 
kinetischen  Gastheorie  sowie  in  den  Prinzipien  der  Mechanik. 
Immer  wieder  verteidigte  er  seine  Anschauung  gegen  Machs 
Beschreibung  oder  Phänomenologie  und  gegen  Ostwalds  Ener- 
getik auf  das  energischste. 

Boltzmann  war  ein  ausgezeichneter,  höchst  anregender  aka- 
demischer Lehrer,  welcher  dem  nach  Erkenntnis  strebenden 
denkenden  Studierenden  auch  schwierige  Themata  verständlich 
zu  machen  wußte.    Gerne   hielt  er  auch  Vorträge   und  Reden 
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vor  einem  größeren  Kreise,  z.  B.  bei  Naturforscherversamm- 
lungen  und  Festsitzungen  der  Akademie,  die  sich  durch  Klar- 
heit, ungemeine  Lebendigkeit  und  Schönheit  der  Darstellung 
auszeichneten.  In  der  wissenschaftlichen  Debatte  war  er  ein 
ungemein  schlagfertiger  und  gefürchteter  Gegner. 

Im  Jahre  1905  gab  er  seine  gesammelten  Reden  und  popu- 
lären Abhandlungen  von  allgemeiner  Bedeutung  heraus.  Nicht 
alle  sind  in  gewöhnlichem  Sinne  populär,  aber  der  naturwissen- 
schaftlich gebildete  Leser  wird  die  geistvollen  Darlegungen 
mit  dem  größten  Interesse  verfolgen.  Seine  Nekrologe  auf 
Kirchhoff,  Lohschmidt  und  Stefan  zeigen  eine  rührende  Pietät 
und  Dankbarkeit  für  die  Männer,  welche  ihm  als  Lehrer  die 
Wege  geebnet  haben.  Die  letzte  Abhandlung  darin,  eine  Be- 
schreibung seiner  Reise  nach  Amerika,  ist  voll  von  Humor  und 
feinem  Witz,  die  man  dem  sonst  so  ernst  erscheinenden  Ge- 
lehrten nicht  zugetraut  hätte. 

In  den  letzten  Jahren  hielt  er  an  der  Universität  vor 
einem  Zuhörerkreis  von  mehr  als  600  Studierenden  aus  allen 
Fakultäten  Vorträge  über  philosophische  Themata;  es  war  wohl 
die  wahre  Naturphilosophie,  reich  an  Gedanken,  geschöpft  aus 
den  tiefsten  Kenntnissen  der  Naturwissenschaft. 

Boltzmann  war  eine  eigenartige,  in  sich  geschlossene  Per- 
sönlichkeit. Sein  ganzes  Denken  und  Sinnen  war  erfüllt  von 
seiner  wissenschaftlichen  Arbeit  und  seinen  Ideen,  so  daß  anderes 
keinen  Platz  mehr  fand.  Daher  kam  es,  da&  ihm  die  Gebräuche 
und  Gewohnheiten  des  gewöhnlichen  Lebens  unbekannt  blieben 
und  er  ihnen  als  Fremdling  gegenüberstand;  er  war  darin  von 
einer  Einfachheit  und  Kindlichkeit,  die  in  grellem  Gegensatz 
stand  zu  der  Höhe  seines  Geistes. 

Es  bildete  sich  bei  ihm,  hervorgerufen  durch  körperliche 
Leiden,  allmählich  eine  tiefe  Melancholie  aus,  die  auch  die  Ur- 
sache war,  daß  er  Hand  an  sich  legte. 

Boltzmann  wird  stets  als  einer  der  größten  Denker  in  der 
Naturwissenschaft  gepriesen  werden. 
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Wilhelm  yon  Bezold. 

Am  17.  Februar  1907  ist  der  Direktor  des  K.  Preußischen 
Meteorologischen  Instituts  und  Professor  der  Meteorologie  an 
der  Universität  zu  Berlin,  Wilhelm  von  Bezold,  im  Alter  von 
nicht  ganz  70  Jahren  gestorben.  Er  hat  bis  zum  Jahre  1885 
an  den  beiden  hiesigen  Hochschulen  in  ausgezeichneter  Weise 
gewirkt  und  war  seit  1875  ein  hochgeschätztes  und  tätiges  ein- 
heimisches ordentliches  Mitglied  unserer  Akademie.  Mit  ihm 
ist  einer  der  angesehensten  Physiker  und  Meteorologen,  der 
sowohl  als  Forscher  wie  als  Organisator  sich  hohe  Verdienste 
erworben  hat,    aus  einem  großen  Wirkungskreise  geschieden. 

Bezold  wurde  am  21.  Juni  1837  zu  München  als  der  Sohn 
eines  höheren  Ministerialbeamten  geboren.  Die  Familie  der  Be- 
zolde  stammt  aus  der  alten  ehemaligen  freien  Reichsstadt  Rothen- 
burg ob  der  Tauber,  die  1806  mit  den  protestantischen  frän- 
kischen Landen  an  Bayern  gekommen  war.  Schon  Arühe  zeigten 
sich  an  ihm  ein  ungemein  lebendiger  Geist  und  ungewöhnliche 
Talente,  namentlich  trat  seine  Vorliebe  filr  Mathematik  und 
Physik  hervor;  aber  auch  für  andere  Wissenszweige  hatte  er 
das  größte  Interesse  und  wie  andere  Mitglieder  der  Familie  ein 
tiefes  Verständnis  für  die  Kunst. 

Von  Anfang  an  entschied  er  sich  für  das  Studium  der 
Physik  als  Lebensaufgabe.  Zunächst  besuchte  er  die  Universität 
München,  an  der  seit  1854  Philipp  JoUy  als  Physiker  wirkte, 
wandte  sich  aber  bald  nach  ööttingen,  wo  der  bedeutendste 
Physiker  der  damaligen  Zeit,  Wilhelm  Weber,  sein  Lehrer  war. 
In  Göttingen  erwarb  er  (1860)  den  Doktorgrad  mit  einer  Disser- 
tation „Zur  Theorie  des  Condensators*.  Nach  München  zurück- 
gekehrt, wurde  er  Assistent  am  Physikalischen  Institut  und 
habilitierte  sich  (1861)  an  der  Universität  für  Physik  unter 
Vorlage  einer  Schrift  „Über  die  physikalische  Bedeutung  der 
Potentialfunktion".  Nachdem  er  als  Privatdozent  und  seit  1866 
als  außerordentlicher  Professor  an  der  Universität  gelehrt  hatte, 
erhielt  er  bei  Errichtung  der  Technischen  Hochschule  (1868) 
eine   ordentliche  Professur   für  Physik    und   zwar    filr   mathe- 
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matische  und  angewandte  Physik  an  derselben.  Außerdem  wurde 
er  infolge  seiner  ausgezeichneten  meteorologischen  Studien 
(1878)  zum  Vorstand  der  neu  begründeten  K.  Bayerischen  Me- 
teorologischen Zentralstation  ernannt  und  ihm  die  Organisation 
des  meteorologischen  Dienstes  übertragen,  welche  er  mit  ebenso 
gro&em  Eifer  als  Erfolg  ins  Leben  rief.  Sowohl  die  für  die 
Beobachter  ausgearbeiteten  Instruktionen  als  auch  die  Publi* 
kationen  der  Beobachtungsresultate  wichen  in  vielen  Beziehungen 
von  den  herkömmlichen  Formen  ab  und  können  als  muster- 
gültig bezeichnet  werden.  Er  führte  auch  die  tägliche  Heraus- 
gabe von  Wetterkarten  und  Wetterberichten  mit  Wetterpro- 
gnosen ein  und  organisierte  einen  weit  ausgebildeten  Dienst 
für  die  Untersuchung  der  Gewitter. 

Das  hohe  wissenschaftliche  Ansehen,  das  er  sich  durch  die 
letzteren  Arbeiten  erworben,  veranlafite  die  preußische  Regierung 
ihn  (1885)  als  ersten  ordentlichen  Professor  der  Meteorologie 
in  Deutschland  an  die  Universität  zu  Berlin  und  als  Direktor 
des  Meteorologischen  Instituts  daselbst  zu  berufen.  Es  ist  ihm 
ungemein  schwer  gefallen,  München  zu  verlassen,  da  er  dadurch 
den  Entschluß  fassen  mußte,  der  Physik,  der  er  so  lange  treu 
gedient  und  in  der  er  durch  seine  elektrischen  Forschungen 
eben  an  einen  ihm  die  weitesten  Aussichten  eröffnenden  Punkt 
gelangt  war,  zu  entsagen  und  sich  einer  neuen  Lebensaufgabe 
zuzuwenden.  Er  soUte  den  damals  noch  sehr  daniederliegenden 
Wetterdienst  in  Preußen  reorganisieren ;  es  ist  ihm  auch  durch 
sein  organisatorisches  Talent  und  durch  unablässige  Wirksam- 
keit als  Leiter  des  enormen,  viel  verzweigten  Verwaltungsappa- 
rates gelungen,  das  Institut  zu  einer  mustergültigen  Anstalt  aus- 
zubauen, die  im  In-  und  Auslande  das  größte  Ansehen  genießt. 

Bei  seiner  wissenschaftlichen  Tätigkeit  befaßte  sich  Bezold 
dementsprechend  in  der  ersten  Zeit  mit  rein  physikalischen  Pro- 
blemen, später  insbesondere  mit  solchen  der  Meteorologie. 

Von  seiner  physikalischen  Arbeit  bewegt  sich  der  größere 
Teil  auf  dem  Gebiete  der  Elektrizitätslehre.  An  den  vorher  er- 
wähnten ersten  größeren  Aufsatz  über  die  physikalische  Be- 
deutung der  Potentialfunktion   schließen   sich  Untersuchungen 
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an:  über  das  Verhalten  der  starren  Isolatoren  gegen  Elektri- 
zität, über  die  elektrische  Entladung,  über  die  elektromotorische 
Kraft  des  galvanischen  Lichtbogens,  über  die  Theorie  des  Elektro- 
phors,  über  den  Zusammenhang  zwischen  Temperatur  eines 
glühenden  Drahtes  und  der  Zusammensetzung  des  von  ihm  aus- 
gehenden Lichtes  sowie  über  die  Brechung  von  Strom-  und 
Kraftlinien;  seine  Versuche  über  elektrische  Staubfiguren  gaben 
ihm  ein  elegantes  Mittel  zur  experimentellen  Prüfung  für  die 
Art  der  Entladung.  Die  hohe  Bedeutung  seiner  Untersuchungen 
über  elektrische  Entladungen  ist  anfangs  nicht  genügend  be- 
achtet worden,  bis  später  Heinrich  Hertz  die  Aufmerksamkeit 
darauf  lenkte;  sie  kamen  den  bahnbrechenden  Entdeckungen 
des  letzteren  über  den  Zusammenhang  von  Licht  und  Elektri- 
zität, die  unter  anderem  für  die  Begründung  der  drahtlosen 
Telegraphie  den  Ausgang  bildeten,  sehr  nahe. 

Eine  zweite  Reihe  von  Arbeiten  Bezolds  gehört  der  Optik 
und  der  Farbenlehre  an.  Es  sind  namentlich  auch  schwierige 
Fragen  der  physiologischen  Optik,  welche  er  mit  tiefem  Ver- 
ständnis und  feiner  Beobachtungsgabe  zu  lösen  bemüht  war; 
es  sind  hierher  zu  zählen  seine  Untersuchungen  über  binokulares 
Sehen  und  über  binokulare  Farbenmischung,  über  Zerstreuungs- 
bilder auf  der  Netzhaut,  über  das  Gesetz  der  Farbenmischung 
und  die  physiologischen  Grundfarben,  seine  Vergleichung  von 
Pigmentfarben  mit  Spektralfarben  und  seine  Arbeit  zur  Lehre 
von  den  identischen  Netzhautpunkten.  Ganz  eigenartig  ist  sein 
1874  erschienenes  Werk:  „Die  Farbenlehre  im  Hinblick  auf  Kunst 
und  Kunstgewerbe",  wozu  er  durch  den  Umgang  mit  Künstlern, 
besonders  mit  seinem  Schwager,  dem  feinfühlenden  Maler  Anton 
Seitz,  veranlaßt  worden  war. 

Seit  der  Gründung  der  Bayerischen  Meteorologischen  Zentral- 
station und  seiner  Berufung  als  Direktor  des  Meteorologischen 
Instituts  nach  Berlin  wurde  Bezolds  Arbeitskraft  fast  ganz  von 
der  Meteorologie  in  Anspruch  genommen.  Schon  frühe  inter- 
essierten ihn  die  Erscheinungen  in  der  Atmosphäre,  die  er  auf 
das  genaueste  beobachtete.  Er  bezeichnete  die  Meteorologie  als 
eine  Physik  der  Atmosphäre;  seine  Arbeiten  hierin  haben  die 
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Meteorologie  in  bahnbrechender  Weise  gefördert.  Durch  sta- 
tistische Zasammenstellungen  fand  er,  daß  gewisse  Gesetzmäßig- 
keiten in  der  Häufigkeit  der  Gewitter  existieren  und  darin  eine 
säkulare  Periode  auftritt,  welche  zu  den  schon  bekannten  Peri- 
oden der  Sonnenflecken  und  der  Nordlichter  in  einfacher  Be- 
ziehung steht.  Hierher  gehört  seine  Abhandlung  über  die  Kälte- 
rückfalle im  Mai,  die  »strengen  Herren*,  sowie  die  über  die  Ver- 
teilung des  Luftdruckes  und  der  Temperatur  bei  Gewittern.  Die 
Vorgänge  während  der  Dämmerung  und  den  Ablauf  der  Farben- 
erscheinungen während  derselben  wurden  von  ihm  in  München 
und  im  Gebirge  genau  verfolgt  und  beschrieben.  In  Berlin  be- 
schäftigte er  sich  mit  einer  neuen  Klasse  von  Untersuchungen 
über  die  Thermodynamik  der  Atmosphäre,  in  denen  er  den  Zu- 
sammenhang zwischen  Meteorologie  und  Physik  herzustellen  ver- 
stand und  die  Meteorologie  erst  eigentlich  zu  einer  der  exakten 
Naturwissenschaften  erhoben  hat.  Seine  Forschungen  zur  Gauß- 
schen  Theorie  des  Erdmagnetismus  haben  diesem  Wissenszweige 
neue  Wege  gewiesen. 

Noch  im  vorigen  Jahre  erschienen  seine  gesammelten  Ab- 
handlungen über  Meteorologie  und  Erdmagnetismus,  welche  dar- 
tun, wie  sehr  er  hierin  die  Wissenschaft  bereichert  hat. 

Bezold  war  auch  ein  ausgezeichneter  akademischer  Lehrer; 
namentlich  hat  er  in  öffentlichen  Vorträgen  in  weiteren  Kreisen 
über  viele  allgemeine  Fragen  der  Meteorologie  ein  Verständnis 
fQr  letztere  zu  erwecken  gewußt. 

Die  physikalischen  und  meteorologischen  Arbeiten  Bezolds 
sichern  ihm  ein  ehrenvolles  Andenken  in  der  Geschichte  der 
Wissenschaft. 

Henri  Moissan. 

Am  21.  Februar  1907  ist  das  auswärtige  Mitglied  unserer 
Akademie,  der  berühmte  Chemiker  Henri  Moissan,  Professor  der 
Chemie  an  der  Universität  zu  Paris  und  Membre  de  Tlnstitut, 
im  rüstigsten  Alter  von  55  Jahren  und  in  voller  Schaffenskraft 
auf  der  Höhe  seines  Ruhmes  der  tückischen  Blinddarmentzündung 
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erlegen,  nachdem  er  eben  von  einer  Reise  nach  Stockholm,  wo 
er  den  Nobelpreis  in  der  schwedischen  Akademie  in  Empfang 
genommen,  zurückgekehrt  war.  Seine  unermüdliche  Tätigkeit, 
durch  die  er  für  die  Wissenschaft  und  die  Technik  die  größten 
Erfolge  errang,  bewegte  sich  fast  ausschließlich  auf  dem  Ge- 
biete der  anorganischen  Chemie,  welche  durch  die  mächtige 
Entwicklung  der  Chemie  der  Kohlenstoffverbindungen  sehr  zu- 
rückgedrängt worden  war. 

Moissan  wurde  am  28.  September  1852  zu  Paris  geboren. 
Er  begann  an  der  Pariser  Universität  seine  den  Naturwissen- 
schafken, besonders  der  Chemie  und  Physik,  gewidmeten  Studien. 
Den  ersten  chemischen  Unterricht  empfing  er  am  Musäum 
d'Histoire  naturelle  in  dem  Laboratorium  von  Fremy;  hierauf 
trat  er  in  das  Institut  von  Decaisne  und  Deh^rain  ein,  wo  er 
im  Alter  von  22  Jahren  seine  erste  wissenschaftliche  Arbeit 
über  die  Aufnahme  und  Abgabe  von  Kohlensaure  und  Sauer- 
stoff durch  die  Pflanze  in  der  Abhängigkeit  von  der  Belichtung 
ausführte.  Nachdem  er  die  verschiedenen  Grade  erlangt  hatte, 
wurde  er  (1879)  Repetitor  der  Physik  an  dem  Institut  agro- 
nomique,  dann  (1883)  Professor  der  Toxikologie  an  der  Ecole 
sup^rieure  de  Pharmacie  und  zuletzt  (1900)  Professor  der  Chemie 
an  der  Facult^  des  Sciences  an  der  Sorbonne,  wo  er  das  aus- 
schließlich wissenschaftlicher  Forschung  gewidmete  Laboratoire 
de  Chimie  g^n^rale  leitete. 

Seine  ersten  Arbeiten  in  der  unorganischen  Chemie  waren 
die  über  verschiedene  Chromverbindungen  und  über  neue  Amal- 
game der  Metalle  der  Eisengruppe. 

Von  1884  an  beschäftigte  er  sich  mit  Untei-suchungen 
über  Fluor  und  Fluor  Verbindungen,  welche  er  20  Jahre  lang 
fortsetzte.  Im  Jahre  1886  gelang  ihm  dabei  eine  der  glänzend- 
sten Entdeckungen  in  der  Chemie  des  vorigen  Jahrhunderts, 
nämlich  die  Isolierung  und  Reindarstellung  des  Elementes  Fluor, 
ein  Problem,  dessen  Lösung  vorher  die  bedeutendsten  Chemiker, 
wie  Davy  und  Fremy,  erfolglos  versucht  hatten.  Er  stellte  zu- 
nächst eine  große  Anzahl  merkwürdiger  Fluorverbindungen  dar: 
die  Fluoride  des  Kohlenstoffs,  Jods  und  Schwefels,  die  Oxyfluor- 
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verbindangen  des  Schwefels  und  SticksfcoflFs,  das  wasserfreie 
Platinfluorid,  das  Phosphor-,  Mangan-  und  Arsentrifluorid,  das 
Phosphorpenia-  und  Phosphoroxyfluorid;  er  machte  ferner  Ver- 
suche über  die  Einwirkung  von  elektrischen  Funken  auf  das 
Phosphortrichlorid  und  studierte  die  Additionsprodukte  von  Brom 
auf  PhosphortriSuoride.  Von  besonderem  Interesse  ist  das  von 
ihm  entdeckte  Schwefelhexafluorid,  welches  ein  höchst  bestän- 
diges Gas  bildet,  das  weder  von  Wasser  noch  von  Alkali  an- 
gegriffen wird,  sowie  das  in  der  letzten  Zeit  von  ihm  darge- 
stellte sehr  reaktionsfähige  Nitrofluorid  aus  Stickoxyd  und  Fluor. 

Das  Wichtigste  war  aber  die  Reindarstellung  des  Fluors. 
Es  ist  seinem  Scharfsinn  und  seiner  hervorragenden  Experi- 
mentierkunst durch  dreijährige  unermüdliche  Arbeit  gelungen, 
die  enormen  Schwierigkeiten  zu  überwinden,  welche  sich  wegen 
der  außergewöhnlichen  Reaktionsfähigkeit  dieses  Elementes  seiner 
Isolierung  entgegenstellen.  Er  erhielt  es  durch  Elektrolyse,  die 
er  in  größerer  Ausdehnung  in  die  Wissenschaft  einführte,  und 
zwar  der  wasserfreien,  durch  einen  Zusatz  von  Fluorkalium 
leitungsfahig  gemachten  Flußsäure,  an  der  Anode  in  Form  eines 
gelben  Gases,  welches  durch  flüssige  Luft  in  eine  gelbe  Flüssig- 
keit sich  verwandeln  läßt.  Das  Fluor  zeigt  von  allen  Elementen 
die  größte  Reaktionsfähigkeit,  d.  h.  es  hat  eine  sehr  große 
Fähigkeit,  sich  mit  anderen  Stoffen  zu  verbinden:  in  Wasser- 
stoff entzündet  es  sich  von  selbst,  Wasser  zerlegt  es  augen- 
blicklich unter  Bildung  eines  indigoblauen  Dampfes,  der  aus 
Ozon  besteht;  Silizium  entzündet  sich  darin  von  selbst,  Kien- 
ruß bei  150**  unter  Bildung  von  Tetrafluorkohlenstoff.  Die  Rein- 
darstellung des  Elementes  Fluor  ist  die  bedeutendste  Tat  von 
Moissan,  die  ihm  auch  den  Nobelpreis  eingebracht  hat.  Alle 
seine  Erkenntnisse  über  das  Fluor  und  die  Fluorverbindungen 
sind  in  seinem  Werke:  „Le  Fluor  et  ses  Compos^s*  zusammen- 
gefaßt. 

Daran  schlössen  sich  seine  Untersuchungen  über  das  von 
ihm  zuerst  rein   gewonnene  Bor  und   seine  Verbindungen    an. 

Ein  weiteres  Verdienst  Moissans  ist  die  Erflndung  des 
ungeheuere  Hitzegrade  liefernden  elektrischen  Lichtbogenofens 
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und  seine  systematische  Anwendung  fttr  die  Wissenschaft.  Er 
erreichte  damit  bis  3500®.  Die  strengflüssigsten  Metalle  wurden 
dadurch  geschmolzen  und  verflüchtigt  und  neue  Verbindungen 
erzeugt.  Durch  Reduktion  der  Metalloxyde  von  Uran,  Wolfram, 
Vanadin,  Titan,  Kalzium  etc.  mit  Kohle  im  elektrischen  Ofen 
erhielt  er  die  Karbide  der  Metalle;  nur  wenige  Metalle  zeigten 
sich  unfähig  zur  Karbidbildung.  In  ähnlicher  Weise  stellte 
er  auch  Verbindungen  des  Siliziums  und  Bors  mit  den  Metallen 
her,  die  Salizide  und  Boride;  dann  durch  Beduktion  der 
Phosphate,  Arseniate  und  Antimoniate  mit  Kohle  die  Phosphide, 
Arsenide  und  Antimonide. 

Die  Karbide  zeigen  die  wichtige  Eigenschaft,  durch  Wasser 
unter  Bildung  von  flüssigen  und  festen  Kohlenwasserstoffen,  wie 
Acetylen,  Methane  etc.  zersetzt  zu  werden.  Von  besonderer 
Bedeutung  ist  in  dieser  Hinsicht  das  Kalziumkarbid  durch 
seine  Verwendung  in  der  Technik  geworden,  da  es  mit  Wasser 
das  Azetyleu  liefert;  Moissan  ist  dadurch  der  hauptsächlichste 
Begründer  der  großartigen  Azetylenindustrie  geworden. 

In  seinem  Werke:  «Le  four  (^lectrique*  (1897)  finden  sich 
seine  Erfahrungen  mit  dem  elektrischen  Ofen  beschrieben. 

Die  Entdeckung,  welche  Moissans  Namen  besonders  populär 
gemacht  hat,  ist  die  künstliche  Herstellung  von  Diamanten, 
ein  Problem,  das  bekanntlich  schon  viele  Chemiker  beschäftigt 
hatte;  er  erhielt  dabei  jedoch  anfangs  nur  kleinste  Kristalle 
in  sehr  geringer  Menge.  Später  machte  er,  angeregt  durch 
die  winzige  Diamanten  führenden  eisenhaltigen  Meteoriten  von 
Canon-Diablo,  abermalige  Versuche  über  künstliche  Herstellung 
von  Diamanten.  Er  kam  nämlich  durch  diesen  Fund  auf  die 
Idee,  daß  der  Diamant  ein  aus  Eisen  unter  hohem  Druck 
kristallisierender  Kohlenstoff  wäre.  Er  ließ  daher  den  Kohlen- 
stoff unter  hohem  Druck  aus  einer  Lösung  von  flüssigem  Eisen 
sich  ausscheiden.  Um  diesen  Druck  zu  erzeugen,  ließ  er  ge- 
schmolzenes, kohlenstoffhaltiges  Eisen  in  Wasser  fließen,  und 
erhielt  dann  aus  dem  erkalteten  Eisen  Kriställchen,  welche  in 
ihren  physikalischen  und  chemischen  Eigenschaften  vollständig 
den  natürlichen  Diamanten  entsprachen. 
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In  den  letzten  Jahren  war  er  noch  mit  den  Nitriden, 
Hydriten  und  den  Metallammoniumverbindungen  beschäftiget; 
er  isolierte  dabei  die  Hydrüre  der  Alkali-  und  Erdalkalimetalle 
und  stellte  reines  metallisches  Kalzium  her.  Auch  führte  er 
den  Nachweis,  da&  den  Metallhydriden  jeder  Metallcharakter 
fehlt  und  dag  sie  den  elektrischen  Strom  ebensowenig  leiten 
wie  der  flüssige  Wasserstoff,  wodurch  die  Metalloidnatur  des 
letzteren  bewiesen  wurde. 

Mit  einer  Anzahl  von  Mitarbeitern  gab  er  das  wertvolle 
gro&e  Lehrbuch  der  anorganischen  Chemie:  „Trait^  de  Chimie 
minärale'  in  4  Bänden  heraus. 

Durch  alle  diese  Entdeckungen  gehört  Moissan  zu  den 
hervorragendsten  Forschem  auf  dem  Gebiete  der  unoiganischen 
Chemie. 

Er  sprach  einmal  die  Idee  aus,  dal3  die  Bildung  der 
natürlich  vorkommenden  Kohlenwasserstoffe  durch  Zersetzung 
von  im  Erdinnern  befindlichen  Karbiden  durch  Wasser  zu- 
stande gekommen  sei;  man  sagt,  es  wäre  dies  die  einzige  von 
ihm  geäußerte  Theorie  gewesen,  und  doch  hat  er  die  Wissen- 
schaft der  Chemie  mit  einer  großen  Anzahl  wichtigster  Er- 
kenntnisse bereichert  wie  wenige  seiner  Zeitgenossen. 
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Sitzungsbericlite 

der 

Königl.  Bayer.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Mathematisch-physikalische  Klasse. 

Sitzung  vom  2.  November  1907. 

1.  Herr  S.  Günther  machte  eine  Mitteilung:  »Über  einen 
portugiesischen  Portulanatlas  des  Entdeckungszeit- 
alters". 

Das  kostbare  Dokument  alter  Kartographie  gehört  der  an 
literarischen  Schätzen  reichen  Bibliothek  des  Fürsten  Öttingen- 
Waller stein  in  Maihingen  an.  Es  wird  beabsichtigt,  das- 
selbe, welches  bisher  noch  keine  literarische  Verweiiiung  ge- 
funden hat,  durch  eine  mit  Kommentar  versehene  Ausgabe  in 
den  g Abhandlungen*  weiteren  Kreisen  zugänglich  zu  machen. 

2.  Herr  W.  C.  Röntgen  legt  eine  Mitteilung  des  Herrn 
Dr.  A.  Jo¥¥t  vor:  Eine  Bemerkung  zu  der  Arbeit  von 
E.  Ladenbubg:  „Über  Anfangsgeschwindigkeit  und 
Menge   der   photoelektrischen    Elektronen". 

Es  wird  in  dieser  Notiz  nachgewiesen,  dals  die  Versuche 
des  Herrn   E.  Ladenburg   in   einigen   wesentlichen    Punkten 

1907.  Bitsangsb.  d.  iiuth..pb78.  Kl.  20 
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die  Folgerungen  aus  der  Einsteinschen  Theorie  der  Erzeugung 
und  Verwandlung  des  Lichtes  bestätigen. 

3.  Herr  W.  C.  Röntgen  legt  eine  Erklärung  des  Herrn 
A.  Sommerfeld  bezüglich  einer  in  den  Sitzungsberichten  Bd.  37 
1907  p.  177  veröffentlichten  Mitteilung  von  Herrn  F.  Linhkmann: 
-Zur  Elektronentheorie"  vor. 
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Eine  Bemerkung  zu  der  Arbeit  von  E.  Ladenbnrg: 
„Über  Anfangsgeschwindigkeit  nnd  Menge  der  photo- 
elektrischen Elektronen  etc."0 

Von  A.  JolM. 

(Mit  Tafel  II.) 
{Binffdauftn  8.  Noumber.) 

Die  Ergebnisse  der  von  Herrn  E.  Ladenburg  veröffent- 
lichten Arbeit  bestätigen  in  einigen  wesentlichen  Punkten  die 
Voraussagungen,  die  Herr  A.  Einstein*)  aus  der  atomistischen 
Hypothese  der  Strahlungsenergie  gezogen  hat.  Stellt  man 
nämlich  die  Beobachtungen  der  Tabellen  3  oder  2  im  Koordi- 
natensystem P,  V  dar,  so  kommt  man  zu  der  von  A.  Einstein 
geforderten  linearen  Beziehung  für  alle  drei  untersuchten  Metalle 
(vgL  Tafel  H).  Nur  ist  nach  den  vorliegenden  Messungen  die 
Neigung  dieser  Geraden  nicht  universell,  wie  es  die  Ei  n  stein - 
sehe  Theorie  fordert,  sondern  variiert  etwas  mit  der  Substanz. 
Andererseits  wird  die  Unabhängigkeit  der  Geschwindigkeit  der 
Elektronen  von  der  Lichtstärke  bestätigt.  Berechnet  man  aus 
diesen  Geschwindigkeiten  das  Plan cksche  Wirkungsquantum  A, 
so  kommt  man  zu  Zahlen,  die  zwischen  2,2  •  10"^'  und  3,5  •  10""^' 
liegen,  während  die  Strahlungstheorie  6,5  •  IQ-®'   ergibt.     Das 


1)  E.  Ladenburg,  Phys.  Zeitschrift  8,  S.  590,  1907. 

^)  A.  Einstein,  Über  einen  die  Erzeugung  und  Verwandlung  des 
iclites  betreffenden  heuristischen  Gresichtspunkt.  Ann.  d.  Phys.  17, 
.  132,  1905. 

Zur  Theorie  der  Lichterzeugung  und  Lichtabsorption.  Ann.  d.  Phys. 
),  S.  199,  1906. 
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Kontaktpotential  liegt  für   die   drei  Metalle   zwischen    -}-  0,9 
und  +  1,6  Volt.  _ 

Herr  E.  Ladenburg  gelangt  zu  der  Bezeichnung  v=ay P^ 
die  seine  Beobachtungen  fast  ebensogut  widergiebt,  mit  der 
Strahlungstheorie  aber  in  keiner  Beziehung  steht.  Es  wäre 
filr  die  Ein  st  ein  sehe  Theorie  von  großem  Interesse,  die  Be- 
obachtungen auf  ein  größeres  Gebiet  und  besonders  auf  lange 
Wellen  auszudehnen. 

St.  Petersburg,   Physikalisches  Laboratorium  des  Poly- 
technikums,  23.  Oktober  1907. 
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Zur  Disknssion  über  die  Elektronentheorie. 

Von  A.  Sommerfeld« 

(Singriauftn  2,  November.) 

Herr  Lindeman  n  hat  in  seiner  Entgegnung  vom  6.  August 
(diese  Sitzungsberichte  p.  177)  aufs  Neue  seiner  Meinung  nach 
wesentliche  Einwände  gegen  meine  Behandlung  der  Elektronen- 
theorie vorgebracht.  Wie  unberechtigt  dieselben  sind,  dürfte 
schon  daraus  hervorgehen,  daß  sein  Haupteinwand,  die  von 
mir  mit  q>  bezeichnete  Potentialfunktion  genüge  nicht  den 
fundamentalen  partiellen  Differentialgleichungen,  lediglich  auf 
einem  Rechenfehler  (vgl.  Zeile  8,  p.  203)  beruht.  Auch  die 
übrigen  Einwände  des  Herrn  Lindemann  habe  ich  in  einem 
Manuskript,  das  ich  Herrn  Lindemann  zur  Verfügung  ge- 
stellt hatte,  meiner  Meinung  nach  vollständig  widerlegt.  Unter 
diesen  Umständen  halte  ich  eine  Fortsetzung  der  Diskussion 
m  diesen  Sitzungsberichten  nicht  für  angemessen,  umsomehr, 
als  die  Schwierigkeiten,  die  sich  zur  Zeit  der  Elektronentheorie 
entgegenstellen,  gar  nicht  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen 
Durchführung,  sondern  auf  dem  der  physikalischen  Grundlagen 
(insbesondere  Michelson  -  Versuch)  liegen.  Selbstverständlich 
behalte  ich  mir  vor,  falls  es  erforderlich  erscheinen  sollte, 
meine  Erwiderung  auf  die  Einwände  des  Herrn  Lindemann 
an  anderem  Orte  zu  veröffentlichen. 
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Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  7.  Dezember  1907. 

1.  Herr  Karl  Andreas  Hofmann  hält  einen  Vortrag:  „Über 
die  Struktur  der  Cyanide.*  Der  Vortrag  wird  an  anderer 
Stelle  veröfiFentlicht  werden. 

Die  im  Hinblick  auf  das  Verhalten  der  Komponenten  auf- 
fallende Beständigkeit  der  Doppelcyanide  von  der  Art  des  gelben 
und  roten  Blutlaugensalzes  hat  zu  vielfachen  Erörterungen  über 
diese  wichtigen  Verbindungen  geführt,  deren  Aufbau  um  so 
merkwürdiger  erschien,  als  die  Valenzlehre  hier  versagte,  inso- 
ferne  sich  kein  Grund  daAir  finden  Heß,  daß  zwei  gesättigte 
Moleküle  wie  Schw^ermetallcyanür  und  Cyankalium  mit  ganz 
besonders  starker  Kraft  sich  zu  einem  neuen  Ganzen  vereinigen. 
Zwar  hat  man  versucht,  durch  Annahme  von  Tricyangruppen 
den  Zusammenhang  zu  erklären,  aber  die  Arbeiten  des  Ver- 
fassers zeigten,  daß  parallel  zu  den  Hexacyaniden  FeCy^K^  und 
FeCy^Kj  eine  Reihe  von  Pentacyaniden  existiert,  die  vom  Nitro- 
prussidsalz  FeCysNOMeJ  ausgehend,  die  heterogensten  Gruppen 
neben  dem  Cyan  fest  gebunden  enthalten:  in  den  Pentacyaniden 
FeCy^NO.Na,;  FeCy^NHaNa,;  FeCy^H^ONa«;  FeCy^SO^Naj; 
FeCy^AsOgNa^  können  zwei  Ticyangruppen  nicht  vorhanden 
sein,  also  muß  der  Zusammenhalt  des  ganzen  Moleküls  eine 
andere  Ursache  haben. 

Nach  Werner  kommt  dem  zentralen  Eisenatom  die  Fähig- 
keit zu,  die  Säuregruppen  und  die  übrigen  Bestandteile  des 
Komplexes  in  bestimmter  Weise,  nämlich  in  oktaedrischer  An- 
ordnung zu  gruppieren,  aber  jede  chemische  Kraft  kann  nur 
gegenseitig   binden   und   die  Tatsache,    daß   bei   den  Cyaniden 
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solche  beständige  Gebflde  ungleich  häufiger  als  sonst  auftreten, 
f&hrt  zu  dem  Schlufi,  daß  die  Eigenart  des  Cyans  die  gegen- 
seitige Bindung  mit  bedingt. 

Für  das  Gyan  sind  nun  im  Cyanwasserstoff  und  seinen 
Salzen  zwei  Gruppierungen  möglich,  nämlich  als  Nitril  HC~N, 
öder  als  Carbylamin  C  =  NH. 

Der  direkte  Vergleich  der  Nitrile  mit  den  Carbylaminen 
hinsichtlich  ihrer  Bindungsfahigkeit  an  Metallsalze  mu&te  hier 
entscheiden. 

In  Gemeinschaft  mit  Herrn  Günther  Bugge  wurden  dar- 
gestellt und  untersucht  die  Verbindungen  von  Phenyl-  und 
Äthylkarbylamin  mit  Platinchlorür,  Iridiumchlorür,  Palladium- 
chlorür,  Eisenchlorid,  Kobaltchlorür: 

Pt  C1,.(C,H,NC),;        Pt  C1,-(C,H,NC),;        Ir  Cl^-CCeH^NC)  ; 
PdCl,.(CeH,NC)3;        FeCl,.(C,H,NC),;        PeCl,.(C,H,NC),; 
0Pe,Cl,.(CgH5NC)4;    OFe,Cl,.(C,H5NC)5;    CoCljCC^HsNC),, 
sowie  die  Verbindungen  mit  Benzonitril  und  Acetonitril: 
PtCl,.(CeH,CN),  und  PtCl,.(CHjCN),. 

Von  diesem  letzteren  leitet  sich  infolge  eines  hydrolytischen 
Vorganges  das  indigoblaue  Platodiacetamid 

Pt(NHC0CH,)2+H,0 

ab.  Kobalt-  und  Eisensalze  vereinigen  sich  nicht  mit  den 
beiden  Nitrilen. 

Unverkennbar  entsprechen  nach  Bildungsenergie  und  Ver- 
halten nur  die  Carbylamine,  nicht  die  Nitrile,  den  Cyangi-uppen 
der  Doppelcyanide. 

Da  somit  zweiwertiger,  also  ungesättigter  Kohlenstoff  in 
den  Cyaniden  vorliegt,  kommt  neben  dem  zentralen  Metallatom 
iiesem  die  bindende  Kraft  zu.  Damit  stimmt  überein,  daß 
uch  andere  ungesättigte  Kohlenstoffgruppen,  wie  z.  B.  das 
lethylen,  Metallsalze  wie  besonders  Quecksilberchlorid,  aber 
luch  Eisen-    und   Platinchlorür    aufnehmen.     Hieher    gehören 
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noch  die  kürzlich  in  Gemeinschafk  mit  Herrn  v.  Narbutt  dar- 
gestellten Anlagerungen  von  Dicyklopentadiin  an  Platinsalz  z.  B. 

C,oH,,OCHjPtCl  und  CjoH.^OC.HsPtCl. 

Die  von  den  Cyangruppen  infolge  der  ungesättigten  Stufe 
ihrer  Eohlenstoffatome  ausgehende  Bindungsfahigkeit  kann  zu 
merkwürdigen  Störungen  im  analytischen  Verhalten  führen, 
wie  am  Quecksilbercyanid  nachgewiesen  wird.  Ostwald  sagt 
von  diesem  Salz:  ,es  kann  als  Typus  einer  durch  Fehlen  der 
elektrolytischen  Dissoziation  reaktionsunföhig  gemachten  Ver- 
bindung angesehen  werden.* 

In  der  Tat  fällt  Silbernitrat  aus  Quecksilbercyanidlösung 
kein  Cyansilber  aus  und  verdünnte  Kalilauge  läßt  kein  Queck- 
silberoxyd austreten.  Es  wurde  aber  gefunden,  daß  in  beiden 
Fällen  sogleich  Reaktion  erfolgt;  denn  es  bilden  sich  stabile 
Additionen  von  Silbernitrat  resp.  Kalilauge  an  das  Quecksilber- 
cyanid. Um  die  normalen  Umsetzungen  zu  erreichen,  muß 
man  konzentrierte  Lauge  auf  das  trockene  Cyanid  wirken  lassen, 
wodurch  Quecksilberoxyd  und  Kaliumcyanid  entstehen,  oder 
um  die  Cyangruppen  sich  betätigen  zu  lassen,  muß  man  statt 
Silbernitrat  das  Silberacetat  oder  das  Silbernitrit  zur  Lösung 
von  Quecksilbercyanid  hinzugeben;  sofort  fällt  weißes  Cyan- 
silber nieder.  Daraus  folgt,  daß  Quecksilbercyanid,  trotzdem 
es  in  wässeriger  Lösung  elektrolytisch  nicht  dissoziiert  ist,  also 
keine  Ionen  bildet,  dennoch  normale  Quecksilber-  und  Cyan- 
reaktion  zeigt.  Der  Mangel  oder  das  Vorhandensein  von 
elektrolytisch  wirksamen  Bruchstücken  der  Moleküle:  »von 
Ionen*,  ist  für  das  chemisch-analytische  Verhalten  nicht  ent- 
scheidend, sondern  es  können  außer  den  Ionen  auch  nicht 
dissoziierte  Moleküle  in  Lösung  sofortige  Umsetzung  erfahren, 

2.  Herr  Ferdinand  Lindemann  macht  zwei  Mitteilungen: 

a)  „Über    das    sogenannte    letzte    Theorem    von 
Ferraat*; 

b)  »Zur  Elektronentheorie.* 
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3.  Herr  H.  y.  Sbbligbe  legt  eine  Arbeit  des  Herrn  Kon- 
servators Dr.  J.  B.  Messerschmitt  vor:  „Magnetische  Orts- 
bestimmungen in  Bayern/     (III.  Mitteilung.) 

Die  Störungen  des  Erdmagnetismus  am  Observatorium  in 
München  haben  sich  durch  die  Eröffnung  der  neuen  Trambahn- 
linie  am  linken  Ufer  der  Isar  sehr  vermehrt,  wodurch  die  Ge- 
nauigkeit der  Beobachtungen  wieder  verringert  wird. 

Die  Feldbeobachtungen  wurden  für  das  Hauptnetz  in  der 
Rheinpfalz  vollendet.  Ein  Vergleich  mit  den  älteren  Messungen 
von  Lamont  und  Neuniayer  ergab  eine  gute  Übereinstim- 
mung. Eine  weitere  Anzahl  Stationen  im  rechtsrheinischen 
Bayern  dient  zur  Verdichtung  des  Netzes  der  magnetischen 
Landesaufnahme,  sowie  zur  Vorbereitung  für  die  Detailaufnahme 
der  wichtigeren  Störungsgebiete. 

4.  Herr  R.  Hertwig  überreicht  eine  für  die  Denkschriften 
bestimmte  Abhandlung  des  Herrn  Dr.  Wassfliepp  über:  , Japa- 
nische  Aktinien.** 

Die  Arbeit  behandelt  die  Aktinien,  welche  Herr  Professor 
Doflein  auf  seiner  ostasiatischen  Reise  in  der  Sagami-Bucht 
gefischt  hat.  Bei  der  Untersuchung  hat  sich  herausgestellt, 
daß  fast  die  Hälfte  der  gefundenen  Arten  für  die  Wissenschaft 
neu  ist,  was  sich  daraus  erklärt,  daß  die  Sagami-Bucht  sich 
durch  einen  ganz  außergewöhnlichen  Tierreichtum  auszeichnet 
und  daß  die  Aktinienfauna  des  stillen  Ozeans  bisher  wenig 
Berücksichtigung  gefunden  hat. 

5.  Herr  Alfred  Prinosheim  legt  zwei  Arbeiten  des  Herrn 
Dr.  OsKAE  Perron  vor: 

a)  ,Über    die    Konvergenz    der    Jacobi-Ketten- 
algorithmen  mit  komplexen  Elementen**; 

b)  ,Über  die  Kettenbruchentwicklung  des  Quo- 
tienten zweier  Besselscher  Funktionen.* 

In  der  ersten:  „Über  die  Konvergenz  der  Jakobi-Ketteu- 
algorithraen  mit  komplexen  Elementen**  gibt  der  Verfasser,  der 


286        Sitzung  der  math.-phjs.  Klasse  vom  7.  Dezember  1907. 

in  seiner  Habilitationsschrift  bereits  die  Konvergenz  solcher 
Algorithmen  für  den  Fall  positiver  Elemente,  sowie  periodischer 
Algorithmen  mit  komplexen  Elementen  behandelt  hat,  ein  all- 
gemeines Kriterium  für  die  Konvergenz  beliebiger  Algorithmen 
mit  komplexen  Elementen,  im  wesentlichen  eine  Ausdehnung 
des  Pringsheimschen  Fundamental-Kriteriums  für  gewöhnliche 
Kettenbrtiche.  Durch  Spezialisierung  leitet  dann  der  Verfasser 
nicht  nur  umgekehrt  jenes  Kettenbruch-Kriterium,  sondern  auch 
noch  einige  andere  aus  dem  seinigen  ab.  Weiter  zeigt  er,  wie  sich 
auch  der  bekannte  Legendresche  Irrationalitäts-Satz  auf  Jacobische 
Algorithmen  übertragen  und  wie  diese  Verallgemeinerung  sich 
verwerten  läßt,  um  die  Nichtexistenz  linearer  Relationen  zwi- 
schen gewissen  Transcendentien  zu  beweisen.  Daran  knüpfen 
sich  weitere  Analogien  mit  verschiedenen  Kettenbruch -Eni- 
wickelungen. 

In  der  zweiten  Abhandlung:  »Über  die  Kettenbruchent- 
Wicklung  des  Quotienten  zweier  Besselschen  Funktionen''  gibt 
der  Verfasser  einen  neuen  Beweis  für  die  Konvergenz  dieser 
Entwicklung,  deren  Ursprung  bis  auf  Euler  (1737)  zurückgeht, 
während  nach  mancherlei  mißglückten,  vom  Verfasser  ausge- 
führten kritischen  Versuchen  überhaupt  erst  im  Jahre  1895 
von  Herrn  Graf  ein  brauchbarer  Beweis  geliefert  wurde. 

6.  Protokoll  über  die  am  26.  Oktober  1907  dahier  stattge- 
fundene Sitzung  der  luftelektrischen  Kommission  der  deutschen 
kartellierten  Akademien. 
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über  das  sogenannte  letzte  Fermatsche  Theorem. 

Von  F.  LiBdemann. 

{Eingilaufen  7.  DiMembsr  1907.) 

In  einer  früheren  Mitteilung^)  hatte  ich  die  Ton  Abel 
ohne  Beweis  mitgeteilten  Formeln  abgeleitet,  welche  drei  der 
Gleichung  a?»  =  y«  4-  ^er«  genügende  ganze  Zahlen  x,  y,  z  durch 
die  n*®°  Potenzen  dreier  anderer  Zahlen  darstellen.  Die  weiteren 
daran  geknüpften  Folgerungen  waren  aber  nicht  koirekt.  Trotz- 
dem hielt  ich  an  der  Überzeugung  fest,  daß  die  damals  be- 
Dutzten  Hilfsmittel  geeignet  sein  müßten,  der  Lösung  des 
Problems  näher  zu  kommen,  und  glaube  dies  Ziel  nunmehr 
erreicht  zu  haben. 

Zur  Erleichterung  der  Übersicht  wiederhole  ich  im  folgen- 
den meine  frühere  Ableitung  der  Ab  eischen  Formeln  (deren 
Aufstellung  durch  Abel  mir  damals  erst  nachträglich  bekannt 
wurde)  unter  Hinzufügung  einiger  Ergänzungen. 

Bekanntlich  hat  Fermat,  ohne  einen  Beweis  anzugeben, 
den  Satz  aufgestellt,  daß  die  Gleichung  a;"  =  y* -|- j?"  nicht 
durch  drei  ganze  Zahlen  x,  y,  ^  befriedigt  werden  könne,  so- 
bald die  ganze  Zahl  n  größer  als  2  ist.  Diese  Angabe  wird 
uns  in  der  von  Sachet  veranstalteten  D ioph an t- Ausgabe^) 

M  Diese  Sitzungsberichte,  Jahrgang  19Ö1. 

-)  Diophanti  AJexandri  arithmeticorum  libri  sex,  et  de  numeris 
mltangölis  über  unus.  Cum  commentariis  C.  G.  Bacheti  V.  C.  et 
beerfationibus  D.  F.  de  Fermat  Senatoris  Tolosani.  Accessit  Doctrinae 
Liialytäcae  inventum  novum,  collectum  et  varijs  eiusdem  1).  de  Fermat 
pistolig.    Tolosae,  MDCLXX. 
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überliefert,  in  welcher  gelegentliche  Randbemerkungen  aus 
Fermats  Handexemplare  abgedruckt  wurden.  Die  Quaestio 
Vin  im  zweiten  Buche  von  Diophants  Arithmetik  handelt 
nämlich  Ton  der  Aufgabe,  ein  gegebenes  Quadrat  in  die  Summe 
zweier  Quadrate  zu  zerlegen;  und  am  Schlüsse  dieser  Quaestio 
findet  sich  folgender  Passus:*) 

,Observatio  Domini  Petri  De  Fermat. 

„Cubum  autem  in  duos  cubos,  aut  quadratoquadratum 
„in  duos  quadratoquadratos  et  generaliter  nuUam  in  infini- 
„tum  ultra  quadratum  potestatem  in  duos  eiusdem  nominis 
„fas  est  dividere  cuius  rei  demonstrationem  mirabilem  sane 
.detexi.     Hanc  marginis  exiguitas  non  caperef 

Für  den  Fall  n  =  3  betont  Fermat  seinen  Satz  auch  in 
einem  Briefe  an  Digby  vom  7.  April  1658,*)  in  einem  anderen 
Briefe  vom  15.  August  1657  stellt  er  die  Aufgabe  eine  Zahl 
x^  in  der  Form  y'  -f-  z^  darzustellen.') 

Für  eine  gewisse  Klasse  von  Zahlen  n  (zu  welcher  z.  B. 
alle  Zahlen  unter  100  gehören)  hat  bekanntlich  Kummer  bei 
Gelegenheit  anderer  Untersuchungen  den  Fer matschen  Satz 
verifiziert.*)  Einzelne  einfache  Fälle  sind  schon  vielfach  be- 
handelt worden. 


^)  Vgl.  auch  Oeuvres  de  Fermat,  publies  par  Paul  Tannery  et 
Charles  Henry,  1891,  t.  I,  p.  291. 

*)  Vgl.  Wallis,  Opera  Mathematica,  t.  II,  p.  844,  Oxford  1693. 

^)  Beide  Briefe  abgedruckt  in  den  Oeuvres  de  Fermat,  t.  II, 
p.  343  ff.  und  p.  376;  vgl.  femer  Henry,  Recherches  sur  les  mauuscripts 
de  Pierre  de  Fermat,  Bulletino  di  bibliographia  e  di  storia  delle  scienze 
matematiche  e  fisiche  publ.  da  B.  Boncompagni,  Bd.  XII,  1879,  wo  ins- 
besondere auch  die  Frage  erörtert  wird,  ob  Fermat  im  Besitze  von 
Beweisen  für  seine  Sätze  war;  vgl.  dazu  Mansion,  Nouvelle  correspon- 
dance  de  mathematiques,  t.  V. 

*)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  April  1847  und  Grelles 
Journal,  Bd.  45,  p.  93,  1847,  femer  Abhandlungen  der  K.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin,  1857;  vgl.  die  Darstellung  bei  H.  J.  Stephen 
Smith:  Report  on  the  theory  of  numbers,  Part  II,  Reports  of  the  Brit- 
Association  for  the  advancement  of  science  for  1860,  London  1861,  sowie 


F.  Lindemann:  Das  letzte  Fermatsche  Theorem.  289 

§  1.   Zerlegung  der  Zahlen  oe;^  {/^  ;^  in  Faktoren. 

Mit  x^  y^  e  seien  drei   ganze  positive  Zahlen   bezeichnet, 
welche  der  Größe  nach  geordnet  sind,  so  daß: 

(1)  x>y>e. 

Es  bedeute  n  eine  ungerade  Primzahl;  es  ist  also: 

(2)  w  >  2. 

Wir  nehmen  an,  es  bestehe  eine  Gleichung  der  Form: 

(3)  rc«  =  y"  4-  £fn 

und  wollen  zeigen,  daß  diese  Annahme  zu  Widerspiüchen 
Mrt.  Da  gemeinsame  Faktoren  aus  dieser  Gleichung  heraus- 
fallen, so  können  die  Zahlen  o;,  y,  st  jedenfalls  als  relativ 
prim  zueinander  vorausgesetzt  werden. 

Die  Differenz  af^ — y"  ist  sofort  in  die  Faktoren: 

(4)  X  —  y  und  x^"^  -^  a^-^y  +...  +  y""~^ 

zerl^bar;  es  muß  deshalb  auch  die  Zahl  st  in  entsprechender 
Weise  in  Faktoren  zerfallen.  Ist  die  Zahl  R  ein  Faktor  von  e, 
so  müssen  die  beiden  Ausdrücke  (4)  zusammen  den  Faktor  ^ 
enthalten;  ist  iJ  eine  Primzahl  und  kommt  die  Potenz  jB"~* 
in  x  —  y  vor,  so  muß  die  Potenz  Bf  in  dem  anderen  Ausdrucke 
(4)  enthalten  sein.  Ist  R  Potenz  einer  Primzahl,  etwa  R  =  -äf*", 
so  kann  die  Potenz  J^P«~•)"»^-*  in  x  —  y  vorkommen,  und  dann 
muß  die  Potenz  JIP«»-*  in  dem  anderen  Faktor  enthalten  sein. 
Eine  solche  Zerlegung  wird   auf  mannigfache  Weise   möglich 


bei  Hubert:   Die  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper,  Jahresbericht 

der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Bd.  4,  1894/95,  p.  517  ff.,  wo 

auch  die  ältere  Literatur  angegeben  ist;  hinzuzufügen  sind  die  Arbeiten 

m  Genocchi  in  Band  3  und  6  der  Annali  di  matematica  und  Grelles 

öümal,  Bd.  99,  femer  Pepin,  Comptes  rendus,  t.  82.    Einen  eingehenden 

ericht  über  Fermats  Nachlaß  gibt  Henry:   Bulletino  di  bibliografia, 

a.  0.;  einzelne  Notizen  findet  man  auch  bei  Rouse  Ball:  Mathematical 

ecreations  and  problems.   2°^  edit.    London  1892. 
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sein;  jedenfalls  kann  man  die  folgende  Darstellung  der  drei    in 
Betracht  kommenden  Faktoren  erreichen. 

Eine  solche  Zahl  R  werde  mit  r,  bezeichnet;  dann  ist 

(5)  ^  =  r  .  r,  .  r, . . .  r„, 

(6)  a;  —  y  =  r"  .  r^"^  •  rj-^  . . .  rj.g  '  »•«- 1  =  *"* '  ^' 
wobei  also: 

gesetzt  ist,  femer: 

(7)  a?-~»  +  a;*-«y+...  +  y«~i  =  r,  .r2.t^...f^l}-r;;. 

Jede  dieser  Zahlen  r,-  kann  wieder  in  verschiedene  Faktoren 
zerfallen;  für  das  Folgende  kommen  hauptsächlich  die  Zahlen 
Q,  r  und  Vn  in  Betracht.  Ist  die  hier  angegebene  Zer- 
legung auf  mehrfache  Weise  möglich,  so  gelten  für 
iede  einzelne  Zerlegung  dieser  Art  die  folgenden  Be- 
trachtungen. 

In  gleicher  Weise  kann  die  Differenz  x  —  £r  in  Faktoren 
zerlegt  werden;  es  ist: 

femer: 

(?•)  af-i  +  a;--2^  -f . . .  +  '^-^  =  3,  •  ä! . . .  q:z\  •  «^ 

(5»)  y  =  3-ff,  ...«H. 

Eine  analoge  Zerlegung  kann  auch  für  die  Summe  y  +  r 
zur  Anwendung  kommen,  so  daü: 

(5»>)  ^^P'Pi'Pf'Pn- 
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§  2.  Ableitung  einer  Hilfsformel. 

Offenbar  läßt  sich,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  bezeichnet, 
die  Zahl  N^  so  bestimmen,  daß  die  Differenz: 

a;"  —  y"  —  N^  (x  —  yY 

durch  das   Produkt  xy  teilbar  wird;    und   zwar  ergibt  sich: 

JV,  =  1. 

Ferner  kann  N^  so  gewählt   werden,    daß  der  Ausdruck: 

x^  -  y"  —  JV,  (a:  —  yY  —  N^xy{x  —  yY^^ 

durch  3^y^  teilbar  wird.  Man  muß  zu  dem  Zwecke  den  Faktor 
von  x*^^  y   gleich   Null   setzen    und   findet   N^n  —  ^^  =  0, 

^^'-  N,  =  n. 

Der  Faktor  von  xy*^~^  fallt  dann  von  selbst  heraus.    Um 
ebenso  das  Aggregat: 

sf^^y^  —  N.ix  —  yY  —  N^xyiX'-yY-^  —  N^x^y^ix  —  yY''^ 

durch  x*y*  teilbar  zu  machen,  muß  man  den  Faktor  von 
af^-^y^  (welcher  bis  auf  das  Vorzeichen  gleich  dem  Faktor  von 
x^yn-2  jgt^  2um  Verschwinden  bringen,  d.  h.  es  muß: 


J^.(^)  +  JV,(n-2)-iV.  =  0, 


also: 

n  (n  —  3) 
2 
sein.    In  gleicher  Weise  wird: 

3^  —  y"  —  N^  {x  —  yY  —  N^xy(x  —  yY"^ —  N^x'^y^(x --yY 
—  N^x'y^ix  —  yY-'^ 

durch  ic*y*  teilbar,  wenn: 

ist,  oder: 

n(«  — 4)(n  — 5) 

-"♦  ~  1.2.3 
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Ebenso  kann   man  weiter   schließen   und  findet,    daß    das 
Aggregat: 

a:»»  —  jr  —  iV^  (a;  —  y)-  —  iVg  a;  y  (a;  —  yf-^ . . . 
durch  cc^y'  teilbar  ist,  wenn  iV«  durch  die  Gleichung: 

(8*) 

+  (-l)'iV._,('*-2/  +  *)  +  (-l)'  +  '2V.  =  0 

bestimmt  wird,  welche  aussagt,  daß  in  dem  Aggregate  (8)  der 
Faktor  von  aj'^-'+'y»"  ^  (oder  a:«-iy»«-«+i)  verschwindet;  und 
durch  ein  Rekursionsverfahren  erhält  man  leicht  (wie  wir  sogleich 
auch  direkt  bestätigen  werden): 

^  ^  w  (w  -  g)  (n  -  s  -  1)  .  .  .  (n  -  2s  +  4)  (n  —  2g  +  3) 

1  .  2 .  3  . . .  (s  ~  1) 

s-1  \s—2y 

Aus  der  Rekursionsformel  (8»)  folgt  sofort:  Sind  ^j,  JV,, 
. . .  Na^i  ganze  Zahlen,  so  ist  auch  N,  eine  ganze  Zahl. 
Sei  nun  w  =  2r-|-  1  und  setzen  wir  5  =  r,  so  wird: 

(10)  N  =  (2^+l)3lv_±Jl 

^^^^  ^^  1.2.3 

und  wir  haben  identisch: 

x^  —  y^ -^  N^{x  —yY  —  N^xy{x  —  yY-^—  . . . 
—  iV,af"-V"Ua?-"y)'*=  Nary^ix  —  y), 
wo  -R^  noch  zu  bestimmen  ist;  die  linke  Seite  nämlich  ist  teil- 
bar durch  a^y"  und  ist  gleich  Null  für  x  =  y.  Der  Wert  von 
N  wird  schließlich  durch  Fortsetzung  derselben  Schlußweise 
gefunden,  die  wir  bisher  anwandten,  nämlich  indem  wir  ver- 
langen, daß  aus  dem  Ausdrucke: 

ci^  —  tf*  —  N^{x  —  y)''  —  ,,.  —  NyX''-'^tf'-\x^yf^Nciry''{x—y) 
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der  Term  3:"+*^^  (und  folglich  auch  3?"^*+*)  herausfalle;  es 
wird  daher: 

(11)  N=Ny^i  =  2v+  1  =n. 

Zwischen  beliebigen  Zahlen  o?  und  ^besteht  hier- 
nach die  folgende  Identität: 

«=1» 

(12)  .nar'y''(a:  -y)=a:»— y'•-(a:-yy•-X;^,a:•-y-"^  (a?--y)*-2H-2. 

Ist  n  eine  Primzahl,  so  sind  nach  obigem  N^  und  ^3 
durch  n  teilbar;  aus  der  Rekursionsformel  (8*)  folgt  also  dann: 

Die  in  der  Identität  (11)  auftretenden  und  durch 
(9)  gegebenen  Zahlen  Ng  sind  sämtlich  ganze  Zahlen 
und  (wenn  s>l)  durch  die  Primzahl  n  teilbar. 

Die  Bestimmung  der  Zahlenfaktoren  N,  hätte  übrigens 
auch  in  der  folgenden  einfachen  Weise  geschehen  können,  in- 
dem man  x  und  y  durch  spezielle  Werte  ersetzt  und  so  die 
Aufgabe  auf  ein  bekanntes  Resultat  zurückfUhi-t.    Nehmen  wir 

so  wird: 

x-y  ^=  —  1,    X  —  y  =  2«cos9P,   a:"  —  y"aB=2-  cosin  «97; 
und  aus  (12)  folgt  (fQr  n  ungerade): 

cosin  n<p  =  2"-*  cosin»»  9?  +  £  JVa2*»-2a+i  (_ .  l)»-»(cosin9?)"-2»+2 

+  n( —  1)"  cosin  9?; 

und  diese  Formel  ist  in  der  Tat  mit  der  bekannten  Entwicklung 
Ton  cosin  n<p  nach  Potenzen  von  cosin  9?  identisch,*)  wenn  man 
unter  Ng  die  obigen  Zahlenwerte  versteht. 


')  Vgl.  z.  B.  Serret,  Trait^  d'algöbre,  vol.  1,  Nr.  109. 
1M7.  Bitnuigsb.  d.  matb.-phy».  Kl  21 
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§  8.  Die  Abelschen  Formeln. 

Setzen  wir  nun  in  (12)  für  z  und  x  —  y  die  Werte  (5)  und 
(6)  ein,  so  ergibt  sich  die  Relation: 

fl=i 
oder,  wenn  beiderseits  mit  ^f*  dividiert  wird: 

(13)  nartr  =  r,  .f|rj  .  .  .  r^  -  SiVirc-iy''*  ^(»-2^i) ^«-2.-1-1, 

1=1 

wobei  die  Zahlen  Ni  sämtlich  ganze  Zahlen  sind. 

Die  relativen  Primzahlen  x  und  y  können  wegen  (6)  mit 
den  Zahlen  r,,  r,, . . .  r„_i  keinen  Faktor  gemein  haben.  Jedes 
Glied  der  rechten  Seite  von  (13)  ist  durch  jede  dieser  Zahlen 
teilbar,  da  mit  q  die  Zahl  r^""^fj~*...r„-.i  bezeichnet  wurde. 
Soll  daher  auch  die  linke  Seite  durch  r„rj,  ...rn-i  teilbar 
sein,  so  muß  die  Zahl  n  diese  Faktoren  enthalten.  Nun  sollte 
aber  n  eine  Primzahl  bedeuten ;  also  bleiben  nur  folgende  Mög- 
lichkeiten : 

Entweder  es  ist: 

(14)  rj  =  n,  r,  =  r,  ==  . . .  =  fn- 1  =  1 , 
und  dann  folgt  aus  (5)  und  (6): 

(15)  z^^n-r-Vn,      a:  — y  =  r"«n*~"'. 
Oder  es  ist: 

(16)  r,  =  r,  =  r,  =  ...==  r„^,  =  1, 
und  dann  folgt: 

(17)  s^r-Tny      x  —  y^f*". 

Eine  andere  Möglichkeit  bleibt  nicht  offen,  denn  von  den 
Zahlen  r,,  r,, . . .  r«-i  kann  keine  gleich  n  sein;  es  wäre  näm- 
lich dann  die  rechte  Seite  von  (13)  mindestens  durch  «*  teil- 
bar, folglich  auch  die  linke  Seite;  d.  h.  es  müßte  x  oder  y 
durch  n  teilbar  sein;  dann  aber  wären  nach  (6)  beide  Zahlen 
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durch  n  teilbar,    während  sie   doch   als   relative   Primzahlen 
Yorausgesetzt  sind.    Die  Zahl  r»  bleibt  zunächst  beliebig. 

Da  die  Gleichung  (12),  wenn  Ng  durch  (9)  bestimmt  wird, 
eine  Identität  ist,  können  wir  in  ihr  y  durch  a  ersetzen  und 
erhalten  so  in  Rücksicht  auf  (6»)  und  (7»)  an  Stelle  von  (13) 
die  Beziehung: 

r 

(13»)  na^  iT«  3-.  j2    ..«--£  JV;a^-V-^g"t«-«»+»)x»»-2.+i^ 

auf  welche  wir  die  gleichen  Überlegungen  anwenden  können, 
Es  ist  also  entweder: 

(15»)  »  =  »-«-2i.i      x  —  0^q^'n'"'\ 

oder: 

(17*)  y^q-in,      x-z^q^. 

Endlich  können  wir  in  der  Identität  (12)  auch  x  durch  y 
und  y  durch  —  z  ersetzen;  dann  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf 
(6^)  und  (7*^): 

1=1 

und   die   nochmalige  Wiederholung  der   gleichen  Schlu&weise 
fährt  zu  dem  Resultate,  daß  entweder: 

(15^)  X  '^^  n-p'Pnj      y  +  £f  =1?"  •  w*~*, 

oder: 

(17*)  x^p'Pn,      y  +  e=p^ 

sein  muß. 

Da  X,  y,  z  keinen  gemeinsamen  Faktor  enthalten  sollen,  so 
ergibt  die  Kombination  der  Gleichungen  (15),  (17),  (15»),  (17»), 
(15*^),  (17*),  daß  nur  drei  Fälle  noch  näher  zu  unter- 
suchen sind.  Die  Annahme  (15)  nämlich  ist  mit  (15»)  oder 
(15b)  nicht  vereinbar,  so  daß  aus  der  Annahme  (15)  notwendig 
die  Gleichungen  (17»)  und  (17*)  folgen.  Gehen  wir  aber  von 
(17)  aus,  so  kann  sowohl  (15»)  als  (15*)  möglich  sein.  Betrachten 
wir  diejenigen  Möglichkeiten  als   gleichwertig,  die  durch  Ver- 

21» 
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tauschung   yon  y  mit  z  auseinander  hervorgehen,   so   bleiben 
die  folgenden  drei  Fälle: 

I)  X  —  y  =  r*»«n**~^         z  ^=^  n-r *rn, 

x  —  z^it,  y  =  «•««, 

II)  a:  — y=r«,  z^r-Tn, 

III)  x  —  y^r*",  z  =  Trn, 

x  —  z-^it,  y^i'^n, 

y  +  z  =  p^,  X=P'Pn. 

Hieraus  folgt  im  Falle  I): 

^  =  i(l>"  +  2"  +  n«-»f-), 

I»)  2^  =  -J(i?"  +  (r  — w--'»^). 

jgr  =  KjP"  —  g"  +  n*-'  r"), 
im  Falle  II): 

X  =  Kn"- >;?-  +  g^  +  r^), 
II»)  y  =  i(w'-V  +  (Z"  — ^"), 

^  ==  ^  (n-  ->!?-  —  3*  +  r*0, 
und  im  Falle  III): 

a;  =  |Q?-  +  g«  +  r'»), 

IIP)  y  =  i(p-  fg" -»"•), 

Daß  2?  sich  durch  drei  Zahlen  p,  q,  r  in  einer  dieser 
Formen  darstellen  lassen  müsse,  hat  schon  Abel  ohne  Mit- 
eilung  eines  Beweises  angegeben.^)  Er  erwähnt  außerdem  noch 
die  Möglichkeit: 

^)  Lettre  k  Holmboe  vom  3.  August  1828,  Oeuvres  t.  II,  p.  255. 
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welche  bei  uns  ausgeschlossen  ist,  da  sie  auf  das  nicht  statt- 
hafte Zusammenbestehen  der  Gleichungen  (15)  und  (15*)  führen 
würde. 

§  4.    Der  Fall  I);  Darstellung  von  x,  y,  z. 

Wir  machen  zuerst  die  Annahme  I).  Die  Gleichung  (13*) 
wird  hier: 

(18)  naj'^r^  =  gf^  —  J^Nia^-^  ^■-*  g»(«-2.-hi)^ 

Alle  Zahlen  Ni  mit  Ausnahme  von  ^^  =  1  sind  nach 
obigem  durch  n  teilbar;  auch  is  ist  durch  n  teilbar;  vom  dritten 
Gliede  ab  sind  also  alle  Terme  der  rechten  Seite  durch  n* 
teilbar.  Die  linke  Seite  ist  mindestens  durch  w''  +  *  teilbar; 
folglich  ist  auch: 

(19)  grH_jn(H-i)^0     mod.  n\ 

Nach  dem  F  er  matschen  Satze  ist: 

(20)  grH(~-i)  =  l     mod.n», 

denn  q  kann,  da  y  zu  ^8^  relativ  prim  ist,  nicht  durch  n  teil- 
bar sein.    Es  ergibt  sich: 

grJ^iEl     mod.  n*, 
und  da  identisch  q^^^Qn  mod.  n  ist: 

(21)  in^^l     niod.  n. 
Ebenso  folgt  aus  (13^): 

V 

1=1 

und  die  Anwendung  derselben  Schlußweise  führt  zu  der 
Kongruenz: 
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(23)  i?n  =  1     mod.  n. 

Folglich  ist  auch: 

x=P'Vn-=-V    mod.n, 

Ferner  ist: 

x  —  y  =  'g^n  —  q,q.n^V  —  i    mod.  n 

also  auch: 

(25)  p^^q^     mod.  n*. 
Weiter  folgt  aus  den  Gleichungen  I): 

(26)  2;8r  =  |?"  —  g*+r".  n"-\ 
also  nach  (25),  da  n>2: 

(27)  2e^Q     mod.  n*. 

Es  wäre  also  z  nicht  nur  durch  n,  sondern  durch  n^  teilbar, 
d.  h.  eine  der  beiden  Zahlen  r  oder  r^  müßte  den  Faktor  n 
enthalten. 

Setzen  wir  die  der  Annahme  I)  entsprechenden,  in  (14) 
und  (15)  gegebenen  Werte  der  Zahlen  n  in  (13)  ein,  so  er- 
gibt sich: 

V 

1=1 
und  nach  Division  mit  n: 

•  =  l 
/^28)  =  r*  —  f^in-l)  ^Hin-'i)  — ^^^(m-8)^m*-4ii+2 ^^^ 


.2MM2n  — 8 


2    g-^^^'-'r-'r-n^ 

Wäre  also  r„  :^  0  mod.  n,   so   müßte   eine   der  Zahlen  x 
oder  y   durch  n   teilbar  sein,    was   nicht   angeht.     Es    kann 
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also  nur  r  den  Faktor  n  enthalten  und  r^  kann  nicht 
durch  n  teilbar  sein.  Es  muß  also  r  den  Faktor  n  ent- 
halten, so  daß  wir: 

(29)  T  =  n'r' 

ZQ  setzen  haben,  und  z  mindestens  durch  n^  teilbar  ist. 
Es  wird  dann: 

(29*)  "      iZx    • 

oder,  da  ^r  nach  obigem  durch  n  teilbar  ist: 

(30)  ar^y^HUf;;     mod.  n*»-«. 

Da  aber  nach  I): 
(30»)  x  —  y  =  n"-*r*  =  n^*-'  r'~ 

ist,  so  haben  wir  auch: 

also  nach  (30): 

y''(y'  + v»^"~'*''**y^"0^»^   mod.  w*«-^ 

oder,  wenn  wii*  sogleich  die  entsprechende  Kongruenz  für  x 
hinzufügen : 

Nach  I)  war  ferner: 

y  =|)~  —  a^p" — ^2ny'ny.it. 

die  Zahlen  />»•<«-')  —  1  und  g^(*-»)  —  1  sind  durch  n*  teilbar; 
folglich  haben  wir: 

a;*-^  ^y""^  ==  1     mod.  w*, 
und  somit  aus  (30^): 
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r^  ^  1     mod.  n* 
und  weiter: 

(30«)  rn  =  l     mod.  n. 

Von  diesem  Resultate  werden  wir  weiterhin  Gebrauch 
machen,  nachdem  wir  zuvor  die  Zahlen  x,  y,  ^  noch  in  anderer 
Weise  werden  dargestellt  haben. 

Nach  dem  F  er  matschen  Satze  und  infolge  der  Relationen 
(21)  und  (23)  können  wir  setzen: 

jPn      =  1  +  n7i\  q^      =  1  +  nx\ 

Es  wird  dann,  wenn  noch  r  =  w  •  r'  gesetzt  wird : 

.gg.  x  —  £f  =-ppn  —  nrrn  =ppn  —  n^r'rn, 

y  +  js;  =  qqn  +  nrrn  =  qqn  +  n^r'rn. 

Die  linken  Seiten  sind  wegen  I)  bzw.  gleich  g"  und  p*^; 
also  folgt: 

g^  =  a  +  nqx  =p  +  npn'  —  n^r'rn, 
p*"  ^p  +  npn  =  g  +  nqx'  +  w*^'>"fii 
und  hieraus: 
(32»)     p  —  q  —  n^r*rn  =  n  (qx  —pn*)  =  n  {qx*  —pn\ 

oder: 

p{n'  —  7i)'\-q  (x'  —  x)  =  0. 

Es  bestehen  demnach  zwei  Gleichungen  der  folgenden  Form: 

(33)  Jfi>  =  («'-x), 

Mq  ==  —  (jr' — ji); 

und  hierin  ist  M  eine  ganze  Zahl,  denn  p  und  q  können  keinen 
gemeinsamen  Faktor  enthalten,  da  sonst  nach  I)  auch  x  und  y 
denselben  Faktor  enthalten  müßten. 

Zu  den  Gleichungen  (32)  fügen  wir  aus  I)  die  dritte  hinzu : 
(33*)     x-y  =  n^'^-W'**  =  2ipn  —  qqn=p  —  q  +  n(p7i'~qx'y 


r 
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Der  Vergleich  mit  (32 •)  zeigt,  dafi  auch  die  Relation: 

^^  =  qx  —pn'  '^nr'rn  =  qx'  —pn  +  nr'rn 
n 

bestehen  muß.     Multiplizieren  wir  beiderseits  mit  M  und  be- 
nutzen die  Gleichungen  (33),  so  folgt: 

(33^)     M{rn  —  n^— »  r'*- »)  ^'  '»  =  —  («  -  «')  (^  —  ^'). 

Es  ist  also  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  (x  —  x*) 
und  (ji  —  jr')  durch  n  teilbar;  dann  aber  ist  nach  (33)  M 
durch  n  teilbar  (da  p  und  9  den  Faktor  n  nicht  enthalten 
dürfen),  und  es  folgt  aus  denselben  Gleichungen  (33),  dafi  auch 
die  andere  dieser  beiden  Zahlen  den  Faktor  n  enthält.  Es 
bestehen  demnach  die  Kongruenzen: 

(33*)  n'^n^     «'  =  x     mod.  n, 

so  daß  die  Gleichungen  (31)  durch  die  folgenden  ersetzt  werden 

dürfen: 

P"-^  =  1+W7r,  g*-'  =  l+nx, 

Pn       =  l+wjr-f-w»7r,,     Jh      =  l+nx-|-w*>c,. 

Bildet  man  wieder  die  Ausdrücke  x  —  z  und  y  +  ^,  so 
ergibt  sich  jetzt  aus  I): 

g"  =  g  +  wg«  =p  +  npn  +  n'j)Jij  —  n^rV^, 

und  hieraus  an  Stelle  von  (32*): 

(35)  p  —  q-Y  n (pn  —  qx)  —  n^r^r^  =  —  n^pjt^  ==  n^qx^. 
Es  ist  folglich  auch: 

(36)  —P^i  =  9^i' 

Die  dritte  Gleichung  (nämlich  x — y  =  »2n-iy'n)  gj^^^  jetzt: 

n-»- »r"»  =pi?„  — gg„  =p  —  q  +  n(/?jr  — g«)  +  n*(p7r,  -  gx,). 

Wir  haben  so  die  Differenz  p  —  q  auf  doppelte  Weise 
berechnet;  es  ist: 
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und  somit  erhalten  wir,  unter  Benutzung  von  (36): 

(38)  qx^  =  — jpjTj  =  r'rn  —  n«*-»r'*. 

Da  x^  y,  z  zueinander  relativ  prim  sind,  so  können  keine 
zwei  der  Zahlen  />,  q  und  r'  einen  gemeinsamen  Faktor  ent- 
halten; bezeichnet  22  eine  ganze  Zahl,  so  kann  man  deshalb 
setzen: 

(39)  71,  =  — giZr',  x,=|>J?r',  r,.  — n2'*-«r"— »  =  p«B. 
Die  Gleichungen  (34)  werden  demnach: 

Es  wird  somit  nach  I)  und  P): 
2 a;  =  |?~  +  3*  4- n^*- » r'"  =  2i>*  —  2n*i)g'r' J?, 

(41)  2y  =2>*'  +  g~-  n2«-^r'«  =  2g"-f  2n*2>g*"  JB, 

2^  =1?«  — g*«4-n«*-ir'*«  =  2n««-V"*  +  2^1*1^9^'^. 

Aus  jeder  dieser  Relationen  folgt: 

(42)  j>-  —  2«  =  In^pqr'  B  +  n^»-»  r'-, 

was  sich  in  Übereinstimmung  damit  befindet,  dafi  die  Differenz 
p^  —  q^  nach  (25)  durch  n*  teilbar  sein  muß. 

§  5.   Der  Fall  I),  wenn  r*  nicht  durch  n  teilbar  ist. 

Unter  Anwendung  der  Gleichungen  (31)  erhalten  wir  aus 
(41)  durch  Potenzieren: 

(43)  ,  .:        \.  si     mod.  n^ 

Da  nun  a;  —  y  nach  I)  durch  n**~*   teilbar  ist,    so   folgt 
durch  Subtraktion:*) 


^)  Dasselbe  Resultat  findet  man,  wenn  man  die  Differenz  p»*  —  9»»' 
einmal  aus  den  Gleichungen  (41)  und  (3)  bildet,  das  anderemal  durch 
Potenzieren  aus  der  Gleichung  (42). 
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(44)  X'-7t  =  (p  +  q)Br'  =  2pRr':i=:2qBr*    mod.  n. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  dem  in  der  Kongruenz  (30')  vor- 
liegenden Resultate  zurück.  Mit  Rücksicht  auf  den  in  (39) 
gegebenen  Wert  von  r«  ist: 

(45)  ^=i?»3r*i^    mod.  n«••-^ 
also  nach  (30«): 

(46)  pqR^l     mod.  n, 

woraus  hervorgeht,    daß   22  nicht  durch  n   teilbar  sein  kann. 
Setzen  wir  demnach: 

(47)  i^->  =  l^-ne, 

wodurch  die  Zahl  q  definiert  sei,  so  wird  nach  (31): 

(48)  i>~-V"^^~^  =  l  +  »(^  +  «  +  e)     mod.««, 
und  folglich  wegen  (46): 

(49)  pqR^l — n(7i4-x  +  e)     naod.  n*, 
und  durch  Potenzieren: 

(49»)  i?»g*  B*  =  1  —  n*(n  +  x  +  q)    mod.  «». 

Nach  (30^)  ist  femer: 
(49»»)  a:»-' =y«"^  ^»-J    mod.  »^«-i^ 

also  infolge  von  (45)  und  (49): 

(50)  a:«-J=y"-i  =  1  — n«(7r  +  «  +  ^)     mod.  n^ 

und  der  Vergleich  mit  (43)   läßt  jetzt  die  Kongruenzen   (44) 
in  folgender  Weise  schreiben: 

jr-f-Ä  +  ö^  —  ^  +^-Rr'  z^  — 7z  —  qRr'     mod.  «, 
und  hieraus  erhalten  wir: 

^,.v  27r  +  x  +  ^  =  —  gJBr'     mod.  n, 

yi-{'2x  -}-  Q  ^ipRr*  „      n. 

Von  den  hier  zuletzt  abgeleiteten  Relationen, 
h.  den  Kongruenzen  (48)  bis  (51),  werden  wir  keinen 
ebrauch   weiter    machen;    man    würde    indessen    auf  sie 
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rekurrieren  müssen,  wenn  man  das  Produkt  pqR  nicht,  wie 
es  nunmehr  zunächst  geschehen  soll,  auf  das  Produkt  p^'q'' 
reduziert. 

unsere  Relation  (28)  erlaubt  noch  weitere  Schlüsse;  ge- 
mäß den  Gleichungen  I)  können  wir  x  durch  ^  +  ^  und  y 
durch  ^" — js  ersetzen;  dann  ist: 

(bW      ^^'  ""  (^  +  g~)''0»  —  ^)'' =  [>"(?"  +  js(jr-q'')—^^y 
^|>*"'2"''     mod.  w*, 

denn  jo^  —  q*^  ist  nach  (42)  durch  n*  teilbar  und  £f  enthält 
ebenfalls  den  Faktor  w*.    Wir  erhalten  somit  aus  (28)  bzw.  (30): 

(52)  p^^q''^  =  r^    mod.  «*, 
also  auch: 

(52*)  jp"?"  =  Vn     mod.  n\ 

und  nach  (39): 

(53)  p^'q"  =^pqR     mod.  n^ ; 
folglich  gemäß  (42): 

(53»)      p^  -  q''  =  2n^pqr'R:i£2fi}p''q''r'     mod.  »*. 

Ersetzen  wir  andererseits  in  der  allgemeinen  Identität  (12) 
die  Zahlen  x  und  y  bzw.  durch  p  und  g,  so  wird: 

np^'q^^ip  —  q) 
'  =p-^qn—(j,  —  qY  —  ^  N,j^-'  ^-'  {p  —  g)'*--•+^ 

«  =  2 

folglich: 

(53  ®)  p^  —  2»*  ^  w  j?"  2"  (/)  —  q)    mod.  n*, 

und  durch  Vergleichung  mit  (53*): 

(54)  p  —  q^^2nr*     mod.  »*. 

Mit  Hilfe  dieser  Kongruenz  können  wir  zunächst  ein 
früheres  Resultat  bestätigen;  es  ergibt  sich  nämlich  aus  (42), 
daß  man  setzen  darf: 

(54»)  p  —  q^-  2pqyEn  +  dn% 


f^ 
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wo  A  eine  Zahl  bezeichnet,  die  sich  durch  Potenzieren,  d.  h.  durch 
ZarQckgehen  auf  (42)  leicht  bestimmen  läßt;  es  wird  nämlich: 

mod.  w* 
=  2n^pqr'R  +  n^l2xr'—2r'*q''-^+d]     mod.  n\ 

wobei  benutzt  ist,  daß  pqü  nach  (47)  im  Faktor  von  «'  durch 
I  ersetzt  werden  darf.    Durch  Vergleichung  mit  (42)  folgt  dann: 

(54^)  (J  ^  2 r' V^  —  2  X  r'      mod.  n. 

Mittels  (49)  erhalten  wir  daher  aus  (54»): 

(540  p-q  =  2r'n+  2wV [rV"^—  «  —  (^  +  «  +  ö)] 

mod.  n^ 

Hier  muß  nach  (54)  die  eckige  Klammer  durch  n  teilbar 
sein;  d.  h.  wir  haben: 

TT  +  2  X  4"  ^  ^  r'gr*-^    mod.  n. 

Multiplizieren  wir  beiderseits  mit  g,  so  kommen  wir  wegen 
der  Relation  (46)  auf  die  Kongruenz  (51)  zurück,  wodurch 
letztere  von  neuem  bewiesen  wird. 

Aus  den  drei  Kongruenzen,  von  denen  die  dritte  eine  Folge 
der  Relationen  (46)  und  (30 0  ist: 

i)*''  =  l,       32v=i^      jp''g»'=l       mod.  n, 

folgt,  daß  man: 

(55)  p^^q^^s       mod.  n 

setzen  darf,  wenn  e  eine  Zahl  bezeichnet,  die  entweder  durch 
+  1  oder  durch  —  1  in  Bezug  auf  den  Modul  n  ersetzt  werden 
darf.    Sei  also: 

(55*)  ^*'  =  fi  +  n7i',       q''=s  +  nx\ 

so  folgt  durch  Quadrieren: 

()6)  7i  =  2e7i'+n7i'^,       x  =  2ex'+w«'^ 

Zunächst  soll  die  Kongruenz  (44)  für  das  Quadrat 
«es  Moduls  n  ergänzt  werden.  Es  ist  nach  (53*),  (54) 
ind  (55*): 
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i>-  — g"=l>  — gr  +  nd^TT  — gx) 

mod.  n*. 
Die  linke  Seite  ist  nach  (54)  in  Bezug  auf  den  Modul  »*: 

^  2nr'+  nn^q^  2nr')  —  nqx 
—  2nr'+nq(7t  —  x)-{-  2n^r'n. 
Wir  erhalten  also: 
(57*)       q{n  —  x)  =  —  2r'+2nr'{l  —  n)     mod.  n« 
und  ebenso,  indem  man  p  und  q  yertauscht: 
(57»>)       jp (ji  —  x)  =  —  2r'  +  2wr'(l  —  x)     mod.  n\ 

Die  eine  dieser  Kongruenzen  geht  aus  der  anderen  durch 
Anwendung  der  Relation  (54)  hervor. 

Auch  die  Kongruenz  (54)  können  wir  für  die  nächst 
höhere  Potenz  des  Moduls  erweitern.     Setzen  wir: 

(58)  P  —  q  =  2nr'  +  r'*»», 

so   läßt  sich  d^  durch   folgende  Überlegung  bis   auf  Vielfache 
von  n  bestimmen.     Nach  (58)  ist: 

(58*)    j9"  — 2«:^2n«r'g~-'  +  r't>n*g«-*  +  4n'vr'*^"-« 
+  8n»Wr'»2~-3     mod.  n». 
Der  Vergleich  mit  (57)  ergibt  dann: 

2x  +  w*  +  ivr'q^'^  +  8  (g)»-'*«*""' 

^_  2  c  (ji'  +  x')  +  2n  7i'  x'     mod.  w», 

oder,    wenn  wir  2  v  durch   n  —  1    und   x    gemäß   (56)    durch 
2  f  x'  +  «  x'*  ersetzen : 

2 £(;,'_ TT')  .3  2rV~^  — wU  +  2«'*  +  2r'gr"-« 

('^^'^  /n\  1  1 

+  8(gjir'«?— »  — 2ji'x'     mod.  n*. 
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Rechts  und  links  addieren  wir  die  Zahl  n(x*^  —  ti'*), 
multiplizieren  mit  q  und  ersetzen  im  ersten  Gliede  rechts  ^ '  * 
durch  1  +  nx;  dann  wird: 

{x  -  7i)  q  =  2r'  -  nhq  +  2r'  (1  —  x)  +  (x'  ^  n^q 

Auf  der  rechten  Seite  ist  gemäß  (57'): 

—  2r'x^  — 2r'7i;  — 4r'»g»-2     mod.  w, 
femer  nach  (58**): 

(x' —  7iO*^^'*3*"""*  =  ^'*«~'*    m<Ml-  »• 
Femer  ist: 

,(-)l_3.4ÖL=iM=L-J._3=_.(»)    „„..„. 

Es  ergibt  sich  somit: 

(jj  — »)gr=  — 2r' 

^^^'^  +  n  [*  g  +  2  r'  (1  -  ^)  -  i  (^)  r'»  ^-2]    mod.  n\ 

Diese  Kongruenz  muß  mit  (57')  übereinstimmen ;  es  folgt  also : 
(59)  ^_(n-l)(»-2)^,,^.,    ^^^ 

so  daß  die  yervoUständigte  Kongruenz  (54)  lautet: 
{59')p  — 3  =  2nr'  +  n»^^^-=4^J^^^r'»g«-8    mod.n*. 

u  •  O 

Die  vorstehende  Betrachtung  erleidet  eine  Aus- 
nahme im  Falle  n=3;  dann  nämlich  lautet  die  Kongruenz 

58^),  da  die  Zahl  I     j  dann  gleich  1,  also  nicht  durch  n  teil- 

)ar  ist: 

(ji  — x)g=-  2r'  — r'V*    mod.  3, 
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und  die  Vergleichung  mit  (57*)  oder  (44)  führt  zu  dem  Re- 
sultate: r'^zzO  mod.  3. 

Das  entsprechende  Resultat  läßt  sich  ftir  jede  Primzahl 
w  gewinnen.  Wenden  wir  die  Kongruenz  (59)  auf  die  Kon- 
gruenz (58*)  an,  so  ergibt  sich: 

1?«  —  q^  =:p  —  gr  -[-  n(j>7i  —  qx) 
=  2nV9»-»  +  4w»vr'»g~-2^9n3/^^]r'«g*— »     mod.  n» 
und  die  linke  Seite  ist  nach  (59*): 

F^  2 nr'  +  w»  (Z)  r'^q"" "«  +  nq(7z  —  x)  +  2 w*  jir'     mod.  n*. 

Wir  erhalten  also: 

{7i  —  x)q  =  —  2r'  +  2nr'(l-  n) 
^^^^    +nV^2«  +  2(n-l)r'9"~2_i^^^y/»g»-s^     mod.  n», 

womit  die  Kongruenz  (57*)  für  den  Modul  n*  vervollständigt 
ist.    Setzt  man  dann  weiter: 

(60*)  jp  —  g  =  2nr'  +  w'r'#  +  n**,, 

so  läßt  sich  in  analoger  Weise  ^^  bestimmen,  indem  man  durch 
Potenzieren  den  Ausdruck  p^  —  g**  bildet  und  das  Resultat  mit 
demjenigen  vergleicht,  wie  es  sich  ergeben  würde,  wenn  man 
den  Wert  von  p  —  g  in  die  Identität  (53**)  einsetzt.  Man  er- 
hält so  einen  zu  (58®)  analogen  Ausdruck  für  :n:  —  x,  der  mit 
dem  Ausdrucke  (60)  übereinstimmen  muß,  woraus  sich  dann 
eine  Berechnung  von  t>j  (bis  auf  Vielfache  von  n)  ergibt. 
Offenbar  kann  man  mit  einem  solchen  Pendelverfahren  fortfahren, 
und  so  die  Kongruenzen  (60)  und  (60*)  für  immer  höhere  Po- 
tenzen des  Moduls  ergänzen. 

Zur  Durchführung  dieser  Schlußreihen  ist  es  notwendig, 
die  in  (57)  benutzte  Kongruenz  (53)  zuvor  für  höhere  Potenzen 
des  Moduls  sukzessive  zu  erweitem.  Das  kann  auf  folgende 
Weise  geschehen.  Infolge  der  Annahme  (3)  ist,  wenn  wir  die 
Werte  von  a;,  y,  z  aus  (41)  einsetzen: 
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(l?-  — w*i?gi2rO"  — (9*+w«i>3J?rO~  =  0    mod.  n«*, 

also: 

Die  zweite  Elammer  der  rechten  Seite  ist  durch  n*,  das 
betreffende  Glied  also  durch  »''teilbar;  es  wird  somit  einfach: 

f^-q^^  =  n'pqBr'  [2  +  n»(jr  +  x)  +  nV(^«  +  »*)]     mod.  n\ 
oder,  wenn  wir  entsprechend  (58),  den  Wert: 

einführen,  wo  t]  eine  zu  bestimmende  Zahl  bezeichnet: 

f^  —  g"2  =  2nV3''^'  +  w^a^C^  +  ^y  +  2n^r'p''q''fi 
4-  w*  V  (^*  +  «*)     mod.  »'. 

So  erhalten  wir  eine  Kongruenz,  durch  welche  die  ganze 
Zahl  t]  definiert  und  mittels  der  Zahlen  |>,  g,  Ji,  x  ausgedrückt  ist; 
die  wirkliche  Berechnung  von  t]  kann  aber  einfacher  in  folgen- 
der Weise  geschehen.    Aus  (51^)  erhalten  wir,  da  gemäß  (52'): 

(60«)  £r  =  n*  r'  r,»  =  n^  r'  p"  <f    mod.  n* 

gesetzt  werden  darf,  unter  Benutzung  von  (53'): 
(60^  a:'  y'  E=  [>"  3»  +  »*  r' V  «^'?      »»od.  vO, 

also  nach  (80): 

und    zufolge    (89)    lautet    sonach    die    yervollständigte    Eon- 
graenz  (58): 

pq'R^r^^ip''  €["  '\-  T?vr'^p''~^  (f^^     mod.  n*. 

Die  Vergleichung  mit  (60^)  ergibt  demnach: 

ri^v  r'^p'-^  (f-^     mod.  n, 

so  daß  die  yerYollständigte  Kongruenz  (53)  jetzt  lautet: 

(60«)       i>a-B  =jp'g''  [1  +  n*  vr'*i?^-i  g^-^]     mod.  n*. 

Mit  Bülfe  dieses  Resultates  ist  man  in  der  Lage,  die  Kon- 
^aenz  (57)  für  den  Modul  n^  aufzustellen;  sie  lautet: 

1907.  Sitsimgsb.  d.  mAih.-phyi.  Kl.  22 
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f.    p''—q''  =  2n^r'pqE    mod.  n^*-^ 
^  =  2  n* r'p^ ^^  +  2  »* r r'»/"-  ^  g« v- 1     n^od.  n«. 

Um  ^j  zu  bestimmen,  hat  man  ako  diesen  Ausdruck  (60^) 
mit  demjenigen  zu  vergleichen,  der  sich  aus  (60*)  durch  Po- 
tenzieren ergibt;  das  führt  zu  einer  Relation  für  ji  —  x  für  den 
Modul  n',  die  mit  (60)  übereinstimmen  muß,  woraus  dann  dj 
gefunden  wird;  und  mit  Hilfe  dieses  Wertes  gelingt  es  weiter, 
mittels  der  Kongruenz  (60^)  und  durch  eine  zu  (60^)  analoge 
Relation,  die  Kongruenz  (60®)  auf  den  Modul  n*  und  dadurch 
die  Kongruenz  (60^   auf  den  Modul  »''   zu    erweitern;    u.  ».  f. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  gefunden: 

(61)      i?  —  3  =  r'  (2  w  +  n'»  1?  +  w*  1?,  4-  .  . .  +  n«  *,-s), 

wo  nun  alle  Zahlen  i^,  bis  auf  1^«^$  bekannt  sind:  es  handle 
sich  also  um  die  Bestimmung  von  ^»-z;  dann  wird,  wenn  wir 
die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  mit  0,  bezeichnen  und  wenn: 

(61*)  ö,  =  r'  (2  n  +  »»*  +  ...  +  W  ^^-g) 

gesetzt  wird: 


(61") 


+  (^^l)(2»»-?-'8"-+'  +  (")(2nr')'g— 


med.  n*+*. 

Femer  setzen  wir  voraus,  man  habe  gefunden: 

(61«)  (TT  -  x)9  =  -  2r'+  (?,  n  +  (3,n»  +  . . .  +  ^.-jH-^ 

mod.  w*~^ 

Endlich  habe   man  gefunden,   und   zwar  durch  sukzessive 
Erweiterung  der  Kongruenzen  (53)  und  (60*): 

(61^)    pqR=p^q^{l  +  n^rj  +  n^rj,  +  ...+  n-»  17.^4) 

mod.  n', 
also  nach  (42): 
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+  . . .  +  n*-i  17.^4)    mod.  n-+2. 

Subtrahiert  man  nun  die  Kongruenzen  (61^)  und  (61®) 
voneinander,  so  muß  vrieder  die  obige  Kongruenz  (61*^)  ent- 
stehen, nachdem  beiderseits  mit  w*  r*  dividiert  und  mit  q  multi- 
pliziert wurde.  Der  Faktor  von  n*""^  in  der  so  gebildeten 
neuen  Kongruenz  enthält  die  unbekannte  Zahl  i><.89  und  diese 
ist  dadurch  bestimmt.  Diese  Zahl  ^«-s  konmit  nämlich  auf 
der  rechten  Seite  von  (61^)  nur  im  ersten  Gliede,  nämlich  in 
6g,  vor  und  ist  hier  in  r'n*+^  g"""^  multipliziert;  bei  Bildung 
der  genannten  DiiFerenz  erscheint  #,«8  also  auch  nur  im  Faktor 
der  höchsten  Potenz  von  n,  d.  h.  (da  mit  n*  dividiert  wurde) 
im  Faktor  von  n*~*;  die  Zahlen  rj{  in  (61*)  enthalten  die  Un- 
bekannte ^t--z  nicht.  Die  so  gefundene  neue  Form  der  Kon- 
gruenz (61*)  lautet  also: 

^    ^  -f  (-P  +  *.-8  q)  »•"*     mod.  n'-\ 

wo  sich  die  Zahl  P  aus  den  bekannten  Zahlen  ^^  und  tji  zu- 
sammensetzt, und  zwar  kommen  in  P  alle  diejenigen  Zahlen 
aus  der  rechten  Seite  von  (61**)  vor,  welche  dort  in  n*+^ 
multipliziert  sind.     Zu  ihnen  gehört  auch  das  Glied: 


0*^"' 


iryq^-', 
aber  nur  dann,  wenn  die  Zahl  8<n  ist;  setzen  wir  also: 

so  wird  nach  (62): 

+  [P'  +  ^  (^\2ryq^-'+»s-sq\n^-^    mod.w— >, 

wo  nun  die  Zahlen  Qu  .  -  *  Qb  b  durch  die  vorhergehenden 
(d.  h.  die  als  durchgeführt  vorausgesetzten)  Rechnungen  schon 
TÖlUg  bestimmt  sind.    Wählt  man  aber  8^=^n,  so  erhält  man: 

22  ♦ 
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Der  schon  durch  die  Betrachtung  für  s  =  n  —  1  Töllig 
(d.  h.  bis  auf  Vielfache)  von  n  festgelegte  Wert  von  C»  -  s 
müßte  also  eine  nachträgliche  Korrektur  erfahren,  was  nicht 
möglich  ist;  wir  müssen  somit  schließen,  daß  die  Zahl 
r'  den  Faktor  n  enthalte,  daß  also  die  Kongruenz: 

(62*)  r'  =  0     mod.  n 

erfüllt  sei.  Die  bisher  gemachte  Annahme,  es  sei  die  Zahl 
r*  nicht  durch  n  teilbar,  erweist  sich  somit  als  nicht  haltbar; 
die  aus  der  Kongruenz  (62*)  weiter  zu  ziehenden  Konsequenzen 
werden  wir  im  nächsten  Paragraphen  verfolgen. 

§  6.    Der  Fall  I),  wenn  r*  durch  n  teilbar  ist. 

Das  Resultat  (62*)  ergibt  nun  zufolge  der  Kongruenz  (44) 
unmittelbar: 
(62»»)  n  —  ^  =  o    mod.  n, 

also  auch  nach  (56): 

(62«)  ji'  — x'ezeO     mod.  n 

und  weiter  nach  (55*): 

i?"  ^  3"  ^  e     mod.  n*. 
Dann  aber  folgt  aus  (52*)  und  (53): 

rn^p^''^^ pqR    mod.  n* 
und  folglich  erhalten  wir  aus  (49): 

n  z^  —  (n  -\-  X  -^  q)     mod.  n, 

wie  sich  jetzt  auch  aus  (51)  ergeben  würde,  um  nun  ein 
Rekursionsverfahren  durchführen  zu  können,  ersetzen  wir  die 
Kongruenzen  (62*),  (62°),  (62**)  durch  die  folgenden  Relationen: 

(63)   r'=r^n\    p''  =  q''==e    mod.  n^+»,    i?«-*  — g'»'^i  =  /An^+»; 

wir  wollen  zeigen,  daß  dann  entsprechende  Relationen 
auch  gültig  sein  müssen,  wenn  man  X  durch  i  +  l  ersetzt. 
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Wir  befolgen  dabei  genau  die  im  Falle  A  =  0  angewandte 
Sclilu£weise  und  werden,  um  die  Analogie  deutlich  hervortreten 
zu  lassen,  die  gleichen  Nummern  für  die  einzelnen  Gleichungen 
und  Kongruenzen  yerwenden,  indem  wir  nur  einen  Stern  hin- 
zufOgen. 

Setzen  wir  in  die  Relation  (29*)  für  r'  den  Wert  n^r^  ein, 
so  ergibt  sich: 
(30)*  artr^f^    mod.  n("+*)"-2. 

nun  ist  jetzt : 

(30*)*  iT  —  y  =  n«--  *  r'-  =  n^^+2)»-i  r^, 

also: 

a^_y^n(A+2)n-I.^.y.yK-l       m^^J     ^(2A  +  4)n-2. 

und  nach  (30)*: 

(30y  I  "    .  no.«.        ,       '         o       ,       mod.   w("+*)-2. 

Infolge  der  Ansätze  (63)  ist  das  Produkt  p^  q*  in  Bezug 
auf  den  Modul  n^+^  mit  1   äquivalent;   aus  den  Gleichungen: 

x  =  q''  +  a  =  gi^  +  n^^+^^^t^r^ 
y=,p*  —  £r  =  j)»  —  n<^+2)i»yH|^ 

ergibt  sich  also: 

ar y^  =  !>*•' 3"''=1     mod.  n^+2^ 
und  somit  aus  (30): 
(30«^)*  r„=El     mod.  n^+'. 

Weiterhin  folgten  in  §  5  zunächst  Überlegungen,  bei 
denen  nicht  Kongruenzen,  sondern  Gleichungen  benutzt  wurden, 
die  also  hier  sich  unverändert  wiederholen  lassen.  Wir  finden 
so  die  folgenden  Resultate: 

(39)*  U=vqli  +  w(^+«)(--i)-i  t^-» 

und: 


'^14         Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  7.  Dezember  1907. 

a?  =  i?*  —  n^+^p  q  r^  JB, 
(41)*  y=-q^  +  n^+^pqr,R, 

z  =  n(^+2)»- 1  ry  -f  n^+^p  q  r^  R; 

aus  jeder  dieser  Relationen  folgt  jetzt: 

(42)*  jp-  —  2*  =  2n^+2^gr,  R  +  n(^+2)«-i  ^»^ 

Die  Oleichungen  (43)  werden  jetzt: 
(43)*  ^-'-r'-"  +  n^+^.ii.'     ^^,^,^, 

und  durch  Subtraktion  erhalten  wir  gemäß  (63): 

(44)*    ^«(»-»)  — 2~(~-0  =  n^+2^^2«Är'n^+2  mod.  n^+», 

oder: 

(44*)*  iLi  =  2qRr'  =  2pRr'     mod.  », 

Aus  (39)*  erhalten  wir: 
(45)*  rn=pqR    mod.  n<^+2)— « , 

also  nach  (30»)*: 
(46)*  i^^ÄE^l     mod.  n^+^ 

Es  gilt  die  Gleichung  bzw.  Kongruenz: 

,g  p.*  ^  jr  =  (^  +  (z-)"  (!?•  -  -^)-  =  o*  (T  +  ^  (p- — ö")  -  ^^ir 

^£|?*''2~»'    mod.  n*^+*, 

denn  die  Zahlen  a  und  ^"  —  g*  sind  hier  je  durch  n^+^  teilbar. 
Aus  (30)*  ergibt  sich  somit: 

(52»)*  u=p''^     mod.  n^^+8 

und  nach  (39)*  bzw.  (45)* 

(53)*  p^q^^ipqR    mod.  n«^+8, 

folglich  gemäß  (42)*: 

(53»)*  i?-  —  3»  =  2  n^+^p"  (t  r,     mod.  n^^^*^ 

Die  Gleichung  (53^)  gilt  unverändert,   und   aus  ihr  folgt 
jetzt,  da  ^  --  2  durch  n^+^  teilbar  ist: 
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(53*)*  f"  —  q""  =  np'  q''  (jp  —  q)    mod.  n«^+*, 

also  durch  Vergleichung  mit  (53*)*: 

(54)*  p  —  q  =  2n^+^r^     mod.  n»^+». 

Nach  (30*)*  und  (52*)*  haben  wir  die  schon  benutzte  Relation : 

(54»)*  i?"  3"  —  1     mod.  n^+'. 

Nun   ist   nach   (54)*   die  Differenz  p  —  q,   also   auch   die 
Differenz  p^—q"  durch  n^+*  teilbar;  es  folgt  deshalb  aus  (54*)*: 

p*"^  Ez:  g"-^  E^  1     mod.  n^+\ 

d.  h.  es  ist  zu  setzen: 

TT  =  n^  TT, ,     X  =  n^-  Xj , 

und  aus  den  Relationen: 

p^''  ^  q^""  ^p"  q"  ^l     mod.  n^+* 
folgt  dann  weiter: 

(55»)*  p""  =  €-{-  n^+^  7t{,     ^•'  =  €  +  «^+^xi 

also: 

(56)*      jr,  =  2  €  Tri  +  w'-+i  7i{\     x,  =  2  «  xl  +  »^+^  «!'. 
An  Stelle  von  (57)  erhalten  wir  daher: 
p  —  q  +  n^-^^ipTt^  —  qn;) 
(W)*     —  2  »^+2  r,  [1  +  en^+i  (tiI  +  x\)  +  n2^+2  ttJ  xl] 

mod.  n^^+^. 

Nach  (54)*  ist  die  linke  Seite  (mod.  n'^+^): 
=  2  n^+i  rj  +  n^+i  ^^  (g  +  2  w*+'  r,)  —  n^+i  g  x, , 
so  da&  wir  erhalten: 
(57«)*    j(^j_xJ=-2r,+  2nrj-2n^+Vi7rj     mod.  w2^+2. 

Jetzt  sind  wir  in  der  Lage,  die  Kongruenz  (54)*  für  den 
nächst  höheren  Modul  zu  erweitern;  wir  setzen: 

(58)*  p^q^2  «^+1  r,  +  r,  »,  n»^+», 

wo  nun  t^j  zu  bestimmen  ist.     Zunächst  ergibt  sich: 
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^  _  ^  r^  2  «^+«  n  J*- '  +  4  «2^+8  y  ^  j«-2 

(58*)*  +8n»^+8r3]rJg"-8  +  r,*,w«^+*g— 1 

mod.  n*^+^ 

Durch  Vergleichung   mit  (57)*    erhalten    wir    also   (nach 
Division  mit  r,  w^a+s). 

=  2«(jri  +  h{)  +  2n^+'n[x{     mod.  n«^+«, 
oder  nach  (56)*: 

26(;«J  —  jr;)  =  2r,3"-2_2„rj5"-« 

(58'>)*-n^+i[#^+2xi'+2r,  (?--«+ 8(3)^r?««-«--2«;x;] 

mod.  «^^+* 

und,  wenn  wir  links  jIj  und  Xj  einführen  und  mit  q  multi- 
plizieren : 

(x,  — ji,)3  =  2r,  — 2nri«*-i 

(58«)*-,,A+,J^^j+2r,x,+  (x;-^l)»g+8(3)^f^g-2J 

mod.  fi*^+*, 

oder  endlich,  wenn  wir  in  der  eckigen  Klammer  die  Relation 
(58**)*  zur  Umformung  benutzen,  und  im  zweiten  Gliede  der 
rechten  Seite  g**"^  durch  1  +n^+^Xj  ersetzen: 

K  —  X,)  3  ^  —  2r,  +  2nr, 
(58^    +n^  +  ^[*i«  +  2r,x,  +  r;3--«+8(^)irJ3"-2] 

mod.  n^+*. 

Indem  man  die  rechte  Seite  mit  der  rechten  Seite 
von  (57*)*  vergleicht,  ergibt  sich  die  Bestimmung  von  ^,. 
Eine  Ausnahme   tritt   im  Falle  n  ==  3  ein,   da   man  dann  das 

Glied  mit  dem  Paktor  (  ^  )  nicht  in  die  eckige  Klammer  bringen 

kann;  dann  lautet  vielmehr  die  letzte  Kongruenz: 
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(^1  —  «i)  ff  =  —  2  r,  +  2  .  3  Tj  +  8  .  3*  rj  ^r 
+  3^+»[*,3  +  2r,Xj  +  rJff]    mod.  3^+^^ 

und  jetzt  folgt  durch  Vergleichiing  mit  (57*): 

r j  =:  0      mod.  3. 

Von  hier  ab  kann  die  Reihe  von  Schlüssen  unseres  Re- 
kursionsverfahrens in  ganz  gleicher  Weise  wie  oben  durchge- 
führt werden;  man  setze: 

(60«)*       p  —  q=2n^-^'r,  +  r,&,  n»^+«  +  r, #1  n»^+* 

und  verfahre  in  ganz  entsprechender  Weise,  so  wird  man  die 
Zahl  '&[  bis  auf  Vielfache  von  n  bestimmen  können.  Es  ist 
dabei  nur  nötig,  auch  die  Kongruenz  (53)*  für  immer  höhere 
Moduln  zu  erweitem.  Zu  dem  Zwecke  gehen  wir  wieder  von 
der  Gleichung  a;*  =  y*  +  ^  ä'^s;  das  Einsetzen  der  Werte 
(41)*  gibt  eine  Relation,  die  zur  Definition  von  ly^  dienen  kann, 
wenn  wir  gemäß  (53)*  setzen: 

(60^)*  jp  g  iJ  «  i?"  (?"  (1  +  n«^+8  fi,). 

Einfacher  geschieht  die  Bestimmung  von  rj^  wieder  auf 
folgende  Weise.    Auf  Grund  der  Kongruenz  (52*)*  haben  wir: 

{üiyf        js  =  n^+2^j  m  =  n^+^r^p^ 3"    mod.  n^^-^\ 
also  nach  (51»>)*  und  (53*)*: 

ar'y  =  0"2"  +  n«^+*rj|)2rg2vjv      mod.  n*^+'' 
^  =p-''2«''  +  n2^+*.vr?(i?g)^''+*(''-i>     mod.  n*^+7^ 

also  nach  (30)* : 

r*^|)"^f«*'-f  n^^+*.  y.yJl?"''-"^  g*"-*     mod.  n*^+' 
und  somit: 

r„  E^p'q''  +  n^^+*-  v  •  rlp"-^  3"-^     mod.  w*^+«, 
folgUch  nach  (39)*  und  (54*)*: 

|}3JB=j?*g''-J-  n2^+3.y.^^v~ig^-i        mod.  n*^+« 
^  =J?-g''-^-»a^+3.»r.rJl)2»'-'22v-l     mod.  w3^+*, 
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wodurch  t]^  bestimmt  ist: 

iy,  ^  viip^-^gC"^     mod.  n^+\ 

und  die  Kongruenz  (53*)*  kann  nun   auch  für   einen  höheren 
Modul  aufgestellt  werden;  sie  lautet  dann: 
(600*    i>"  —  2-  =  2  w^-i-  2  r^  i)"  2^  +  2  n3^+ 5  y  ^f  i^^"-'  q^"^-^ 

mod.  n*^+*. 

Durch  ein  Pendelverfahren,  analog  demjenigen,  das  am 
Schlüsse  von  §  5  eingehend  geschildert  wurde,  wird  man  so 
die  Kongruenzen  für  die  Werte  von  p  —  q,  von  n  —  h  und 
von  f^  —  q^  auf  immer  höhere  Potenzen  des  Moduls  n  er- 
weitern können.  Ist  man  bei  der  Kongruenz  für  p  —  q^  d.  h.  in 
(58)*,  bis  zum  Modul  n~^+"+'  gelangt,  so  daß  der  Koeffizient 
von  n'»^+*  bestimmt  werden  soll,  so  tritt  in  der  entsprechenden 
Kongruenz  (58*)*  rechts  das  Glied: 


2n^nA-hn 


C)-^ 


indem  der  Binomialkoeffizient  (     )  filr  5<«  durch  «   teilbar 


auf,  das  einen  Faktor  n  weniger  enthält,  als  man  nach  dem 
Verlauf  der  Rechnungen  bis  zu  diesem  Modul  erwarten  durfte, 

C) 

ist,  für  5  =  «  aber  nicht.  Hierdurch  ist  es  dann  wieder  be- 
dingt, daß  sich  bei  Aufstellung  der  Kongruenz  für  jz^  —  x,, 
d.  h.  der  zu  (58°)*  analogen  Kongruenz,  für  den  Modul: 

^(n-f  l)A  +  n  +  2-(2A+8)  _  ^(H-l)A-f  n-1 

ein  Olied  ergibt,  welches  die  schon  vollständig  definierten 
Glieder  der  entsprechenden  niedrigeren  Kongruenz  noch  beein- 
flussen würde,  welches  also  noch  einen  Paktor  n  mehr  ent- 
halten muß;  und  dies  kann  nur  erreicht  werden,  wenn  der 
andere  Faktor  dieses  Gliedes,  der  sich  aus  einer  Potenz  von  r^ 
und  einer  Potenz  von  q  zusammensetzt,  den  Faktor  n  enthält. 
Wir  kommen  so,  da  g  nicht  durch  n  teilbar  sein  kann,  zu 
dem  Schlüsse  (vgl.  auch  unten  §  12): 

/j  :=_  0     mod.  ». 


r^ 
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Aus  (44)*  folgt  dann,  dafi  n^  —  x^  durch  n^+*,  und  aus 
(55*)*,  dafi  p" —  q"  durch  n^+^  teilbar  sein  muß,  d.  h.  daß  die 
Relationen  (63)  für  die  Zahl  i  -j-  1  bestehen,  wenn  sie  für  die 
Zahl  ;i  gelten. 

Wenn  man  also  annimmt,  es  sei  r*  durch  n^  teilbar,  so 
folgt,  daß  r'  auch  durch  n^+*  teilbar  ist.  Die  Zahl  r'  ist 
somit  durch  jede  beliebige  Potenz  von  n  teilbar, 
i  h.  wir  haben: 

r'  =  0. 

Dann  aber  geben  die  Gleichungen  (41)  bzw.  (41)*: 

und  aus  (42)  folgt:         |>»»  =s  g«. 

Wenn   also   die  drei  Zahlen  x,  y,  jsf  der  Gleichung: 

a^  =  y"  -j-  if» 

genügen,  so  kann  /s  (und  ebenso  y)  nicht  durch  n  teil- 
bar sein,  es  sei  denn,  daß  die  betreffende  Zahl  gleich 
Null  ist,  wo  sich  dann  die  genannte  Gleichung  auf 
eine  Identität  reduziert. 

§  7.  Der  Fall  II). 

Der  Fall  11)  läßt  sich  in  genau  der  gleichen  Weise  er- 
ledigen.   Aus  den  Identitäten  (13)  und  (17*)  erhalten  wir  bzw.: 

» iC  jr  =  f^  —  L  iVi  a;»'-»  y'-i  f«("-2*+'), 

{=1 
und  schließen  aus  ihnen,  wie  in  (21),  (23)  und  (24)  die  Kon- 
gruenzen :  ^ 

3n  =    U    =1  mod.  n, 

y  =  gr .  g„  =  g  mod.  «, 

z  =ir  *  Vn^r  mod.  n, 

y-\.z  ^qqn  +  rrn^^q-^-r     mod.  w, 
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also  auch,  entsprechend  zu  (25): 

j"  4"  *^  ^  0       mod.  n', 
ferner  aus  II*): 

2  ic  ==  j«  -|-  r"  +  jp*  n"~*  =1  0    mod.  n*. 

Die  Identität  (13^)  gibt  nach  Division  mit  n: 

( —  l)yyr^  __^« — jpn(«-l)^n(«-2, 

^  ^     -f  S  (—  l)«2V^ic»-iy<-i|>«(*-2«+J)n"'-2<i.+2.-2^ 

Hieraus  folgt,  wie  oben  entsprechend  aus  (28),  daß  p 
durch  n  teilbar  sein  muß,  während  pn  den  Faktor  n 
nicht  enthalten  kann.     Wir  setzen  demnach: 

x  =  n*ppn  =  n*p'Pn' 
An  Stelle  von  (29)  haben  wir  hier  die  Gleichungen: 
2»-i  =  1  +  n  X  ,      r»-i  =  1  4-  n  ß  , 
^    ^  gn     =14-»«',      r*     =l  +  nß', 

und  an  Stelle  von  (30): 

.ggv  a:  -  y  =  f«  =  n^p'Pn—qqn, 

X'-0  =  ^  =  n^p*p^  —  rrn, 

also  infolge  von  (35): 

,^---y  ^  ^^^  -_^«p'p^  — q  —  nqx\ 

^  ^^q-]-  nqx  =^n^p*p^  —  r  —  nrQ\ 
somit : 

(67)  q  +  r-  n^p'pn  =  —  n(rQ  +  gxO  =  —  n(rQ'  +  qx). 
An  Stelle  von  (32)  erhalten  wir  also: 

(68)  2(«'-'«)  =  r(e'-e), 
und  an  Stelle  von  (33): 

(69)  Na  =  g'-e, 

wo  N  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.    Die  Berechnung  der  Summe 
y  -V  ^  gibt  hier: 
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n^n^}p'n  ==^  qq^  ^  rrn  =  q  +  r '{'  n(qx'  +  tq*); 
analog  zu  (33)  erhalten  wir  hieraus: 

und  daran  lassen  sich  dieselben  Schlüsse  anknüpfen,  wie  oben 
an  die  entsprechende  Gleichung,  so  daß  wir  zu  dem  Ansätze: 

(70)  ^"''  =  ^  +  **^'  f^-i  =r  1  +  ng, 

qn     =l+nx  +  n*Xi,     u     ^l  +  w^+n^^i 

berechtigt  sind.  Die  Bildung  der  Ausdrücke  x  —  y  und  x  —  e 
ergibt  jetzt: 

(71)  ^=^^-V'^rQ=pnP*fi?—q  —  nqx  —  n^qx^ 

also: 

(72)  2  +  r  -f  n  (r^  +  jx)  —pnP' •  n*  =  —  n*g«i  =  -  nV^,. 

Die  Summe  y  +  j0f  =  n^*~  *!>'*•  gibt  hier: 

»'?— i/-  =  ggr^  +  rrn==g-f  r  +  n(gr»  +  re)  +  n*(grxj+^ö,); 
wir  erhalten  demnach: 

(73)  2  +  ^  =  —  »Ö»  +  rq)  -  n*(gx,  +  r^,)  +  n2--i|?'" 

=  — n(grx  +  re)  —  n*3Xi  + ti*i?Hl>', 
nnd  folglich,  unter  Benutzung  von  (72): 

(74)  qx^  =  r  e,  =  -  i>h1>'  +  w««-»  J?'*, 

wodurch  wir  zu  den  Gleichungen  (P  bezeichnet  eine  ganze  Zahl): 

(75)  x^^Ttp\     Q,^Pqp\    Pn-n^^'^p'^-'^-Pqr 
geführt  werden,  aus  denen  sich  sofort  die  folgenden  ergeben: 

2x  =  w2«*-»|)'*  +  gr"  +  /^  =  2n2-- 'i?'*  —  2w«3rp'P, 

(76)  2y  =  «**-*y"  +  g^"  —  ^=  2g*  +  2n*3r/P, 
2  iBT  =:  n^*-»/?'"  —  j~4-i^  =  2r-4-  2n*g'ri?'P, 

und  es  ist  klar,  da£  man  aus  diesen  Gleichungen  dieselben 
Schlüsse  ziehen  kann,  wie  oben  aus  den  Gleichungen  (42),  so 
dag  man   zu  der  Annahme  j?'  =  0   als  der  einzig   möglichen 
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geführt  wird;  bei  der  Durchführung  des  Beweises  würde  es  sich 
nur  darum  handeln,  in  den  Betrachtungen  von  §  5  und  §  6 
einige  Buchstaben  zu  vertauschen  und  Vorzeichen  zu  ändern; 
wir  können  deshalb  diese  Wiederholung  ersparen.  Es  folgt  so, 
da  y  und  e  positiv  vorausgesetzt  wurden,  auch  (?  =  0,  r  =  0. 
Der  Fall  II)  kann  daher,  wenn  a?,  y,  e  positiv  voraus- 
gesetzt werden,  nicht  vorkommen. 

§  8.   HUfsformeln  zur  Erledigung  des  Falles  III). 

Die  Erledigung  der  durch  die  Gleichungen  III)  bis  IIP) 
in  §  3  gegebenen  Möglichkeiten  werden  wir  in  §  10  auf  den 
folgenden  Satz  zurückführen,  bzw.  auf  die  zu  diesem  Satze 
führenden  Formeln: 

Sind  |>,  j,  r  drei  nicht  durch  n  teilbare  ganze  Zahlen, 
und  besteht  zwischen  ihnen  und  einer  ungeraden  Prim- 
zahl n(=  2v  +  1)  die  Relation: 

(77)  JJ"  —  a*  —  /**  EZ  0    mod.  n* 

(d.  h.  läßt  sich  von  drei  Wurzeln  der  Kongruenz  X*"*  ^  1 
mod.  v?  eine  als  Summe  der  beiden  anderen  darstellen), 
so  bestehen  die  Kongruenzen: 

(77»)  (f  =  r^{—  Vyp'    mod.  n, 

ausgenommen  die  Fälle,  wo  g  ^  r  oder  i?  ^ — r  oder 
p^  —  j  ist. 

Entsprechend  der  Kongruenz  (77)  setzen  wir:^) 

(78)  jpn_  gf»_  fH  =  2  a n*     mod.  n*, 

wo  a  eine  ganze  Zahl  bezeichne,  die  zunächst  nicht  durch  n 
teilbar  sei.  Ersetzen  wir  nun  in  der  fundamentalen  Identität 
(12)  die  willkürlichen  Zahlen  a?,  y  bzw.  durch  ^,  g",  so  wird: 


^)  Daß  auf  der  rechten  Seite  von  (78)  eine  gerade  Zahl  2  a  einge- 
führt wurde,  ist  keine  Spezialisierung,  da  jede  ungerade  Zahl  durch  Hin- 
zuftlgen  von  Vielfachen  von  n  zu  einer  geraden  gemacht  werden  kann 
und  sich  dadurch  die  rechte  Seite  von  (78)  nur  um  Vielfache  von  «■ 
ändern  würde. 
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und  dies  ist  eine  identische  Gleichung.  Die  linke  Seite  ist 
nach  dem  erweiterten  Fermatschen  Satze  mit  p^  —  ^—(p*^  —  q"*)** 
in  Bezug  auf  den  Modul  n^  äquivalent,  also  nach  (78)  mit 
/>■ — j" — r*  und  somit  durch  n*  teilbar;  die  rechte  Seite  ent- 
hält den  Faktor  n,  da  nach  §  2  alle  Zahlen  Ni  durch  n  teilbar 
sind.     Setzen  wir  also: 

y+l 

(80)  n T  =  S  iV;i)»» W-») ^'•(•-') r-(*-2»+i)^ 

t  =  2 

SO  ist  T  eine  ganze  Zahl,  und  es  wird  die  rechte  Seite  von 
(79)  gleich  nr'^T,  und  es  folgt: 

0  =  n .  r"  .  T    mod.  n^ 
also: 

(81)  TzzO     mod.  n. 

Durch  Dififerentiation  der  Identität  (79)  nach  p**  entsteht 

die  Relation: 

n  [i^^t»-')  _  Q,n  _  g»)»-i] 
H-i 
=  S  iV;  (n  —  2  i  +  2)i>«(<-^)  j*(<-^)  (i>-  —  gr«)»-2Hhi 

(82)  •=2 

+  L  JV;(i  —  l)2?"('-2)  j«(<-l)  (jn  _  g«)*-2H-a, 

welche  ebenfalls  identisch  erfüllt  ist.     Setzen  wir  also:^) 

(83)  n  T,  «  ü  iV<(i  —  l)i?*(*-2)  j-C'-^)  f*(«-«<+i), 

*=:2 

WO  dann  Tj  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird  in  Rücksicht 
auf  (77): 

(83*)  n(p~^"-'>  — r»("-*))  =  n»T+n(g*f*~2i>~g")T,    mod.n'. 


*)  Die  hier  eingeführten  Zahlen  T  und  T^  werden  später  zum 
nterschiede  von  anderen  analogen  Zahlen  mit  T^  und  2*1  ^  bezeichnet 
erden. 
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Die  linke  Seite  ist  wegen  der  Kongruenzen: 

durch  n*  teilbar,  T  nach  (81)  durch  n;  es  wird  also: 

(84)  (r~  —  2i?-)  Tj  =^  0     mod.  n», 

denn  der  Faktor  q^  kann  der  Voraussetzung  nach  nicht  durch 
n  teilbar  sein.  Es  ist  also  T^  durch  n'  teilbar,  ausge- 
nommen den  Fall,  wo  die  Zahl  r" — 2j?"  [^  —  (p^  +  g*)] 
durch  n  teilbar  ist. 

Zu  weiteren  Resultaten  gelangen  wir,  indem  wir  auf  der 
linken  und  rechten  Seite  von  (82)  auch  die  dritte  Potenz  von 
n  berücksichtigen.  Wir  führen  drei  Zahlen  tt,  «,  q  ein,  die 
durch  die  folgenden  Gleichungen  definiert  seien: 

(85)  jp"-'  =  l  +  n7t,     2*-i  =  1  -1-  nx,    r"-i  =  1  +  n^. 

Dann  wird  auf  der  linken  Seite  von  (82): 
n  [|>"(»-i)  —  (jj^  —  g»)»~'] 

(86)  =  n  (p-^'-i)  —  r"("-»  +  2  a  n«  r"(*-2))    mod.  n* 
^:  n*  (^  —  Q  '{'  2  a  r"-^  mod.  n*. 

Auf  der  rechten  Seite  von  (82)  ist: 

x;  jv;(n  -  2  i + 2) !?"('-')  iT^*-»  d?« — ir)*-««+* 

(8")       z=z  £  JV;(n  — 2i  +  2)p*<<-^)  «»('-'>  [r»(*-2<+i) 

+  2an»(n  — 2i+  l)r*("-20] 

=  n*T— 2ni>*g*Tj+  2a«»|?"gr*rj     mod.  n*, 

wenn  T  wieder  durch  (80)  und  die  ganze  Zahl  T^  durch  die 
Gleichung: 

(88)    ni;  =  XiJVi(2i  — l)(2i  — 2)i>»(*~2)gn«-2)r«C-20 

•=2 

definiert  wird  (denn  das  für  i  =  v  +  1  entstehende  letzte  Glied 
hat  den  Faktor  n  —  2  i  +  1,  d.  h.  den  Faktor  Null).  Die  andere 
Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (82)  ist  nach  (78): 


wenn: 
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2  JVi  (i  —  1)  J?*«-2)  j«(f-l)  (p»  _  qn^n-2i-^2 
i=2 

v+I 

+  2  a  n^w  —  2  i  +  2)  r*(-- 2i+i)] 
^  g*  r"  •  n  Tj  —  ian^T^q""    mod.  n*, 

t=2 

gesetzt  wird.     Wegen  der  Relation: 

(2i-l)(2i-.2)  =  4(i  — l)«  +  2(i-l) 
ist  aber  (da  N^+i  =  n  war): 

(88»)     nT,r"  =  4nT,+  2nri  — 2n«vi?*(''-i)2«(*-»). 
Es  wird  demnach: 

(89)  te2 

=  n3*r*T,+  2anV2'i-a«V^^a     mod.  n*. 

Setzen  wir  die  Werte  (86),  (87)  und  (89)  in  (82)  ein,  so 
ergibt  sich: 

(n  —  Q  +  2ar"("-2))n«  =  nT+  g^(r^-2p'*){T^-an*  T,) 
+  2an«gT,     mod.  n», 

wobei  zu  beachten  ist,  daß  nach  (81)  die  Zahl  T  durch  n,  und 
nach  (84)  das  Produkt: 

(r"  — 2i)*)(T,  —  an^Tg) 
durch  n'  teilbar  ist. 

Ähnliche  Gleichungen  und  Kongruenzen  erhält  man,  indem 
man  die  Identität  (79)  nach  g"  differenziert  und  analoge  Ent- 
wicklungen anstellt.  Wenn  man  aber  die  so  entstehenden 
Relationen  benutzen  will,   so  ergeben   sich  keine  brauchbaren 
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Resultate,   wenn   man   nicht  zuvor  noch   eine   weitere   Potenz 
von  n  bei  der  Entwicklung  berücksichtigt. 

Zur  Vereinfachung  der  Rechnungen  ersetzen  wir  im 
folgenden  die  Kongruenz  (78)  durch  die  Gleichung: 
(91)  pn__g^H_^n=  2an^. 

In  Rücksicht  auf  die  späteren  Untersuchungen,  bei  denen 
die  Zahl  a  als  durch  eine  Potenz  von  n  teilbar  angenommen 
wird,  empfiehlt  es  sich,  statt  der  Zahlen  ji,  q  die  Zahlen  p,  r 
beizubehalten.  Die  Kongruenz  (90)  lautet  dann  (da  T^  durch 
n^  teilbar  ist  und  da  r* —  2p**r^  —  (3"+  ^**)  mod.  n®  ist): 

(92) 

"^     ^        =nT-2**Ö'*+l>")(^i— aw^Tg)     mod.  «^  ^) 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  da&  q^-j-p*^  nicht  durch 
n  teilbar  sei,  denn  nur  dann  ist  nach  (84)  die  Zahl  T, 
notwendig  durch  n^  teilbar.  Es  soll  demnach  im  fol- 
genden zunächst  angenommen  werden,  daß  keine  der 
drei  Zahlen  j?"-!- j",  i^^+r",  q**  —  r**  durch  n  teilbar  sei. 

Differenzieren  wir  die  Identität  (79)  nach  }••,  so  wird, 
analog  zu  (82): 

=  —  S  iV,  («  —  2  i  +  2)i?*(»-i)  g-t-'-i)  Cp"  —  (T)  "■^•+' 
(93) 

+  S  iV,  (i  -  l)l)**<*-')  3*(<-2)  Q?-  —  g~)--2<+2^ 
<=2 

Die  eckige  Klammer  der  linken  Seite  ist  hier: 

und  auf  der  rechten  Seite  die  erste  Summe  wieder  durch  (87) 
gegeben,  die  zweite  Summe  unterscheidet  sich  von  der  Summe 
(89)  nur  um  einen  Faktor;  sie  ist  also: 


1)  Hätten  wir  in  (91)  den  Faktor  von  n^  als  ungerade  Zahl  ange- 
nommen, so  hätten  wir  hier  rechts  und  links  mit  2  multiplizieren  müssen; 
etwas  wesentliches  würde  dadurch  nicht  geändert  werden. 
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=  nf^f^T^  +  2an^p^  T,  —  an^p^'r^T^     mod.  n\ 
so  da£  wir  erhalten: 

(94)  =  —  nT  +  j^(r--^2q^){T,—  an^T^) 

=  —  n  T  + 1^»*  (^  +  g")  (T,  —  a  n«  T,)      mod.  n\ 

In  allen  unseren  Rechnungen  kommen  die  Zahlen  q  und  r 
symmetrisch  vor;  in  vorstehenden  Formeln  darf  daher  auch 
überall  q  mit  r  vertauscht  werden.  Bezeichnen  wir  demnach 
mit  T,,  Ti,,  Toq  die  Zahlen,  welche  aus  T,  T^,  T,  durch  diese 
Vertauschung  entstehen,  d.  h.  setzen  wir: 

(95)  nT.  =£  JVi ;)-(•->) rH(<~i)gnC-2<+i), 

«  =  2 

(96)  nT,,  =  S  JV;.(i  — l)i?*c*-2)^w-2)^(,.-2<+i)^ 

(97)  nT2,=  ^  Ni(2i  —  l)(2i  —  2)i>»c-2)r"(»-2) gn(— 20^ 

i=2 

und  bezeichnen  dementsprechend  die  früher  eingeführten  Zahlen 
T,  Tj,  T,  jetzt  bzw.  mit  Tr,  ^ir»  r2r,  so  bestehen  auch  die 
folgenden  beiden  Kongruenzen: 

^    ^       =nr^  — r"(r"  +  p*)(Tig  — an^TaJ     mod.  n» 
und: 

f99) 

^    ^   =— nr,  +  i?-(i?"  +  r")(T,g  — an*r2«)    mod.  n^ 

Multiplizieren  wir  die  Kongruenz  (92)  mit  jp",  die  Kon- 
gruenz (93)  mit  g"  und  bilden  die  Summe,  so  wird: 

l^2_g>.»_^2_f"(»-nQ,n_^n)  ^  2aw*r*»^"-2^(p»-  2^) 

=  nTr(p^  —  g*)    mod.  n», 
oder: 

(100)  !>»•  -  ff»^  —  r"'  ziH  w  Tr  r-     mod.  n^ 

23* 
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Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  leicht  direkt  aus  (79); 
wie  es  nach  dem  Eulerschen  Theoreme  über  homogene  Funk- 
tionen sein  muß.  Durch  Anwendung  der  Gleichung  (91)  auf 
die  Identität  (79)  und  Entwicklung  nach  Potenzen  von  n 
erhalten  wir  genauer: 

=  £  Nip*"^*' »)  2»t<-»)  (r~  +  2  a  w*)*-2.+2     j^od.  n*, 

1  =  2 

oder: 

l?"^— 3"'  — r^  =  2an»+»r»Tr- 4anV?"^ir 

^        ^  =2an»+nr"rr     mod.  n*. 

Ebenso  ist: 

(101)  i;»»— 2"'  — r^  =  2an»+n2"Tg    mod.  n*, 
und  folglich: 

(101*)  r^Tr  =  grT^     mod.  n*. 

Dieselben  Rechnungen  lassen  sich  auch  durchführen,  indem 
man  von  der  zwischen  q^  und  r**,  analog  zu  (79),  bestehenden 
Identität  ausgeht;  dieselbe  lautet: 

(102)  2"*+t^*-(ff"+r")~= S  Nii-iy-'^  ^'-i)y^c-0(g«^^)«-2.4-«. 

t=2 

Setzt  man  also,  analog  zu  (80): 

14-1 
(1020      nrp=LJyrf(— l)*-V^*"■'^^^'"V^""*'+'^ 

so  folgt  wieder: 

(102»>)  Tp=0    mod.  n. 

Die  Differentiation  der  Identität  (102)  nach  g*  ergibt: 

=SJ^^(-iy-*(w— 2i+2)ir^'"'^r"C'-'H«*+»")— ""^^ 
(103)    ,';; 

+  S2^<(-iy-»(i— l)3«('-2)^«-l)(^^^)»-2<+2 

^  n«  Tp  +  wf-»  (jp-  —  2  j")  Tip    mod.  n», 
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wenn: 

y-l-l 
t=2 

gesetzt  wird;  und  aus  (102)  folgt,  analog  zu  (84): 

(105)  (p*  —  2  g*)  T,  p  =  0     mod.  n\ 

Berüeksichtigen  wir  auch  die  dritte  Potenz  von  n,  so  ist 
die  linke  Seite  von  (103): 

(106)  =  n  [gr"(*-i)  —f^in-i)  _  2 an*jp*<»-2)]     m^d.  n*. 
Auf  der  rechten  Seite  (103)  ist  die  erste  Summe: 

(107)  =  n»  Tp  —  2  n  3"  r»  T,p  —  2  a  n' «"  r»  Tgj,     mod.  w*, 
wenn,  analog  zu  (88): 

r 

(108)  »T2p  =  SiV;(-iy-'(2i-l)(2i-2)2»^«-«>r~(»-«)i)~('-2^. 

Die  zweite  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (103)  ist: 

(109)  =  n jp"  r*  T, p  +  4  a  w»  Tsp  r*    mod.  n*, 

wo:  ^1 

»r3p=x;ivi(i~  i)v-  i)«-i3''('-2)f*«-2)j?^(»-2'+»). 

Diese  Zahl  lägt  sich  auf  Tzp  mittels  der  zu  (88*)  analogen 
Relation: 

nr2pP"=4nT8^  +  2nT,p  — 2n»v(— l)''9'*(''-'>r"(''-») 

zurückführen;  folglich  wird  der  Ausdruck  (109): 

(110)  =«p"rTij,— 2an»r»T,p  4- an»p*f* r2jF    mod.  n*. 

Durch  Einsetzen  der  Werte  (106),  (107)  und  (110)  in  die 
Identität  (103)  findet  man  (da  Tip  durch  n^  teilbar  ist): 

(111)  ^  r  r 
=inTp— r"(g~  — f*)(Tip+an*T2p)    mod.  n*. 

Durch  Vertauschung  von  q  mit  r  ergibt  sich  ebenso: 

r»("-')  — !?-("->)—  2  a  nV^*~^ 
::  n  Tp  4-  g"  (gr**  —  r")  (T,p  +  a  n»  T2p)     niod.  n*. 
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Durch  Anwendung  der  Gleichung  (91)  auf  die  Identität 
(102),   erhalten  wir  ferner  die  zu  (lOO*)   analoge  Kongruenz: 

(113)  f"^  —  3"'  —  r"'  =  2  a  n*  -  n  T^j^     mod.  n*. 

Die  Kongruenz  (101*)  können  wir  demnach  in  der  folgen- 
den Form  erweitem;  es  ist:        . 

(114)  —  j>-  Tp  =  jTy  ^  r*  Tr     mod.  n*. 

Die  hier  aufgestellten  Kongruenzen  sind  sämtlich 
eine  Folge  der  Gleichung  (91).  unter  der  Voraussetzung, 
daß  keine  der  Zahlen  i?'*+a'",  p* -V  ^^  q*^-^f^  durch  n 
teilbar  sei. 

Um  die  Übersicht  zu  erleichtern,  wollen  wir  noch  folgende 
Bezeichnungen  einführen;  es  sei: 

((r~r«)(T,^+an«r2^)  =  n«fi^, 
(114*)  (r"  +  p~)(Ti,-an>T2,)  =  n>S„ 

((T  +  P*)(^ir— an«  Tar)  =  n»S.. 
Die  Kongruenzen  (92),  (94),  (98),  (99),  (111),  (112)  lauten 


dann  (mod.  n 
(115)    jp*(» 
(115*)    r^C" 

(115b)    ^n(»_ 

(115«)    g"^»- 
(115<*)    g~^~- 
(115«)    r'»^"- 
Multipliz] 


): 


—  gr«(*-i)  _  2an*r*c»-2)  r^r  _  ^y^  _^.n«2>*Sr, 

-  grH(n-i)  ^  2anV^-"^^  =       nT^  — n*r»S,, 
_  r»«(»-n  —  2anV^'*"^^  ^  —  »T^  +  n*i>'*S^, 

_^«(« -1)  _  2 anV^*"^  ^       nTp  +  nV^i»* 

eren   wir   nun  (115)  mit  r*,  (115**)  mit  q*  und 
bilden  die  Summe,  so  ergibt  sich: 

jp»(»-i)  (j*  4.  r»)  —  r»^  —  g««  -f  2  a  n*  (r»(»-n  +  j*(»- ')) 

.-n(r"rr  +  «T^)  — nV^(Sr  +  iSj)    mod.»», 

oder,  da  g~+r"=|>» — 2an*  ist: 

(116)         i?»«^  2»^^  r"2  ^  2an»  =  n(rTr  +  j"  T,) 

~  n^q'^riSr  +  Sg)    mod.  n'. 
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Analog   erhält   man   aus  (115*)   und  (115^),   indem   man 
bzw.  mit  r*  und  p*  multipliziert  und  die  Summe  bildet: 

=  n  Cp"  T,  -  r-  Tr)  +  «*i?~  r"  (ßr  -  Sp)    mod.  n^ 
oder: 

^      ^  -^wV^(Ä  — Sj,)    mod.  n», 

endlich  analog  durch  Vertauschung  von  q  mit  r,  wobei  Sp  sein 
Zeichen  wechselt,  oder  direkt  aus  (115^)  und  (115®): 

^      ^  —  wVrC'^ff-rSp)     mod.  n». 

In   Rücksicht    auf  (113)   lassen    sich    diese   letzten    Kon- 
gruenzen in  folgender  Form  schreiben: 

p"'  —  g-'—  r»'  +  2an*  —  2nr» Tr  iEE  2 an»  —  nr^  IV 

(119)  =  n^'iSf  —  /Sr)i>V  =  -  n^iSp  +  Sg)q''p^ 

=  —  n V  ^  (Äfl  +  Ä)     mod.  w^ 
und  hieraus  leitet  man  die  folgende  Relation  ab: 

(120)  Spf"  ^.Srf^-  Sg  g"     mod.  n. 

Multiplizieren  wir  jetzt  die  Kongruenz  (115)  mit  r*,  (115*) 
mit  p^  und  bilden  die  Summe,   so  wird  unter  Benutzung  von 
(114): 
(120M  nr^Tr-n^q^r>*Sr+n}p^q''Sp+np-Tp 

mod.  n*, 
also  nach  (120)  und  (91),  oder  direkt  aus  (115»»)  und  (115*'): 

(121)  2,n(— 1)  —  r«("-^)  =-  w^S^g"     mod.  n^ 

ebenso  ist: 

(121»)  p-(«-i)  —  gr"(--0  ^  n« fif.  r"     mod.  nS 

und,  indem   man  (115*)   mit   r**,   (115*)   mit  g"  multipliziert, 
ergibt  sich  durch  Subtraktion: 

(121^)  g»(«-i)  —  ,^(»-0  =  —  w^Ä^;)«    mod.  n\ 
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Yermöge  dieser  drei  Relationen  werden  die  Kongruenzen 
(115)  .  .  .  (115«)  auf  die  Relationen  (119)  und  (120)  reduziert. 

Die  von  uns  aufgestellten  Gleichungen  und  Kongruenzen 
sind  sämtlich  Folge  des  Bestehens  der  Gleichung  (91)  bzw.  der 
Kongruenz  (78).  Für  die  Anwendung,  welche  wir  im  Auge 
haben,  ist  es  wichtig,  die  Kongruenz  (77)  mit  der  Kongruenz: 

(122)  ^««_g««_^«:3  0     mod.  »» 

in  Verbindung   zu  bringen.     Es  fragt  sich,   ob   beide  Kon- 
gruenzen gleichzeitig  bestehen  können. 

Infolge  von  (122)  sind  nach  (100»),  bzw.  (101)  oder  (113) 
jetzt  die  Zahlen  Tr,  Tq  und  Tp  durch  n*  teilbar.    Wir  setzen: 

(123)  jp**«  —  g-«  -  r-«  =  2  y  n'. 
Dann  ist  nach  (113)  und  (114): 

(123*)     2 y n» :^  2an»  — 1>" Tp  ~  2an^  +  r" Tr    raod.  n*. 

Alle  vorstehenden  Überlegungen  und  Rechnungen  können 
in  ganz  derselben  Weise  durchgeführt  werden,  wenn  man 
überall  j?**,  g*»,  r",  bzw.  durch  p**^,  g**,  r"'  ersetzt.  Besteht  die 
Relation  (123),  d.  h.  wird  gleichzeitig  a  durch  yn  ersetzt,  so 
hat  man  offenbar  in  allen  vorstehenden  Kongruenzen  die  Potenz 
des  Moduls  um  eine  Einheit  zu  erhöhen.  0  Seien  also  Tr,  Ä 
die  Zahlen,  welche  aus  Tr,  Sr  entstehen,  wenn  man  p^,  g**,  r"* 
für  ^••,  g»,  f^  einsetzt,  so  ist  z.  B.  analog  zu  (92),  wie  man 
mittels  der  erwähnten  Substitution  aus  (82)  findet: 

^n2(i»-l)_^J(it-l)_j_  2yn^r'^(»-«) 
=  nr;-3«*(i?"«  +  g"*)(r;  -  yn^r2)^nTr-r^Srn'    mod.  n*. 

Gemäß  (83)  ist  hier  also  T\r  =  T[r  mod.  n*,  und  somit 
auch  T\r  durch  »*  teilbar.  Die  links  stehende  Differenz  ist 
durch  n'  teilbar  und  deshalb  folgt,  daß  T'r  auch  durch  n* 
teilbar  ist,  wie  es  wegen  der  Kongruenz  Tr  ~  T'r  mod.  n^  selbst- 
verständlich war,  denn  nach  (123*)  ist  jetzt: 

(123^)  Tr  -^  0    mod.  n\ 


*)  Vgl.  auch  die  Rechnungen  im  folgenden  Paragraphen. 
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In  obiger  Kongruenz  können  wir  rechts  und  links  mit  n 
diridieren  und  erhalten  dadurch: 

(123«)  jp«<— 1)  —  /"("->5  +  2 y n*r*(--2)  =  j;  —  nj" S;    mod.  n». 
Hierin  haben  nach  obigem  die  Zahlen  T'  folgende  Werte: 

(1230  nT;,  =  2j  2V,(i  — l)p"^c-2)g«»(i-2)^2(n-2.+« 

•  =  2 

n  To,  =  L  iV;. (2 i  —  1)  (2  i  —  2)i?*"(<-25  g"'^*-  «  y«ni.-2o^ 
und  es  ist  zu  setzen,  analog  zu  (114*): 

Da  T'ir  durch  n*  teilbar  ist,  so  haben  wir  auch: 
(123«)       n^ S'r  - (g~  +  p^)  (T{r-y  w»  Tgr)    mod.  w*. 

Die   Zahlen    jT'   lassen  sich   in   folgender  Weise   auf  die 
Zahlen  T  zurückführen.     Gemäß  (85)  ist: 

jf^  =  pn(l  -f  n7iy  =  p*'(l  +  n^Ti  +  n^vTz^)    mod.  w*; 

setzen  wir  also  zur  Abkürzung: 

P=jr  +  ;«  —  2^,      Ö  =  :^»+x»  —  2^», 
SO  erhalten  wir  aus  (123  0: 

Tr  =-~^Mill  +  n^{i  ^  l)(P  +  nvQ) 
+  n'^  —  n^Q  —  n^vQ^']        mod.  n*, 

i^g^'Ti,-2:(i-i)3fai  +  wM^-i)(P  +  «>'0 

(1230  ^_  n»  ^  —  n»  ö  —  w'  V  ^']       mod.  n\ 

27"»2-'rj,-X:(2t-l)(2i-2)Jf,[l+n»(i-l)(P+nv0 
+  n'^  —  2n}Q  —  2n^vQ^']     mod.  »*, 

und  durch  Auflösung  der  Klammern: 
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(123«) r;,-  T,r^n\F+nvQ)T^r-V{n^^n'^n^vQ)QTr      .     n\ 

WO  Tsr  wieder  nach  (88*)  auf  T^r  zurückgeführt  werden  kann. 
Da  nun  Tr  und  T\  r  je  durch  w^  teilbar  sind,  so  folgt  schließlich : 

Tr  =Tr  mod.  n*, 

(123»»)       T\r~T,r  +  n^n-\-H-^2Q)Tsr       .     n\ 

Die  erste  dieser  Kongruenzen  gibt  uns  zusammen  mit 
(123»)  das  Eesultat: 

(1230  2  (y  —  a) n»  =  r»*  T;     mod.  n*. 

Subtrahieren  wir  jetzt  die  Kongruenz  (123*)  von  (115), 
so  wird: 

{2a  —  2y)n}  =  {nTr—Tr  —  nV ^i-  +  ng^Sr)r^    mod.  n*, 

und  in  Rücksicht  auf  (123»»)  und  (123*)  folgt  weiter: 

(123»^)  S'r-nSr    mod.  w*, 

so  daß  aus  der  Kongruenz  (123®)  die  folgende  hervorgeht: 

(123»)        n'Sr-(p''+gr){T{r-yn*Tir)    mod.  n*, 

wonach  T{r  jetzt  durch  n'  teilbar  ist,  und  weiter  durch 
Vergleichung  mit  der  dritten  Gleichung  (114»): 

(123°^)     Tir  —  rn^Tir^n{Tir  —  an''T.r)    mod.  n*. 

In  Rücksicht  auf  die  dritte  der  Kongruenzen  (123**)  kann 
die  mittlere  der  letzteren  demnach  in  der  folgenden  Form  ge- 
schrieben werden: 

(123°)    {y  —  a)n^T2r  +  nTir~T,r  +  n^(P  +  nvQ)Tsr 

mod.  n*. 

Ganz  analoge  Relationen  ergeben  sich,  wenn  man  von  den 
Zahlen  T\  S'  zu  Zahlen  T\  S"  übergeht,  indem  man  wieder 
p,  g,  r  bzw.  durch  ^'*,  g",  r**  ersetzt.  Um  dann  diese  neuen 
Zahlen  auf  T'  und  S*  zurückzuführen,  hat  man  in  den  eckigen 
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Klammem  der  Eongnienzen  (123^  nur  die  Exponenten  Ton  n 
am  eine  Einheit  zu  erhöhen  und  den  Modul  n^  durch  n^  zu 
eisetzen,  femer  die  Definition  von  Mi  entsprechend  abzuändern. 
An  Stelle  von  (123^)  findet  man  so: 

T;   -T'r  modm*, 

(123«)         T\,^T\r'^n^{F  +  nvQ)nr  .     < 

Gleichzeitig  haben  wir  jetzt  y  durch  y  —  a  zu  ersetzen ; 
denn  es  ist: 

;f'-3*«-r^iZi)^-.g"*-f-»«+wHl?^jr  — g->c-r"x)    mod.  n*, 

und: 

1>^— g^— r»'=Ejp" — ^  —r^  -\-n^{p^7i  —  cfx  —  r^  q)    mod.  n^ 

also  zunächst: 

jp*jr  —  ^x  —  r"^  =  —  2a     mod.  n 
und  dann: 

(123P)  j^  —  g"«  —  r"«  =  2  (y  —  a)  n'     mod.  w*. 

Bei  Aufstellung  der  zu  (115)  analogen  Kongruenz  ist 
daher  a  durch  y  —  a  zu  ersetzen  und  der  Modul  n'  wieder 
durch  w*;  es  wird  also: 

(1239)  ^  ^     \r         j 

-nT'r  —  n^q^S'r     mod.  n*, 

wo,  analog  zu  (123*): 

(1230     w»  S;  =  (g«  + 1?-)  {T\r  ~  (y  -  a)  n'  TS r)     mod.  n* 

gesetzt  ist.    Da  in  (123  9)  die  Diflferenz  der  ersten  beiden  Glieder 
der  linken  Seite  durch  n*  teilbar  ist,  so  erhalten  wir: 

2(y  —  a)n}  =  nT'rf^  —  n^q^v^S'r     mod.  n*. 

Nach  (1230  und  (123^  ist  aber  die  linke  Seite  mit  dem 
ersten  Gliede  der  rechten  Seite  in  Bezug  auf  den  Modul  n* 
äquivalent;  wir  erhalten  also: 
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(123»)  S;  =  0     mod.  »», 

und  somit  aus  (123')  und  (123«) : 

(123*)     T\r—n^y^a)T2r  —  n^{P  +  nvQ)Tsr    mod.«*, 

denn  für  Tlr  und  T'zr  gilt  vermöge  einer  zu  (123^)  analogen 
Umformung  dieselbe  Relation  (123®),  wie  fftr  T5r;  setzen  wir 
hier  noch  den  Wert  von  T\r  aus  (123^)  ein,  so  wird: 

(123»)  Tir  =  — fi^  {71  + X  — 2  Q)Tsr    mod.  n\ 

was  mit  (123**)  in  Übereinstimmung  ist.  Letztere  Relation  gibt 
uns  aber  mehr,  wenn  wir  sie  mit  den  Kongruenzen  (123*)  und 
(123')  verbinden;  durch  Subtraktion  der  letzteren  voneinander 
erhalten  wir  nämlich  unter  Benutzung  von  (123*): 

n^Sr^(r  +  l^)lT[r—Tlr+an^Tor']     mod.»*, 

oder,  wenn  wir  den  Wert  der  Differenz  T\r  —  Tir  aus  (123*) 
entnehmen : 

n^S'r  =  (3~  +  i?«)  [a  Tzr  -  (^  +  «  —  2Q)Tsr]  n»     mod.  n* 

und  wenn  wir  Sr  gemäß  (123^)  durch  Sr  ausdrücken  und  so- 
dann Sr  mittels  (123»)  und  (123°^)  auf  T,,.  und  Tir  zurück- 
führen : 

n{Tir  —  an^Tzr)  +  n^ (n  +  X  —  2 q) Tsr  =  a  w»  Tzr     mod.  n*. 

Der  Vergleich  mit  (123^)  ergibt  demnach: 

n^7i  +  x-2Q)Tsr^2an^T2r  —  Tir  ^     , 

_  mod.  n*, 

und  hieraus  folgt,  daß  entweder  a  oder  T2r  durch  n  teil- 
bar sein  muß.  Es  läßt  sich  aber  zeigen,  daß  die  Zahl  Tor 
den  Faktor  n  nicht  enthalten  kann.  Aus  (115)  und  (115*) 
ergibt  sich  nämlich  durch  Subtraktion  (da  Tr  durch  n*  teil- 
bar ist): 

(ji  -)-  X  —  2  ^)  r~  +  4  a  i^  —  Sr  Cp"  +  g")  r"     mod.  n; 

berücksichtigen  wir  also,  daß  nach  (88*): 
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4  Tzr  r^  =  Tir     mod.  n 

ist,  so  finden  wir  aus  (123*): 

4  T'ir  =  »'  T2r  [47  +  ^0?"  +  g")  r*]     mod.  n*, 

und  durch  Vergleichung  mit  (123*): 

Tir  t^  d?«  +  g*)*  =  4     mod.  n, 

so  daß  in  der  Tat  T^r  nicht  durch  n  teilbar  sein  kann.    Somit 
erhalten  wir  das  für  uns  wichtige  Resultat: 

(124)  a  =  0     mod.  n. 

Betrachten  wir  noch  den  bisher  ausgeschlossenen 
Fall,  wo  g  —  r  durch  n  teilbar  ist.  Dann  reduziert  sich 
die  Kongruenz  (77)  auf: 

(125)  1^  =  2^    mod.  n«. 

In  (84)  kann  dann  der  Faktor  r"  —  2jp*  (n^g*  —  2^)  nicht 
durch  n  teilbar  sein;  es  folgt  also  T\t  ^  0  mod.  n  und  ebenso: 
Tii^iO  mod.».     Aus  (125)  erhalten  wir  durch  Potenzieren: 

(125«)  2"-'  ~  1     mod.  n^ 

Nur  für  Zahlen  92,  die  dieser  Bedingung  genügen,  kann 
also  der  Fall  q^r  eintreten.  Eine  Bestätigung  dieses  Re- 
sultates geben  auch  unsere  allgemeinen  Summenformeln.  Die 
Gleichung  (82)  war  für  die  Größen |?^  und  g"  identisch  erfüllt; 
wir  dürfen  also  jp*  durch  2,  g"  durch  1  ersetzen;  das  gibt: 

n(2-»-l)  =  X:iV,(n-2i  +  2)2*-i  +  SiV;.(i-l)2«-2 
^^^^^  =n^Ni 2»'-»  —  3 £  iVi (i  -  1)  2'-2. 

Machen  wir  andererseits  in  (93)  dieselbe  Substitution, 
so  wird: 

0  =  L  -Ni  (i  —  1)  2«-'  —  S  iV;  («  —  2  i  +  2)  2'-» 
oder: 
(126»)  n  S  J^-  2*-^  =  6  L  J^,  (i  —  1)  2f'^. 
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Drücken  wir  so  die  erste  Summe  durch  die  zweite  aus, 
so  erhalten  wir  aus  (126): 

(126^)  n(2'-»  —  1)  =  3  £  Ni(i  -^  1)  2»-2.  ^) 

Ferner  ist  nach  (83)  in  unserem  Falle  (d.  h,  für  g  =  r) : 

n  r,  j  =  g~c»."8)  ^  2V;. (i  -  1)  2*-2. 

Man  ersieht  hieraus,  daß  die  Bedingung  Tig~0  mod.  n* 
im  Falle  q  =  r  in  der  Tat  mit  der  Bedingung  (125*)  überein- 
stimmt. 

Analog  folgt  aus  (102),  wenn  man  j"  und  r"  durch  1  ersetzt: 

(127)  2  (1  -  2*-0  =  L  JV;.  (—  l)'-i  2*-2*+2 

und  aus  (103)  erhält  man  dasselbe  Resultat.     Beiläufig  finden 
wir  also  die  Relation: 

n  D  Ni  (—  1)-»  2—2^+1  =  —  3  S  ^-  (i  —  1)  2'-«. 

Soll  im  Falle  g  —  r  mod.  w  auch  die  Bedingung  (122)  er- 
füllt sein,  so  ist: 

pn9^2j"'    mod.  w», 

während  sich  aus  (125)  durch  Potenzieren  ergibt: 

^n«^2"g'"*     mod.  n». 

Es  müßte  also  die  Bedingung: 

(127»)  2*-^  =  1     mod.  n» 

erfüllt  sein.     Wir  fassen   das  Vorstehende  in  folgendem  Satze 
zusammen: 

Wenn  zugleich  mit  der  Kongruenz  (77)  auch  die 
Kongruenz  (122)  bestehen  soll  und  die  erstere  Kon- 
gruenz nur  für  den  Modul  n*  (also  nicht  für  n*)  gilt, 
so  ist  das  nur  möglich,  wenn  eine  der  Zahlen  jp  +  r, 


*)  Hieraus  folgt  beiläufig,  daß  die  Zahl  2*-'—  1  für  jede  ungerade 
Zahl  n  durch  3  teilbai'  ist,  wie  man  auch  direkt  leicht  erkennt 
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i  +  r^q  —  r  durch  n  teilbar  ist  und  die  ungerade  Prim- 
zahl n  der  Bedingung  (127*)  genügt.^ 

§  9.   Erweiterung  der  in  §  8  aufgestellten  Hilfsformeln 
für  höhere  Potenzen  des  Moduls. 

Wir  haben  bisher  ausgeschlossen,  daß  die  Zahl  a  durch 
n  teilbar  sei.  Setzen  wir  jetzt,  entsprechend  dem  in  (125) 
gewonnenen  Resultate: 

a  =  j8  •  n^, 

so  geht  die  Gleichung  (91)  in  die  folgende  über: 

(128)  j^  —  g»  —  r~  =  2ßn^+K 

Wir  haben  nun  die  entsprechenden  Fragen  zu  untersuchen. 
Wir  gehen  zu  der  Relation  (82)  zurück ;  die  linke  Seite  derselben 
wird  jetzt: 

(86)*    zEn[y^— '>  — r"C'-o+2)Sn^+2^(— 2)]     mod.  «H*, 

und  die  erste  Summe  der  rechten  Seite  von  (82): 

(87)*   =  n*  Tr  —  2  «i)"  gT„  +  2  /?  »^+ V  ^  2'2r     mod.  w^-H, 

femer  die  zweite  Summe: 

^   ^  _^nH3vft^(i'-i)j*(v-i)     mod.  n^-^, 

so  da£  wir  aus  (82)  erhalten  (da   T]r  wieder  durch  n*  teil- 
bar ist): 

^(ii-i)  —  ^(»-D  _f-  2)8«^-+ 2^1» (»-2) 

^      ^nTr-q''{gr+p''){Tir-ßn^+^T2r)    mod.  n^+«; 


*)  Der  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  ausgesprochene  Satz  hatte 
sich  mir  als  beiläufige  Folgerung  ergeben;  es  zeigte  sich  aber,  daß  der 
Beweis  eine  Lücke  hatte;  leider  konnte  ich  den  ausgesprochenen  Satz 
nicht  mehr  unterdrücken.  Er  ist  übrigens  für  die  einfachsten  Fälle 
richtig;  so  hat  man  für  n  =  7:  S'^  —  2'^  —  V £lO  mod.  7^  (auch  mod.  7^) 
und  23  =  1»  =  — 33^1  mod.  7,  und  für  n  =  13:  6»»  —  S^^— 11^3  =  0 
mod.  13«  (auch  mod.  13«)  und:  11«^  S«-^  6«=  1  mod.  13;  für  n  =  19: 
5»_  2^»  —  31»  =  0  mod.  19*  und  2»  =  3»  ^  —  5»  =  —  1  mod.  19. 
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ebenso  ergibt  sich  an  Stelle  von  (94): 

(94)* 

=  -nTr+p''(jr  +  gr){Tir-ßn^-^^T2r)    mod.  n^+8. 

Ebenso  behalten  die  Kongruenzen  (98)  und  (99),  ferner 
(111)  und  (112)  ihre  Gültigkeit,  wenn  man  nur  überall  a  durch 
ßn^  und  den  Modul  n*  durch  «^+*  ersetzt.  Die  Kongruenzen 
(100*)  und  (113)  werden: 

mod.  «^+*, 

so  daß  auch  die  Kongruenzen  (114)  für  den  Modul  n*+*  gültig 
bleiben.  In  gleicher  Weise  lassen  sich  offenbar  alle  folgenden 
Betrachtungen  erweitern.     Nimmt  man  dann  eine  Gleichung: 

(123)*  jp-*  —qn^  —  f^^  =  y^n^  +  s 

hinzu,  so  ergibt  sich  durch  die  genau  entsprechenden  Schlüsse 
das  Resultat: 

(124)*  ß  =  0     mod.  n, 

und  damit  der  Satz: 

Sollen  also  die  Kongruenzen: 

jj^  —  ^  —  r*  ^lEE  0     mod.  «^+* 
und: 

^••a  _  gnt  _  yn«  =  0     jnod.  n*+' 

gleichzeitig  bestehen,  so  muß  die  erstere  auch  für 
den  Modul  n^+^  gültig  sein,  oder  es  muß  eine  der 
Zahlen  />4-J,  i>  +  f,  q  —  r  durch  n  teilbar  sein. 
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§  10.   Der  Fall  III). 

Wir  kehren  nach  diesen  Vorbereitungen  zu  unserer  ur- 
sprünglichen Aufgabe  zurück,  indem  wir  den  Fall  III)  unter- 
suchen.   Die  Gleichungen  (13),   (13*)   und  (13^)   geben  hier: 

(129) 

Nehmen  wir  zunächst  an,  es  sei  eine  der  Zahlen  p,  q,  r 
durch  n  teilbar.  Es  sei  etwa  r  diese  Zahl.  In  der  ersten 
Gleichung  sind  dann  alle  Glieder  der  rechten  Seite,  mit  Aus- 
nahme des  ersten,  durch  »^n+i  teilbar,  die  linke  Seite  ist  durch 
n  teilbar;  es  ist  folglich  auch  rj|  durch  n  teilbar.  Dann  aber 
enthält  rJJ  den  Faktor  w**,  folglich  muß  auch  (X?"  if  durch  n*»~^ 
=  1»'^"  teilbar  sein,  d.  h.  x  oder  y  müßte  durch  n  teilbar  sein; 
das  aber  ist  unmöglich,  da  x,  y,  z  zueinander  relativ  prim 
sein  sollen  und  da  s  =  t  -r^  jetzt  schon  den  Faktor  n  enthält. 

Wäre  umgekehrt  r„  durch  n  teilbar,  so  müßte  wegen  der 
ersten  Gleichung  (129)  auch  r  durch  w  teilbar  sein,  und  wir 
kommen  auf  die  soeben  diskutierte  Annahme  zurück. 

Im  Falle  IQ)  kann  also  keine  der  Zahlen  x^  y,  ß 
und  keine  der  Zahlen  2),  g,  r  den  Faktor  n  enthalten. 

Infolgedessen  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (129) 
sofort  die  Kongruenzen: 

^^|)»(n-l)^       ^^gi»(ii-l)^       y^^y^(n-l)         uQQd     ^^ 

also    auch    nach    dem    Fermat 'sehen    Satze    (nach    welchem 
f^p  ist): 

(130)        pn^f*^\    gn  =  3''"^     rn=r*-'      mod.  n 

und  hieraus: 

l>H=l,    ?i.=l,    »"»=1     mod.  n. 

1907.   Sitraiigsb.  d.  iiiaili.-pb7a.  KL  ^^ 
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Es  ist  aber  nach  III): 

und  durch  Potenzieren  erhält  man: 

ar"i=p*,     y^-^g**,     -gr^^r"     mod.  «*, 
also  aus  der  vorausgesetzten  Gleichung  (3): 

(131)  jp*  =  5«  +  r"    mod.  n^ 

Zufolge  der  Gleichungen  lU)  isty  +  ^  =|?",  etc.,  folglich: 

y  +  £r  =  (a;  —  £r)  +  (rc  —  y)     mod.  w*, 
oder: 

(131*)  rc  =  y +  i2r     mod.  n», 

also  auch,  da  die  rechte  Seite  gleich  p^  ist: 

x=ppn^^Ii^    mod.  n\ 
und  hieraus: 

Pn^^P*^~^     mod.  n\ 

Entsprechendes  erhält  man  aus  (131*)  für  q  und  r,  so  daß: 

|^»=i?"~S     3h  =  ?"~S    r,  =  r"-*     mod.  nK 

Um  die  Zahlen  j?„,  g«,  rn  bzw.  von  den  Zahlen  |?*^',  g••■^ 
r""^  zu  unterscheiden,  müssen  wir  daher  auch  das  Quadrat 
von  n  berücksichtigen.     Wir  setzen  demnach: 

(132)  i?»-^  =  l+n7r,     j*-»  =  l+nx,     r»-i  =  l-fne, 
folglich  gemäß  (130): 

/'iQQ\      JP-  =  1  +  w^  +  »**^i'     ?»  =  1  +  nx  +  w»«„ 

Vl***^)  i        I  I  9 

»■*  =  1 +  »e  + w^i- 

Andererseits  ist  nach  den  Gleichungen  III*): 

2x  =  2ppn  =  i>-  +  2*  +  r«  =  2i?«  —  (p"  —  g*  —  f^), 

(134)    2y  =  2gg„=i?»*  +  g"— r"  =  22"  +  (i?--g"~r*), 

2  £r  =  2  rr«  =p^  —  (?«  +  r"  =  2  r"  +  (p*  —  «*  -  r"). 
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Die  Vergleichung  mit  (133)  ergibt: 

(134»)    ^*  -  g«  -  y«  =  —  2i?7ij  «^  =  2qx^n^  =  2rQ^n\ 

woraus  hervorgeht,  daß  j^  --  q^  —  r*  durch  n^  teilbar  ist,  wie 
es  schon  in  (131)  gefunden  wurde.     Wir  setzen  demnach: 

(135)  jp~  ■—  g"  —  r"  =  2  a  n*, 

wo  nun  a  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  durch  j?,  g  und  r 
teilbar  sein  muß;  und  dann  wird: 

(136)  X  =|>"  —  an^^    y  =  3*  +  a^*,     ^  =  r"  +  a»*. 

Es  soll  gezeigt  werden,  daß  die  Zahl  a  gleich  Null 
sein  muß. 

Setzen  wir  diese  Werte  von  x,  y,  z  in  die  vorausgesetzte 
Gleichung  (3)  ein,  so  ergibt  sich: 

0  =  a:»  —  jT  —  if»  =  (|?*~an*)*  —  (gr*  +  an^Y  —  (r*»  +  an^J" 
=^P"*  —  2*'  —  r**  -  a»»(|)»^--'>  +  g-c»-»)  +  f-c».-»))  mod.  n*, 

also,  da  jede  der  drei  Zahlen  innerhalb  der  letzten  Klammer 
nach  dem  erweiterten  F  er  matschen  Satze  durch  1  ersetzt 
werden  darf: 

=  !>**'  —  t''  —  r"'  —  3  a  n*     mod.  n*. 

Es  besteht  folglich  die  Kongruenz: 

(137)  jp-*  -  «"*  —  r*«  =  3  a  n»     mod.  n» 

neben  der  Gleichung  (135).  Nach  dem  Resultat  von  §  8  kann 
dies  nur  eintreten,  wenn  entweder  die  Zahl  a,  oder  eine  der 
Zahlen  l?  +  g,  jp  +  ^,  q  —  r  durch  n  teilbar  ist.  Letztere 
Möglichkeit  ist  aber  auszuschließen,  wie  jetzt  noch 
zu  beweisen  ist.  Wenn  z.  B. p  +  g  den  Faktorn  enthielte, 
d.  h.  wenn: 

(138)  |)  ^  —  q     mod.  n 

wäre,  so  erhielte  man  durch  Potenzieren: 

139)  i^^.  —  (t    mod.  n*. 

24* 
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Wir  knüpfen  zu  dem  Zwecke  wieder  an  unsere  allgemeinen 
Formeln  an.  Das  Bestehen  der  Kongruenzen  (92)  und  (94) 
wird  durch  unsere  jetzige  Annahme  nicht  gestört;  sie  verein- 
fachen sich  nur  dadurch,  daß  jetzt  das  Glied  an*T2^"(jp*  +  g*) 
gestrichen  werden  kann;  die  Kongruenzen  (98),  (99),  (Hl)  und 

(1 1 2)  bleiben  vollkommen  ungeändert.  Auch  die  Kongruenzen 
(115),  ...  (115^)  bleiben  demnach  bestehen;  in  ihnen  kann 
nur  Sr  jetzt  durch  die  einfachere  Gleichung: 

(142)  w»  Sr  =  —  (r*  —  2i>~)  Ti , 

definiert  werden,  welche  an  Stelle  der  letzten  Gleichung  (114*) 
tritt;  im  übrigen  lauten  letztere  hier: 

n^S,  =  —  («"  —  2i)")  (T,,  —  an^Tg,) 
n'^S,  =  {p-  -  2r»)  (Tip  +  an^T^p). 

Eine  Änderung  erfahrt  hingegen  die  Kongruenz  (100*); 
sie  lautet  jetzt: 

(143)  jp**  — 2""  — r"*=:2aw»+«t^r,  —  4aw8;)'*g'*rir    med.  n^ 

während  die  Kongruenzen  (101)  und  (113)  unverändert  fort- 
bestehen.    An  Stelle  von  (114)  erhalten  wir  somit  jetzt: 

(144)  r»' Tr  —  4anVg''  Tu  =  g»  T,  ~  —  i?" Tp     mod.  n*. 

Die  Gültigkeit  der  aus  (115)  .  .  .  (115®)  abgeleiteten  Kon- 
gruenzen (116),  (117),  (118)  wird  nicht  gestört;  es  ist  nur  dort 
Sr  jetzt  durch  (142)  definiert.  An  Stelle  der  Kongruenz  (119) 
finden  wir  aus  (116)  und  (143): 

(145)  2an^  ^nr^Tr  —  n» g- r- {Sg  +  Sr)     mod.  n\ 

also  ein  mit  (119)  übereinstimmendes  Resultat.  Aus  (117)  er- 
gibt sich  ebenso: 

(146)  2  a  n»  ^  n  r"  T,  -  n*i?*  r*  {Sr  —  Sp)    mod.  n», 

ebenfalls   in  Übereinstimmung  mit   (119);   endlich    aus  (118), 

(113)  und  (143): 

2 a w»  :z  ngTy  —  n*t^g^(Sp  +  5,) 
^^"^'^  E^nr*2V-4anV3"2',r-»V«"(^i»  +  ^«)    mod.  n». 
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Die  Kongruenzen  (119)  sind  also  jetzt  durch  (145),  (146) 
und  (147)  zu  ersetzen.  An  Stelle  von  (120)  erhalten  wir  hier 
aus  (146)  und  (147): 

^aq^Tir+p'^Sp  +  g»Sj  -  r^Sr"  0     mod.  n, 

dagegen  aus  (145)  und  (146): 

P^Sp+  ^Sg  —  r^Sr  —  O    mod.  w. 

Es  ist  folglich  Tir  jetzt  durch  n  teilbar,  wie  auch 
aus(125*)  und  (126**)  hervorgeht,  und  somit  ist  nach  (142) 
die  Zahl  iSr  durch  n  teilbar.  Infolge  dieses  Resultates 
gelten  die  Kongruenzen  (119)  vollständig  unverändert, 
und  ebenso  alle  anderen  früheren  Relationen,  insbesondere 
werden  die  Kongruenzen  (143)  und  (144)  jetzt  bzw.  mit  den 
entsprechenden  früheren  Kongruenzen  (100*)  und  (113)  identisch. 

Besteht  wieder  die  Relation  (123),  so  folgt  aus  (143)  wieder, 
dafi  Tf  durch  n*  teilbar  ist,  somit  aus  (115): 

j^(n^i)  —  r*(i»-i)  4-  2  a  n*  rr:  0     mod.  w», 
ebenso  aus  (123^): 

folglich: 

(147*)  a  =  y     mod.  ». 

Dasselbe  Resultat  leitet  man  als  eine  Folge  des  Zusammen- 
bestehens der  Relationen: 

pn  —  qn  _  y»  __  2  a  n* 

r-  =  2  i)*  +  /?  n\       2*»-^  =  1     mod.  n^ 

leicht  direkt  ab.  Infolge  der  vorausgesetzten  Gleichung  (3) 
war  aber  nach  (137)  2y~Sa  mod.  n;  aus  (147*)  folgt  also 
wieder  das  Resultat:  a^E^O  mod.  n,  auf  dem  alles  folgende  beruht. 

Auch  das  weitere  Rekursionsverfahren  bleibt  im  wesent- 
lichen ungeändert. 

Aus  vorstehendem  geht  hervor,  daß  die  Fälle,  wo  eine 
der  Zahlen  p  +  i,  p  -t  r^  q  —  r  durch  n  teilbar  ist,  von 
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uns  nicht  weiter  berücksichtigt  zu  werden  brauchen; 
und  wir  kommen  zu  folgendem  Resultate: 

Infolge  der  Gleichung  a:"  =  y"  +  ^  müssen  die  Kon- 
gruenzen: 

p**  —  q**  —  r"  EH  0     mod.  n^+2 

^n8  _  ^2  _  ^8  ^  0        „     n^+» 

zunächst  für  A  =  0  bestehen;  dann  gelten  sie  nach  unserem 
Hilfssatze  auch  für  A  =  1,  dann  für  A  =  2,  u.  s.  f.  Es  bleibt 
also  nur  die  Möglichkeit,  daß  die  Zahl  a,  welche  als  Faktor 
von  w^+2  bzw.  n*+^  auftritt,  wenn  man  die  Kongruenzen  als 
Gleichungen  schreibt,  gleich  Null  ist;  wo  wir  dann  aus  Glei- 
chung (135)  das  Resultat: 

(148)  ^-^  _  g»  _  r^  =  0 

erhalten.     Mit  Rücksicht   auf  die   Gleichungen  (134)    können 

wir  sonach  folgenden  Satz  aussprechen: 

Sollen  also  drei  Zahlen  a?,  y,  s  existieren,  deren 
keine  durch  n  teilbar  ist,  und  die  der  Gleichung: 

x^  —  y**  —  ;0^  =  0 

genügen,   so  ist  jede  von   ihnen  gleich  der  n****  Potenz 

einer  anderen  Zahl;  und  zwischen  diesen  drei  anderen 

Zahlen  p,  q,  r  besteht  dieselbe  Relation: 

pn g»  —  ^»»  ==  0. 

Für  diese  Zahlen  p,  q,  r  gilt  also  dasselbe;  man  hat: 

p^p*l,     q=^q\,     r^r^^ 
und  es  ist: 

^H    _    ^   _    ^.    _   0. 

Die  Zahlen  p^,  q^^  r,  sind  kleiner  als  die  Zahlen  j?,  q,  r; 
letztere  kleiner  als  die  Zahlen  x,  y,  £,  So  wird  man  zu  immer 
kleineren  Zahlen  jp„  g,,  r,  fortschreiten,  bis  eine  dieser  Zahlen 
gleich  1    geworden    ist,    wo   dann   eine  Gleichung   der  Form: 

P»  =  ^»  +  1 

bestehen  müßte,  die  offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  P  =  lt 
Q  =s  0  genommen  wird. 

Hiermit  ist  auch  der  Fall  UI)  als  unmöglich  nachgewiesen. 
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§  11.    Schlnssbemerkung 

Somit  ist  die  Unmöglichkeit  dargetan,  eine  Gleichung 
der  Form  (3),  d.h.  eine  Gleichung: 

a:»  ==  y»  +  £f»» 

durch  ganze  Zahlen  x^  y,  z  zu  befriedigen,  wenn  n 
eine  ungerade  Primzahl  bedeutet,  und  wenn  keine  der 
Zahlen  a:,  y,  z  durch  w  teilbar  sein  soll.  Der  Fall  aber, 
wo  eine  dieser  Zahlen  durch  n  teilbar  ist,  wurde  schon  oben 
(p.  297  ff.;  vgl.  auch  unten  §  12)  erledigt. 

Da  nun  die  Unmöglichkeit  des  Falles  w  =  4  von  Lam^ 
nachgewiesen  wurde,  kann  n  auch  keine  Potenz  von  2  sein;^) 
es  bleibt   also  in  der  Tat  nur  die   eine  Möglichkeit  n  =  2. 

Die  im  vorstehenden  herangezogenen  Hilfsmittel  sind 
durchaus  elementarer  Natur;  außer  dem  Fermat sehen  Satze 
der  Zahlentheorie  sind  nur  einfache  algebraische  Umformungen 
benutzt  worden.  Es  ist  daher  immerhin  möglich,  daß  Fermat 
bereits  im  Besitze  eines  Beweises  für  seine  Behauptung  ge- 
wesen ist,  denn  die  von  uns  benutzten  Hilfsmittel  sind  der 
binomische  Satz,  der  Fermatsche  Satz,  nach  welchem  ^~~^  =  1 
mod.  n,  und  der  sogenannte  erweiterte  Fermatsche  Satz. 

Das  gewonnene  Resultat  kann  man  auch  dahin  aussprechen, 
daß  die  Kurve: 

x^  —  y**  —  j?**  =  0 

außer  den  drei  Punkten  0,  1,  — 1;  1,  0,  1;  1,  1,  0  keinen 
weiteren  Punkt  mit  rationalen  Koordinaten  besitzt. 

Bedeutet  daher  X  eine  rationale  Zahl,  und  schneiden  wir 
die  Kurve  mit  der  geraden  Linie: 

{x  —  y)  —  Xz  =  ^, 

welche  durch  den  Punkt  1,  1,  0  hindurchgeht,  so  kann  die 
resultierende  Gleichung  nicht  durch  rationale  Werte  erfüllt 
werden.     Es  ergibt  sich  aber  durch  Elimination  von  z\ 


M  Vgl.  hierfür  auch  den  Schluß  des  oben  zitierten  Werkes   von 
Hubert. 
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A-  (a:"  —  jT)  —  (a:  -  y)*  =  0 , 
oder  nach  Division  mit  x  —  y,  wenn  noch: 

X 

7"" 

gesetzt  wird: 

Ist  die  ganze  Zahl  n  größer  als  2,  so  kann  demnach  diese 
Gleichung  nicht  durch  rationale  Werte  von  t  und  X  erfüllt 
werden,  ausgenommen  die  Werte  ^  =  1,  A  =  0  und  <  =  0, 
A  =  +  1,  oder  —  1,  je  nachdem  die  Zahl  n  ungerade  oder  ge- 
rade ist. 

§  12.   Nachtrag  zu  §  7,  —  Erläuterung  der  allgemeinen 
Schlttsse  an  dem  Falle  n  =  5. 

Die  oben  angewandte  Schlußweise  möge  hier  noch  an  dem 
Beispiele  »  =  5  erläutert  werden. 

Durch  Vergleich  der  rechten  Seite  von  (58*)*  mit  (57')* 
erhalten  wir: 

=  —  2  rx  jix     mod.  n. 

Wir  können  hier  die  Entwicklung  sogleich  weiter  ver- 
folgen, wenn  wir  in  (58°)*  gemäß  (58**)*  setzen: 

dann  wird: 

ijti  —  xi)q=  —  2ri  +  2nri 

+  n^+i[i?x?  +  2n«,  +  rJ(2n-l)»?H-2  +  Kn-l)(w-2)rJr-T 

mod.  w*^+*, 
also  nach  (57»)*: 

(A)    ^,q  =  ^2n(7i^  +  x,)  ^ri(2n-iyq--^^i(n^l)  (n-2)  qT-^ri 

mod.  w^+^. 

Die  Zahl  i>i  in  (58)*  ist  hierdurch  bis  auf  Vielfache  von 
w^+'  bestimmt;  wir  haben  demnach  zu  setzen: 
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(B)         p  —  a  =  2ti^+'  r,  +  n  *xn»^+»  +  r, »{  n**+*, 

und  nun  #!  zu  suchen.    Durch  Potenzieren  finden  wir,  analog 
zu  (58*)*: 


(C) 


+  16r{w*^+*  (^J  ?»-^      mod.  n5^+«, 


and  hierin  ist: 

e^  =  2w^+^  rj  +  r^  1?,  n'^+5  +  r,  »[  n*^+*, 

Andererseits  ist  analog  zu  (57)*,  gemäß  (60*)*: 

r  —  9-EE2n^+2,.^  [1  ^  gw^-i-i(^i  -(.  «0  +n2^+*  jrl  «1] 

®  +2n8*+«.r.rfi)''-i3''-i     mod.  n^-^+S 

oder  wenn  wir  die  Relation  (B)  zur  Umformung  benutzen,  und 
beiderseits  mit  r^n^^+^  dividieren: 

+nH»K»-l)(w-2)4rJg»-»+n«^+2K>»-l)(w-2)(n-3)2r?g"-* 
^26(7i;+x;)+2n^+'7iIxi+n2^+2.2v.r;jp'-'3''-»    mod.n^^H-« 

oder,  analog  zu  (58®)*: 

(«i-^i)9  =  2ri-2nn2»-* 
-n^+i[*,3+2np.,+(«i'-^!)*3+i(w-l)(w-2)rJ(Z"-T 

^  ^      +n«^+2[2rr;^''-i3''-dixig-*ig-4vri^i9*'-i 
-|rf(n-l)(n-2)(n-3)9--8]     mod.  ns^+^ 

Hierin  ist  (ji[  — xj)*  gemäß  (58^)*  durch  die  Zahlen  r„  q,  ?>„ 
'^i,  x|  auszudrücken.  Einen  anderen  Wert  für  x, — n^  finden 
wir,  indem  wir  in  (E)  die  linke  Seite  durch: 

l)-3  4-»*"^(i>:^i  — 9x,)  =  2n^+V,  +n^'^^q(7t^  —  x,) 
+  n2*+2  2ri7i, +  n»^+»ri^j     mod.  n*^+* 

ersetzen,  wobei  zur  Umformung  die  Kongruenz  (58)*  benutzt 
wurde;  wir  erhalten  dann  aus  (E),  nach  Division  mit  n^+', 
analog  zu  (57*)*: 
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Macht  man  in  (P)  die  angedeutete  Substitution,  nämlich: 

+  *(w-l)(»  — 2)r;g— 2  — 27r;«i]     mod.  n^^+2 

und  ersetzt  noch  q**~^  durch  1  +  «^+^  x,,  so  stimmt  die  rechte 
Seite  von  (P)  mit  der  rechten  Seite  von  (G)  bis  auf  die  Glieder 
mit  dem  Faktor  n^^^^  überein  (denn  so  ward,  bestimmt);  die 
Vergleichung  der  letzteren  gibt  also  eine  Bestimmung  von  &[ 
bis  auf  Vielfache  von  m^  +  '. 

Sodann  hätten  wir  die  Kongruenz  (60®)  zu  erweitem.   Wir 
setzen  demnach: 

(H)       pqR  =p^(('  +  w2^+8  .  V  •  Ap""^  <C'^  +  w^^+®  i?2. 

In  der  Gleichung: 

x^'y'^  =  [p»^»  +  -ef  (p**  —  ?")  —  ^^J" 
ist  nach  der  auf  Seite  317  für  r,»  abgeleiteten  Relation: 

;er^-:«^+2r,^''(?''  +  n'^^+'rf^i)''-^9''-*     mod.  ti*^+®; 

also  folgt: 

^vyr  r^2>»«  v^nr  _^  n2^+* .  v  .  rJ(^})2''+"(''-^), 

+  n*^+«  Q  rt(i??)^^+"(''-2)     mod.  n«^+l^ 
und  nach  (30)*: 

und  somit: 

r^-^^pgiJ:i:i)''g''  +  n2^+8.v.rJi?--^3''-^-w*^+«-v'-f1(l?«)*''-'' 
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Durch  den  Vergleich  mit  (H)  ist  dann  t]^  bestimmt: 
(K)    17,=  — r»f1i?2r-2^2.-2^^Q^^.-2^.-2  mod. n2^+3. 

Für  die  DiflFerenz  p^  —  g^  finden  wir  hieraus: 

(L)         —  2n5^+«.v'.rJ(i?g)2''-2+2n5^+«(^2)rJ(i?(?)''-2 

mod.  n'^+^'. 

Nach  (B)  dürfen  wir,  unter  Einführung  einer  noch  unbe- 
kannten Zahl  ^1,  setzen: 

(M)  |>--g  =  2»^+ir,+  n«^+Sr,i>j  +  «*^+Vji>;  +  »^^+*r,^I; 

und  durch  Potenzieren  ergibt  sich  hieraus: 


(N) 


+  r][Wn^^+*f1+  (^]2»f*n5^+s    mod.  n«^+^ 


wo  0^,  Ö3  durch  obige  Gleichungen  (D)  definiert  sind,  während 
65  die  rechte  Seite  von  (M)  bezeichnet.  Entwickelt  man  die 
rechte  Seite  von  (N)  nach  Potenzen  von  n,  so  stimmen  alle 
Glieder  bis  zu  demjenigen  mit  dem  Faktor  n*^+*  einschließlich 
mit  den  entsprechenden  Gliedern  von  (L)  bzw.  den  schon  in 
der  Kongruenz  (C)  so  weit  schon  berechneten  Gliedern  über- 
ein; der  Faktor  von  n*^+«  auf  der  rechten  Seite  von  n  ent- 
hält in  Ö5  die  unbekannte  Zahl  ^J,  während  diese  Zahl  auf 
der  rechten  Seite  von  (L)  nicht  vorkommt;  dadurch  ergibt 
sich  eine  Bestimmung  dieser  Zahl  bis  auf  Vielfache  der  Zahl 
»^+^  Ist  n  >  5,  so  enthält  der  Faktor  n*^+*  auf  der  rechten 
Seite  von  (N)  auch  das  Glied: 


m^'- 


Wenn  aber  n  =  5  ist,   so   gibt  dies  Glied   einen  Beitrag 
zum  Faktor   von  n*^+»,   der  durch   die  Kongruenz  (C)   schon 
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bestimmt  ist,  und  deshalb  keine  nachträgliche  Korrektur  erfahren 
kann.  Im  Falle  »  =  5  ist  also  die  Kongruenz  (N)  mit  den 
Kongruenzen  (C)  oder  (L)  nur  verträglich,  wenn  r^  den  Faktor 
n  enthält;  es  folgt  also  für  n  =  5:  r,  =  0  mod.  n,  q.  e.  d. 

Bei  dem  letzten  Schlüsse  hatten  wir  unsere  obige  allge- 
meine Regel  etwas  vereinfacht,  indem  wir  die  Kongruenzen  (L) 
und  (N)  direkt  miteinander  verglichen,  ohne  ihre  DiflFerenz 
explizite  zu  bilden,  ohne  also  auf  Bildung  der  Differenz  (jTj  —  x,)g 
zurückzugehen;  in  ähnlicher  Weise  wird  man  allgemein  ver- 
fahren können. 


Verbesserungen. 

Seite  322.    Für  den  zu  Beginn  von  §  8  ausgesprochenen  Satze 
vgl.  die  Anmerkung  auf  Seite  339. 
,      323.    Z.  10  v.o.:  Lies  , äquivalent"  statt  , gleich*. 
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Znr  Elektronentheorie  IL 

Von  F.  Llndemaiiii. 

(Sinffdanfin  7.  DsMsmUr.) 

In   meiner   letzten  Mitteilung  (oben  S.  197  ff.)  hatte   ich 

gesagt,  daß  die  dort  definierte  Funktion  97«  nicht  der  partiellen 

Differentialgleichung  genügt,  der  sie  nach  Herrn  Sommerfeld 

genügen  sollte.    Letzterer  machte  darauf  aufinerksam,  dafi  der 

cPQ 
Beweis  nicht  korrekt  sei,  da  in  der  Gleichung  für  -ttj-  (oben 

S.  203)  auf  der  rechten  Seite  ein  Glied  fehlt.  Trotzdem  bleibt 
aber  die  angeführte  Behauptung  richtig.  Die  Funktion  9?« 
nänüich  hatte  ich  durch  die  in  Gleichung  (18),  S.  198  definierte 
Funktion  (pQ  ersetzt,  wo  ü  eine  grofie  Konstante  bedeutet,  um 
so  die  Rechnungen  zu  vereinfachen;  wenn  die  betreffende  par- 
tielle Gleichung  von  der  Funktion  (po  nicht  befriedigt  wird, 
so  war  dies  um  so  weniger  von  der  Funktion  9?«  zu  erwarten. 
Aber  nicht  umgekehrt:  es  ist  nämlich  die  in  9?»  unter  dem 
Integralzeichen  stehende  Funktion  S  (die  den  Chaiakter  eines 
Diskontinuitatsfaktors  hat)  gleich  Null,  wenn  die  Integrations- 
Yariable  r  eine  gewisse  Grenze  ü  überschreitet,  die  selbst  eine 
Funktion  von  x^  y,  £f  und  t  ist,  so  daß  identisch: 

gesetzt  werden  darf,  und  zwar  tritt  dies  (nach  den  in  den 
Gleichungen  (3),  (4)  und  (5),  S.  183  gemachten  Angaben)  ein, 
sobald  Q  durch  die  Gleichung: 

(41)  cfl  =  a  +  i2o 
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als  Funktion  von  x,  y,  z  und  t  definiert  wird,  wobei  die  Be- 
deutung von  Rq  oben  auf  Seite  205  angegeben  ist.  Durch 
diesen  Umstand  (den  ich  in  meiner  Abhandlung  |,Über  die 
Bewegung  der  Elektronen"  wiederholt  hervorgehoben  habe), 
werden  die  folgenden  Untersuchungen  bedingt. 

Vor  Eingehen  auf  die  weiteren  Entwicklungen  sei  hier 
noch  folgende  Bemerkung  gestattet:  Oben  in  §  4  hatte  ich 
angegeben,  daß  Herr  Sommerfeld  eine  Formel  von  mir,  die 
für  cx>  a  abgeleitet  war,  für  cxKa  benutzt  habe;  sein  Ver- 
fahren kann  aber  auch  durch  Benutzung  einer  für  ex  <ia  von 
mir  aufgestellten  Formel  erklärt  werden.  Das  wesentliche  ist, 
daß  keine  dieser  Formeln  auf  den  zu  behandelnden  Fall  paßt, 
da  die  Wurzeln  x\  x*\  .  .  .  nicht  passen.  Das  sagt  aber  nichts 
gegen  meine  späteren  Folgerungen,  da  von  diesen  Formeln 
(die  durchaus  nicht  beanspruchen,  alle  Fälle  zu  umfassen) 
nirgends  (Gebrauch  gemacht  wird.  Wo  ich  mich  auf  sie 
beziehe,  wird  nicht  der  Wert  des  betreffenden  Integrals,  sondern 
nur  der  Wert  der  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Funktion 
benutzt,  wie  das  z.  B.  Seite  261  (unten)  meiner  Abhandlung 
ausdrücklich  bemerkt  wird. 

Wir  haben  jetzt  die  auf  Seite  202  ff.  oben  für  fl  =  const 
angestellten  Rechnungen  unter  der  Annahme  zu  wiederholen, 
daß  Q  eine  Funktion  von  t  sei,  indem  wir  zunächst  die 
Tatsache,  daß  Ü  auch  von  x^  y,  e  abhängt,  außer  acht 
lassen.     Es  war: 


c=J« 


0 

gesetzt,  wo  %p  durch  Gleichung  (34),  S.  203  definiert  war;  dann 
finden  wir: 


—J  =  —  sm  CS  Q  '  6-v(<-ß)  1 1  1 


'(■-") 


+  csj. 


und  weiter: 


^-^,(f-t)  QQ^ij^  csxdxy 

0 
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/WO 


—  CS  '  cosin  csii  •  g-v^^-ß)  4-  cse-vi^^  _  ^2^2  (^ 
=  V'(^-ß)sincsfl.a-v('-ß)ri-^y 

—  CS  cosin  CS  q\i—(j  L-v«-ö) 

+  sin  (?sfi .  6-v(«-fl) .  ——  4-  csß-v'W  —  c«s«  ö. 
Durch  die  Substitution: 

kehren  wir  zu  der  ursprünglich  zu  betrachtenden,  in  (32)  de- 
finierten Funktion  Fq  zurück  und  finden  für  sie  die  folgende 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

—  c«  cosin  csQ-\\-  f^Vlc»«o 


['-(^)? 


+c— ^-^"«*.-^  +  er«, 

wo  die  früheren  Bezeichnungen  benutzt  sind  (vgl.  oben  S.  199  fiT.)« 
Weiter  wurde: 

gesetzt;  und  dann  genügte  (pQ  derjenigen  Differentialgleichung, 
welche  aus  der  obigen  Gleichung  (37),  S.  204  entsteht,  wenn 
man  die  rechte  Seite  durch  den  Ausdruck: 
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ersetzt  und  auch  die  linke  Seite  entsprechend  umformt;  dabei 
sind  <P,,  <Pg,  <Pj  die  betreflFenden  Faktoren  aus  der  rechten 
Seite  der  vorhergehenden  Gleichung,  nämlich: 

<P^  =  V''  ('  -  ß)?'?-^-^'«*^     <P,=c .  cosin  csQ'  c««*^ 

8 

Da  aber  die  durch  obige  Gleichung  (41)  definierte  Funk- 
tion Q  im  allgemeinen  auch  von  o?,  y,  js  abhängt,  so  wird  da- 
durch die  Umformung  der  linken  Seite  von  (37)  wesentlich 
beeinflußt.  Diese  linke  Seite  entstand  aus  der  linken  Seite 
von  (19),  wenn  man  dort  (p  durch  9?'  ersetzte.  Jetzt  wird  ge- 
mäß (24),  wo  F  eine  Funktion  von  t  und  Q  bedeutet: 

dxdt"^      \    dt'^dQdxdt'^dii^dx  dt  '^  dQdtdx] 

axay  ~  ^      1     ^^^  +  '^  dQ  ~dx  "^  '"  du  dy  "^  afl  dxdy 
d^FdÜ  dü\ 


"^aß*  dx 


Bezeichnen  wir  also  die  linke  Seite  von  (25)  mit  Dttpo' 

so  wird: 

(41»)  Dq>'a  =  iPtfo  +  D,,.  <p'o)  «•'"', 

wo  nun: 


F.  Lindemann:  Zur  Elektronentheorie  IL  357 

(41«)    -S8D^\),;f-=-  +  2cHSh~  +  c»A*Q\ 
oxSy  dx  J 

und  hierin  ist  nach  (31): 

-— =  -  €^^ ^^  sin  CS  ü 
diJ       s 

^  =  c*e*«*^ocosinc5ß  +  -e*«*^o.sinc5fl.(iS*^|. 

afl*  s  \       du) 

Da  fjj  durch  die  Gleichung: 

definiert  war,  so  ist: 

(41-)  11  =  »«(^-ß)- 

Bei  unserer  ersten  Voraussetzung  über  den  Anfangszu- 
stand war  0«  =  0  für  negative  Argumente ;  es  ist  deshalb  zu 
beachten,  daß  der  Ausdruck  (41®)  nur  so  lange  von  Null  ver- 
schieden ist,  als  t  größer  als  Q  bleibt. 

Femer  ist: 

^^  F         e  3  J^ 

-^-- =  - sin  C5fl.e*«*^o.i5Ät)x (0=^75^5*0,(0. 

Unter  Einführung  dieser  Werte  und  Bezeich- 
nungsweisen lautet  die  für  <pQ  zu  erfüllende  partielle 
Differentialgleichung: 

Ersetzt  man  hierin  F  durch  unsere  Funktion  (31),  so  ist 
durch  die  Funktion  (24),  d.  h.  durch: 

1907.  Sitenngsb.  d.  mat]i.-ph7a.  Kl.  ^^ 
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<PQ  =  ^S"' F  {t,  Q) 
die  Gleichung: 


(4i.)A^«=.s+,^^(i_^^y_,^^[i_(^|yj+,^^^ 


befriedigt.     Es  müßte  also  zwischen  den  Funktionen  F 
und  Q  die  Relation:. 

<4i-,i.„..i-.^.(i-?^)%.*.[.-(|e)']_.*4? 

identisch  erfüllt  sein,  wenn  (p'a  eine  Lösung  der  ver- 
langten Gleichung  (41*)  sein  soll.  Das  ist  aber  im  allge- 
meinen nicht  der  Fall,  wie  das  Beispiel  der  Bewegung  mit 
konstanter  Geschwindigkeit  in  Richtung  der  X-Achse  zeigt. 
Hier  ist: 

|  =  t;T,     17  =  0,     f  =  0,     R*  =  {x  +  ^y  +  y^^z\ 

also  nach  (41®): 

f,  =  t;fl,     {cQ  —  ay  =  {x  +  vQf^y^^z^, 

und  somit  (für  Q<t)\ 

wo  r^=  a;*  +  y^  +  ^'^'  Es  wird  also  die  rechte  Seite  von  (4P) 
gleich  (indem  der  Wert  von  %p*  {t  —  Q)  aus  (33)  und  (34)  ent- 
nommen wird): 

—  c(<P^4-  *2)  =  — Cß**''^(i*^~— ^ V  ccosincsflj 

für  z:<ß 
und: 

=  — c*e-**»^cosinc5ß      für  t>Q, 

denn  \ix{i  —  fi)  ist,  wie  schon  oben  hervorgehoben,  bei  unserer 
ersten  Voraussetzung  über  den  Anfangszustand  gleich  Null, 
wenn  t  —  Q  negativ  wird.  Die  linke  Seite  von  (41^)  dagegen 
wird : 
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aß  ,  d*Ffdü\*.      „ 


-2.^*^ 


diidt 
und  hier  ist  einzusetzen: 

afl      s  dUdt        s 

d^F  ick 

^^»^•fc.flcosincsßH ^•*'^sinc5fi-v    für  ^<ß 

=  c^e^''^^ cosin csQ    für  t>Q, 

Damit  z.  B.  der  Faktor  von  cosin  csQ  beiderseits  überein- 
stimmt, müßten  wir  also  haben: 

und  diese  Bedingung  ist  offenbar  nicht  erfüllt. 

Allerdings  kommt  es  für  das  scbließliche  Resultat  nicht 
auf  die  Gleichung  (41')  für  (p'  an,  sondern  auf  die  ursprüng- 
liche Gleichung  (17)  für  9?,  die  rückwärts  aus  (41')  zu  bilden 
ist;  es  wäre  möglich,  daß  sich  die  störenden  Glieder  bei  dieser 
Umformung  herausheben.  Um  die  letztere  vorzunehmen,  multi- 
plizieren wir  in  (48«)  beiderseits  mit  dem  Integrale  P,  das  durch 
(28)  definiert  war,  und  integrieren  nach  Je,  l,  m  über  den  ganzen 
Raum,  indem  wir  Polarkoordinaten  s,  0,  W  einführen,  so  dali 
das  Raumelement  gleich: 

s^sinOdsdedW 
wird,  wobei: 

(4P)  SJc(x  +  i^)  =  RQS cosin  6 

zu  setzen  ist  (vgl.  oben  S.  205).  Links  erhalten  wir  dann 
DicpQ  statt  Dt(pQ,  wo  wieder  9?«  durch  Gleichung  (18),  Seite  198 
definiert  sei;  dabei  soll  D<9?fl  denjenigen  Ausdruck  be- 
zeichnen, welcher  ausD<^i2  entsteht,  wenn  man  in  den 
Differentiationen   nach  x,  y,  z  die  Größe  Q  als   unab- 

25* 
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hängig   von   diesen  Koordinaten   betrachtet,   und  D(f>Q 
ist  durch  die  linke  Seite  von  Gleichung  (19)  definiert: 

Es  ist  also: 
(410  I>9>n  =  (Dt(pü  +  Dsy.<Pü), 

wo  Dxyt(pQ  bedeutet,  daß  bei  der  Differentiation  Q  als  unab- 
hängig von  t  zu  denken  ist. 

Auf  der  rechten  Seite  von  (41«)  haben  wir  die  folgenden 
Integrale  auszuwerten: 

*^«"'JJJ^**'^^*^^^^"'^     für  r<a 

=  0     für  r  >  a, 

wie  aus  obiger  Gleichung  (20)  sofort  hervorgeht,  ferner: 
(43)  ... 

0  0  0 

oder  nach  (36): 

....        3£    ai?o  psinas-a^cosinoÄ  .      /^  -,    3    P  .»^-..«j««  •    ^-^jiCk 

0  0 

Dieses  Integral  Jj  ist  oben  (S.  206)  bereits  berechnet; 
der  dort  angegebene  Wert  ist  aber  auf  den  hier  in  Betracht 
kommenden  Fall,  wo  zwischen  cfi,  R^  und  a  die  obige  Glei- 
chung (41),  nämlich: 

a  -|-  Üq  =  c  fi, 

erfüllt   sein   soll,    nicht   ohne   weiteres    anzuwenden.      Weiter 
haben  wir  das  Integral: 
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i45)  =  7-  ^r^  I — — -cosmcsQds  I  e*^«^^**" ^sin0<i0 

in^a^J  s  J 


0 
00 
See      fsina« — a^cosina^ 


See      ps 


cosin  CS ü  'SiuRqS*  ds. 


0 

Auch  dieses  schon  oben  a.  a.  0.  behandelte  Integral  muß 
für  den  Fall,  daß  die  Gleichung  (41)  besteht,  von  neuem  aus- 
gewertet werden.     Endlich  haben  wir: 

* .  .  '^ 

/ii.\  3^  fsinas  — ascosina«  .  ^t  C  .1?  .<.«-!««  •  ^^jäOk 
(46)=2-j^l 3  ^mcsQds  j  e»^««>»'°^sm  ©d© 

0  0 

OD 

3^        rsinas — ascosina^   .        ^   •    t>    j 

0 

OflFenbar  ist: 

wenn  S^  wieder  das  in  §  4  meiner  ersten  Abhandlung  ein- 
gehend behandelte  Integral  bezeichnet,  falls  man  dort  a,  ^,  y 
(wobei  a>ß>y)  bzw.  durch   cö,  Rq^  a   ersetzt.     Nach    Glei- 

chung  (40)  a.  a.  0.^)  hat  S^  hier  den  Wert  ^ ßy,  also  ist: 
(47)  J.=     ^* 


4^a*" 


')  Es  ist  nämlich  dort  die  rechte  Seite: 

wenn  <5|  =  a+^--y,  (52=o  —  ^  +  y,  ^^rsa  +  yJ-l-y  gesetzt  wird,  also 
gleich:  \^ßy. 
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Nach  Einführung  dieser  Integrale  finden  wir  für  (po  durch 
die  angegebenen  Prozesse  die  Relation: 

(48)    A^.=cV,-f.(l-^-j  J.-cY-[-äi)  Y^^J^a^  -ät^^ 

wo  Jq   durch   obige   Gleichung  (42)   gegeben   ist,   und    wo  «Tj 
und  «7j  nun  noch  ausgewertet  werden  müssen. 

Führen  wir  in  (43)  die  Integration  nach  0  aus,  so   wird: 

^      — 3fi  9jB„  fsina5-a5cosina5/  .    ^      ^        .    ti  x  •        i^j 
^"2^ViJS3fiJ 's^ [smB^-B,scosmR,s)smcsQds 

(49)^      '       " 

wo  Lj,  L„  Lj,  L^  folgende  Integrale  bedeuten.     Es  ist: 
'  sin  a  5  sin  i?«  s  sin  c  5  ß 


,-/. 


0 


dieses  Integral  wurde  in  §  4  meiner  ersten  Abhandlung  (in 
den  Denkschriften  der  Akademie)  mit  Jq  bezeichnet;  ersetzt 
man  die  dort  (in  den  Gleichungen  auf  Seite  247)  yorkommenden 
Größen  a{=^  ß  -\-  y\  ß,  y  bzw.  durch  cfl,  -B^,  a,  so  wird: 

(50)  L.=  |/Jy  =  |ai2,. 

Ferner  haben  wir: 

CO 

•  cosin  a5  •  sin  üftS  •  sin  C5 ß 


^=/ 


0 


ds. 


Nach  Gleichung  (38),  Seite  246  der  genannten  Abhandlung 
ist  dies  Integral  gleich: 

wenn  die  Größen  bi  durch  die  Gleichungen: 
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definiert  werden,  und  t,- =  +  1  oder  =  —  1  ist,  je  nachdem 
di>0  oder  <0  ist;  in  unserem  Falle  ist  3,  =«0,  d,>0,  ^8>0i 
d^<0;  also: 

(51) 

=  -^(a-SR,-cQ)  =  ~R,. 

Das  Integral: 

^         f  sin  a5  •  cosin  R^s  •  sin  csQ  ^ 
Z,=J y ds 

0 

wird  durch  dieselbe  Formel  gewonnen,  wenn  man  a  und  R^ 
vertauscht;  d.  h.  es  ist: 

(52)  i,=  -^(i?„-3a-cß)-|a. 

Das  letzte  Glied  von  (49)  endlich  enthält  das  Integral: 

OD 

cosin  as  •  cosin  R^s  -  sin  csii 

0 

<»  00 

ds  ,  ^  r     .  ,^      ^  ^»5 


j  _  rcosm  as  *  cosm  R^s  ■  sm  csU 

0 

00  00 

cosin(a-|-jBQ)5-8inc5fl \-^  I  cos\n(RQ—a)S'SmcsÜ-; 


der  Wert  ist  unmittelbar  durch  den  Dirichletschen  Diskon- 
tinuitätsfaktor gegeben;   das  erste  Glied  der  rechten  Seite  ist 

wegen  der  Gleichung  a  -]-  Rq=^  cD  gleich  -^,  und  das  zweite 

TT 

Glied  hat,   da  c  Ü  =  a  -{-  Rq>  Rq —  a  ist,   den  Wert  -r ;   wir 

haben  demnach: 

(53)  i.  =  5+|=^. 

Setzen  wir  die  gefundenen  Werte  (50),  (51),  (52),  (53)  in 
(49)  ein,  so  ergibt  sich: 
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(54)  ^ 

Endlich  kommen  wir  zum  Integrale  «Tg,  das  durch  (45) 
definiert  war;  die  möglichen  Werte  desselben  sind  oben  auf 
Seite  207  zusammengestellt;  der  hier  auftretende  Grenzfall 
(cii  =  a -]- Bq)  ist  aber  dort  nicht  berücksichtigt;  wir  hatten 
indessen : 

-aP,ia,Bo-\-eÜ)-a  P.  ia,R^-c  ö)], 

und  hier  bezeichneten  P  und  P,  zwei  Integrale,  die  durch  die 
Gleichungen : 

-Pia,-ß)  =  Pia,ß)  =  ^ß  mra>ß, 


-P,(a,-/?)  =  P,(a,;ff)  =  0 


=  2" 

a<ß. 

71               7t 

=  2°  =  -2 

ß 

a  =  ß. 

=  0 

a>ß, 

71 

a  =  ß, 

n 
~2 

a<ß 

bestimmt  waren.     Wir  erhalten  demnach: 


^  SecfTi  n  n       .   Jt    '\ 


(55) 


3e       c 


16^a*ü,' 


^)  Hier  und  im  folgenden  ist  natürlich  der  Diiferentialquotient  J^ 

rein  formal  zu  bilden,   d.  h.  ohne  daß  dabei  die  Relation  c^si^Q-f-a 
berücksichtigt  würde. 
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also   gleich    dem   arithmetischen   Mittel   zwischen   den   obigen 
Werten  (40)  und  (40»),  Seite  208. 

Unter  Benutzung  der  in  (54)  und  (55)  aufgestellten  Werte 
Yon  «7,  und  J^  erhalten  wir  aus  (48)  die  folgende  partielle 
Relation,  welche  aber  zufolge  der  Bedeutung  von  Dicpa  nicht 
als  Differentialgleichung  aufgefaßt  werden  kann: 


Una^E^l^      \dtj  J  ^  ina^  dfi  ' 

wo  Jq  durch  g  oder  durch  Null  zu  ersetzen  ist,  je  nachdem 
es  sich  um  einen  Punkt  innerhalb  oder  außerhalb  des  Elektrons 
handelt. 

Dieser  Gleichung  genügt  die  Funktion: 

Ü 

See  rS 


'See  ris   , 


wenn  man  Q  als  eine  Funktion  von  t  (nicht  als  Funk- 
tion von  X,  y,  jsi)  betrachtet,  welche  durch  obige  Glei- 
chung (41)  definiert  ist;  Gleichung  (56)  besteht  folglich 
auch  für  das  Integral: 

See    rS 


«       —  2Ä-.j^'- 


9^0» 


da  dasselbe  mit  (pp  vollkommen  identisch  ist. 

Gemäß  (41**)  hätten  wir  auch  DsyM^Pa  in  entsprechender 
Weise  umzuformen,  d.  h.  mit  Pe»**«  zu  multiplizieren  und 
nach  fc,  ?,  m  über  den  ganzen  Raum  zu  integrieren.  Nach  (41°) 
sind  dabei  folgende  Integrale  zu  bilden.     Zunächst: 
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=  Ä^  I-     nacli  (28)  und  (29),  Seite  201 :») 

wenn  S  das  Integral  bezeichnet,  dessen  Werte  oben  in  (3),  (4) 
und  (5)  angegeben  sind,  falls  man  dort  t  durch  ß,  R  durch  ß^ 
ersetzt;  und  zwar  hat  man,  da  hier  cQ — jBo  =  a  ist: 

8=0, 

und  zwar  sowohl  aus  (3),  als  aus  (5).  Nach  (41«)  ist  femer 
zu  bilden: 

j;^  =  jjje'^^'  •  *  *  ^"S  '  ^ '  dhdldm. 

Auf  dasselbe  wird   man    durch   Differentiation    des   Inte- 
grals (57*)  geführt.     Wir  haben: 

^^^  ^  27i^a^dx\RJ 

=  ie74,  +  crrre*«*(*+^*o)cosinc5Ö.p.dtdZdm.|^ 

00 

.  ^     .       3ec^      psina5-~a5cosina5    .    ^  .        ^    ,    afl 


Das  hier  rechts  an  zweiter  Stelle  stehende  Integral  ist 
aber  mit  dem  oben  auf  Seite  (205)  behandelten  Integrale  J^ 
identisch;  wir  erhalten  also: 

In   unserem  Falle  (cß  =  jRo+a)  war  S=0;  somit  wird: 

M  Daselbst  ist  in  der  Gleichung,  welche  (29)  vorangeht,  der  Buch- 
stabe X  im  Exponenten  von  e  durch  x  -|-  ^o  zu  ersetzen. 
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oder  nach  (55): 

(08)  j,.  ___.___. 

Femer  ist  auf  der  rechten  Seite  von  (41*)  zu  bilden: 


-m^ 


a  iJ  dt 


Endlich  kommt  es  noch  auf  folgendes  Integral  an: 

-  J,  +  »5  J4.3-^  -  .^7  +  Ig^^-^r^S  g^  3^, 

wobei  das   oben   im  Anschlüsse   an  (41®)  Gesagte   zu  berück- 
sichtigen ist;  hier  haben  wir: 

J-  =  c*  r  rjV«*(^+«ö)  cosin  csQ'P'dkdldm 
=  g-^-3  j cosincsö-d5  I  e^^'^^^^sinOdO  I  d9^ 

0  0  0 

OD 

3€(r      fsmas  —  ascosinas       .         ^     .    t^        ■, 

=  ^  ^   n  T>  I      • cosm  cssJ 'Sin  Mi. S' äs. 

2n^a^R^  s*  " 


Rechts   steht  das  in  (45)   eingeführte  und  in  (55)  ausge- 
wertete Integral  J^;    es  wird  also: 

Durch  Einsetzen  der  hier  berechneten  Werte  für  die  Inte- 
grale e/j,  J^xi  e/g,  Jg  erhalten  wir  aus  (41°): 
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Da  nun  nach  (41^)  D<pQ  sich  aus  den  Termen  Dt<pQ  und 
Dxy»(pQ  zusammensetzt,  diese  einzelnen  Ausdrücke  aber  durch 
(56)  und  (62)  gegeben  sind,  so  erhalten  wir  folgendes  Resultat: 

Wird  ä  durch  die  Gleichung  (41)  als  Funktion 
von  X,  y,  £r   und  t  definiert,   so   genügt   die   Funktion: 

,^o\                        ^^^       fsinas  — aÄCOsina^fsini?«   .  , 

(63)        9,^  =  _--^-J         .-..^, j---^^smcsTdT 

0  ü 

der  folgenden  partiellen  Differentialgleichung: 
See 


^i 


wo  Jq  im  Innern  des  Elektrons  durch  ß,  außerhalb  desselben 
durch  Null  zu  ersetzen  ist.  Man  kann  die  rechte  Seite  noch 
weiter  ausführen,  indem  man  den  Differentialquotient  von  B^ 
nach  ü  auswertet,  es  ist: 

denn  diese  Differentiation  war  rein  formal  (d.  h.  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  (41))  auszuführen.  Ferner  ist,  da  Q 
durch  (41)  definiert  wird: 

dX  dX  Äo      ' 


du 


9Ö 
woraus  --  zu   berechnen  ist;    der   zweite    Differentialquotient 
ot 

von  Q  nach  t  enthält  die   derivierten  Funktionen  öi(0»  öi(0» 

öf  (0»  schon  hieraus  geht  hervor,  daß  sich  die  rechte  Seite  von 


I 
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(64)  nicht  identisch  auf  das  erste  Glied  (Jq)  reduzieren  kann. 
Die  zuletzt  angeführten  Gleichungen  vereinfachen  sich  wesent- 
lich, wenn  Q>  t  ist,  denn  dann  ist,  gemäß  der  oben  im  An- 
schlüsse an  Gleichung  (41®)  gemachten  Bemerkung,  ü«(^-ß)  =  0. 
Wir  wollen  jetzt  in  den  vorstehenden  Rechnungen  die 
Funktion  Q  durch  eine  beliebige  Funktion  co  von  a;,  y,  z^  t 
ersetzen,  also  durch  eine  Funktion,  die  nicht  durch  die  Glei- 
chung (41)  definiert  wird.  Die  Gleichungen  (410,  (41*),  (41'') 
bleiben  dann  unverändert  gültig,  wenn  man  in  ihnen  Q  durch  co 

i       ersetzt. 

I  Die   über   die   Funktionen    ^j,  *g,   0g   zu   erstreckenden 

Integrale  haben  jetzt  andere  Werte  als  früher.  Nach  obiger 
Gleichung  (39),  Seite  206  und  nach  Gleichung  (43)  ist: 

_  ^_B_  g'  +  jr;  —  c'  Q>'  aiZo 
^""       16  71»  a'm  d(o'^ 

wo  IÜ=={x  +  ^oT+(j/  +  Voy  +  (^  +  ^oy  nach  (36)  von  (o 
abhängt.     Dagegen  wird: 

wenn  sich  aus  den  genannten  drei  Strecken  kein  Dreieck 
bilden  lägt. 

Für  das  Integral  J^  haben  wir  die  obigen  Gleichungen 
(40),  (40*),  (40^)  anzuwenden.  Das  Integral  Jj  ist  durch  (46») 
bestimmt,  wo  für  8q  der  Wert  aus  den  früheren  Gleichungen 
(3),  (4),  (5),  Seite  183  einzusetzen  ist.  Es  ist  femer  J^g  ge- 
mäß (57*^)  leicht  zu  berechnen,  indem  man  den  Wert  von  S 
aus  den  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5)  einsetzt. 

Nach  (59)  wird  also: 

^  See    ^       d  f8\  T  o     ^^ 


0  Man  findet  diesen  Wert  auch  nach  der  in  (49)  gegebenen  Zer- 
legung mittels  der  Integrale  X|,  L^,  X^,  X4,  wenn  man  dieselben  nach 
den  Formeln  meiner  frühereu  Abhandlung  ohne  Rücksicht  auf  die  Re- 
lation c  ß  =  a  -f-  -Ko  auswertet.  Die  Annahme  i?o  +  a  ^  c  ß  (=  c  cd)  gibt 
dann  das  Doppelte  des  oben  in  (54)  benutzten  Wertes. 


370        Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  7.  Dezember  1907. 

wo  wieder  für  S  die  drei  verschiedenen  Möglichkeiten   zu  be- 
rücksichtigen sind;  endlich  nach  (60): 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  findet  man  leicht  für 
die  Funktion  99^,,  wo  co  eine  willkürliche  Funktion 
von  x^  y,  z  und  t  bezeichnet,  eine  zu  (64)  analoge 
Differentialgleichung,  in  der  aber  die  Koeffizienten 
der  verschiedenen  partiellen  Differentialquotienten 
von  o)  jetzt  andere  Werte  haben,  als  früher,  wo  Q  an 
Stelle  von  co  stand.  Die  nähere  Ausführung  der  Rechnung 
bietet  kaum  Interesse ;  für  unseren  obigen  Fall :  0)  =  f  -f-  ^0  ®^' 
halten  wir  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  wieder: 

(66)  I)<pi^i^  =  (?J^, 

wo  nach  (42) :  «Tjj  =  ^  für  r  <  a  und  «7^^  =  0  für  r  >  a  zu  setzen  ist. 
Besonderes  Interesse  verdient  der  dritte  Fall,  wo  sämt- 
liche Integrale  J^^,  J^»  •  •  •  *^6  gleich  Null  werden.  Dann 
hätten  wir  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (66)  gefunden, 
welche  eine  willkürliche  Funktion  co  der  vier  Variabein  a?,  y,  z^  i 
enthält,  was  eine  Unmöglichkeit  involviert.  Dies  wird  durch 
die  Gleichung: 

Jsinas  —  ascosinas,    Tsinüs   .  , 


-/"'/ 


sma5  —  ascosmas  .    -o     •  j 

, sm  ns^\VL  cstas 


0       0 
aufgeklärt. 

Wir  wissen,  daß  im  dritten  Falle  (wo  das  Dreieck  dadurch 
unmöglich  wird,  daß  a  zu  klein  ist)  die  Gleichung  besteht 
(indem  ü)>  ü): 

<Pa>  =  (Pa- 
lm  dritten   Falle    dürfen   daher   die  Differential- 
quotienten   von    (fca    nicht    rein     formal    so    gebildet 
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werden,  wie  es  oben  geschah,  sondern  q>o,  ist  tatsäch- 
lich für  diesen  Fall  (d.  h.  für  o>  >  jR^  +  a)  von  der  will- 
kürlichen Funktion  ganz  unabhängig  und  enthält 
nur  die  durch  (41)  definierte  Funktion  Q^  so  daß  hier 
die  Funktion  qps2^=<P(o  der  obigen  Gleichung  (64),  und 
nicht  der  Gleichung  (66)  genügt. 

Diese  Überlegung  ist  insbesondere  auf  die  spezielle  Funk- 
tion (pt^tQ  anwendbar,  welche  den  Entwicklungen  meiner  beiden 
grö&ren  Abhandlungen  zu  Grunde  lag: 
Auch  das  Integral  (29),  d.  h.: 

I  <+<0 

See    rS^ 

0 

I       genügt   für   t -\- t^^  ü  nicht   der    Gleichung  (66),    son- 

j       dern  der  Gleichung  (64). 

I  Es  könnte  jetzt  scheinen,    als    ob  damit   ein  Teil   meiner 

früheren  Untersuchungen  hinftlllig  würde.  Dem  ist  aber  nicht 
so,  sondern  durch  die  Integration  über  das  Innere  des  Elektrons 
(nach  den  Variabein  a;,  y,  jsi)    wird    diese    scheinbare    Störung 

I       wieder  aufgehoben. 

Die  Gleichung  (42)  stellt  eine  Kugel  dar,  deren  Mittel- 
punkt an  der  Stelle  — f^,  — tj^^  — Co  ü^gt,  und  deren  Radius 
'  gleich  cQ  —  a  ist;  wir  nehmen  ^o  =^  ^  ^^  (^^^  ^^^  meiner 
»ersten  Voraussetzung  über  den  Anfangszustand*).  Für  unsere 
jetzige  Annahme  ist  fo  ^  ^  ^^^  ^  "^  ^»  ^^"'^  ^^^  untere  Grenze 
der  betreflfenden  Integrale  kann  gleich  Null  genommen  werden, 
wenn  t>  Q  ist  (vgl.  die  obige  im  Anschlüsse  an  (41®)  ge- 
machte Bemerkung).  Betrachten  wir  zunächst  die  Kugel  mit 
dem  Radius  et  —  a,  so  hat  diese  demnach  denselben  Mittel- 
punkt wie  die  Kugel  mit  dem  Radius  eü  —  a,  aber  sie  hat 
größeren  Radius;  ferner  kommen  für  Unterlichtgeschwin- 
digkeit nach  meinen  allgemeinen  Entwicklungen  nur  solche 
Werte  von  t  in  Betracht,  für  die  t<it'  ist,  wenn  t'  durch  die 

I       Gleichung: 

(66»)  et'  -  a  =  (r)<=r  +  a 
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bestimmt  wird,  und  für  die  dann: 

(66^)  ct  —  a<T+a 

ist.  Für  t  =  t'  berührt  die  Kugel  mit  dem  Radius  cf  —  a 
gerade  das  Elektron  so,  daß  sie  dasselbe  ganz  umschließ;  für 
t<.^'  schneidet  also  die  Kugel  mit  dem  Radius  et  —  a  das 
Elektron  und  teilt  es  in  zwei  Teile:*)  in  dem  einen  liegen 
Punkte  X,  y,  js,  für  welche  die  durch  (41)  bestimmte  Funktion 
ü  kleiner  als  t  wird  (in  dem  anderen  würde  sich  Q>t  er- 
geben, so  daß  hier  keine  Schwierigkeit  für  uns  eintritt;  hier 
ist  aber  der  Mittelpunkt  der  Kugel  mit  Q  veränderlich). 

Bei  Berechnung  der  Kraftkomponenten,  d.  h.  der  Integrale: 
(67)        ^«  =  f  T/t^  ^^  ^y  ^^     ("^^  ^^^  analogen  P^,  P,), 

ist  ursprünglich  zuerst  nach  t  zwischen  0  und  Q  zu  inte- 
grieren, und  dann  nach  x^  y,  z  über  das  Innere  des  Elektrons, 
wobei  Q  eine  Funktion  von  x,  y,  z  (und  i)  ist.  Wird  nun  die 
Integrationsordnung  vertauscht  und  die  Integration  nach  t 
zuletzt  ausgeführt,  so  wird  die  obere  Grenze  ü  durch  den 
größten  Wert  zu  ersetzen  sein,  den  sie  im  Innern  des  be- 
treflFenden  Kugelteiles  (des  Elektrons,  wo  ü<()  annimmt; 
dieser  Wert  aber  ist  der  Definition  nach  gerade  der  Wert  , 
ü  =  t.  Wir  haben  also  in  dem  einen  Teile  der  das  Elektron 
darstellenden  Kugel  (wo  Q>t  ist): 

i  t 

0  0 

und  in  dem  anderen  Teile  (wo  Q  <it)\ 


»)  Dies  gilt  für  ö<e<t';  für  t  =  t'  berührt  die  Kugel  mit  dem 
Radius  cV  ~  a  das  Elektron  gerade  und  für  t  >  t'  schneidet  aie  daaselbe 
nicht  mehr,  so  dass  dann  in  der  ganzen  Kugel  des  Elektrons  ß  <  ^  ist 
Ist  die  Geschwindigkeit  nicht  konstant,  so  können  sich  diese  Verhältnisse 
im  Laufe  der  Bewegung  natürlich  mehrmals  ändern. 
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Q  i 

0  0 

Im  ganzen  Innern  des  Elektrons  gilt  also  für  die 
Komponente  P,  die&elbe  Formel,  wenn  die  Integration 
nach  T  zuletzt  ausgeführt  wird;  und  dies  ist  diejenige 
Formel,  die  in  meinen  Abhandlungen  der  Berechnung  der 
Kräfte  zu  Grunde  gelegt  wurde.  Hier  könnte  es  scheinen,  als 
ob  die  Berechnung  der  Kräfte  in  dieser  Weise  unzulässig  sei, 
da  in  Gleichung  (69)  eine  Potentialfunktion  benutzt  ward,  die 
der  definierenden  Differentialgleichung  nicht  genügt  (wegen 
der  oberen  Grenze  Q  statt  (), 

Um  dies  aufzuklären,  müssen  wir  auf  die  ursprüngliche 
Bedeutung  der  zu  Grunde  liegenden  Differentialgleichung  (66) 
oder  in   ursprünglichen  Koordinaten  x\  y\  z'  der  Gleichung: 

=0  ,    r>a 

zurückgehen.  Ihr  Integral  gibt  das  Potential  für  die  Wirkung 
eines  Körpers  auf  einen  Punkt  x^  y^  z  während  einer  gewisseu 
Zeitdauer;  der  wirkende  Körper  ist  für  unser  Problem  das 
bewegte  Elektron  in  seinen  früheren  Lagen.  Ist  nun  t<  Q^ 
so  setzt  sich  diese  Wirkung  aus  den  einzelnen  Wirkungen  zu- 
sammen, die  in  der  Zeit  von  r  =  t  bis  t  =  0  (die  Zeit  t  wird 
rückwärts  gerechnet)  sich  summiert  haben,  und  zwar  für  jeden 
Punkt  x^  y,  z  im  Innern  des  bewegten  Elektrons;  die  Lösung 
der  Differentialgleichung  erscheint  deshalb  als  ein  zwischeD 
den  Grenzen  t  =  0  und  r  =  t  genommenes  bestimmtes  Integral 
mit  der  Integrationsvariabein  t.  Ist  aber  t>  Q,  so  wird  das 
Elektron  durch  die  Kugel  mit  dem  Radius  et  —  a  in  der  oben 
besprochenen  Weise  in  zwei  Teile  zerlegt;  in  dem  einen  gilt 
die  vorstehende  Überlegung  unverändert,  in  dem  anderen  (mit 
der  Bedingung  ct>  ü)  kommen  bei  Unterlichtgeschwindigkeit 
nur  die  Wirkungen  zur  Geltung,  welche  in  der  Zeit  von  x  =  0 
Im  t  =  Q  von  den  früheren  Lagen  des  Elektrons  ausgegangen 

1907.  Sitsnngsb.  d.  math.-phyB.  Kl.  26 
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sind;  die  später  ausgegangenen  Wirkungen  (eigentlich,  da  t 
rückwärts  gemessen  wird:  die  früher  ausgegangenen  Wir- 
kungen) sind  schon  mit  Lichtgeschwindigkeit  über  das  Elektron 
hinweggeeilt.  Hier  kommt  also  für  Berechnung  des  Potentials 
nicht  die  Variable  t  zur  Messung  der  für  die  Punkte  x,  y,  ir 
wirksamen  Zeit  in  Betracht;  infolgedessen  kann  über- 
haupt nicht  verlangt  werden,  daß  für  diese  Punkte 
X,  y,  z  das  zugehörige  Potential  7?  der  partiellen  Glei- 
chung (66)  genüge,  und  deshalb  ist  es  hier  erlaubt,  mit  der 
Potentialfunktion  (69)  zu  rechnen,  wie  ich  es  in  meinen  Ab- 
handlungen getan  habe.  Wir  können  das  Resultat  dieser 
Überlegung  in  folgender  Weise  aussprechen: 

Man  lege  um  den  Punkt,  in  welchem  sich  der 
Mittelpunkt  des  Elektrons  zur  Zeit  t  =  ^  (d.h.  zu  Be- 
ginn der  Bewegung)  befand,  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  et  —  a;  liegt  der  Punkt  x^y^z  innerhalb  dieser 
Kugel,  so  gilt  für  ihn  die  Potentialfunktion  99/,  welche 
der  partiellen  Differentialgleichung  (66)  genügt;  liegt 
aber  der  Punkt  rr,  y,  ^  außerhalb  jener  Kugel,  so  ist 
die  Potentialfunktion  <pQ  anzuwenden,  welche  der  ge- 
nannten Differentialgleichung  nicht  genügt.  Dies  gilt 
zunächst^)  für  die  Bewegung  mit  Unterlichtgeschwindigkeit 
(CT>  T)  bei  der  „ersten  Annahme  über  den  Anfangszustand *^. 
Man  kann  dasselbe  auch  folgendermaßen  aussprechen: 

In  (69)  bedeutet  t  die  Dauer  der  Bewegung  (und  kommt 
deshalb  in  i?  vor  zur  Bestimmung  der  jeweiligen  Lage  des 
Punktes  x^  y,  z\  Q  die  Zeit,  während  welcher  die  früheren 
Lagen   des  Elektrons   auf  den    bewegten    Punkt  a?,  y,  z   einen 


*)  Für  die  »zweite  Annahme  über  den  Anfangszustand*  ist  leicht 
eine  entsprechende  Überlegung  anzustellen.  —  Für  Überlichtgeschwindig- 
keit ist  stets  CT<r,  also  ci<IV--£,  andererseits  aH-JR>2';  folglich 
kann  die  Gleichung  c  ß  =  a  +i?o  nur  Lösungen  zulassen,  die  der  Bedingung 
ß  I>  *  genügen  und  somit  nicht  in  Betracht  kommen.  Hier  aber  kann 
die  Gleichung  cü  =  Eq  —  a  Lösungen  besitzen,  die  zu  analogen  Über- 
legungen Veranlassung  geben,  wie  sie  im  Texte  für  c t >  T  angestellt 
wurden. 
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Einfluß  ausüben;  fallen  beide  Zeiten  zusammen,  so  gilt  die 
partielle  Differentialgleichung  (66);  fallen  sie  nicht  zusammen, 
so  kann  die  Potentialfunktion  durch  diese  Gleichung  nicht 
mehr  definiert  werden. 

Der  Unterschied  der  Ton  mir  angewandten  Methode  gegen 
die  sonst  übliche  Methode  besteht  also  darin,  daß  von  Abraham, 
Sommerfeld  und  anderen  die  Funktion  93^  für  alle  Werte 
von  t  zu  Grunde  gelegt  wird,  während  dies  nur  für  t>  Q  ge- 
stattet ist.  Hieraus  folgt  aber  nicht,  daß  die  mit  der 
Funktion  (pQ  =  <pa,  in  üblicher  Weise  gewonnenen  Re- 
sultate wenigstens  für  den  stationären  Zustand  mit 
den  unseren  übereinstimmen  müßten,  wie  wir  weiterhin 
zeigen  werden.  Von  den  genannten  Forschem  wird  nämlich 
richtig  q)Q=z(p^  gesetzt,  dann  ist  also: 


(70) 


0 

0 
Nun  wird  aber  weiter  die  rechte  Seite  durch: 


(70) 


Hnhii)''"^" 


ersetzt,  während  sie  (da  die  obere  Grenze  00  eigentlich  durch  Q 
zu  ersetzen  ist)  für  ^  <  fi  gleich  der  rechten  Seite  von  (69) 
zu  setzen  ist,  und  nur  für  t>  t'  gleich : 


HHUih'^"' 


wenn  f   die   kleinste    „brauchbare"  Wurzel    der  obigen   Glei- 
chung'^(66*)  bezeichnet. 

Bei  Sommerfeld  wird  der  Ausdruck  (70)  durch  die  An- 
nahme tQ  =  CO  gewonnen,  was  deshalb  nicht  gestattet  ist,  weil 

26  • 
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diese  Annahme  bei  der  ganzen  Ableitung  der  Formeln  ausge- 
schlossen werden  mu&te  und  somit  nicht  nachträglich  einge- 
führt werden  kann  (vgl.  oben  S.  197).  Wenn  man  sicher 
gehen  will,  müssen  zuerst  alle  Berechnungen  für  ein  endliches 
t^  ausgeführt  und  dann  der  Grenzübergang  ^o  =  oo  gemacht 
werden;  letzterer  wird  bei  stationärer  Bewegung  indessen  ganz 
überflüssig,  weil  hier  die  Bewegung  schon  nach  endlicher  Zeit 
stationär  geworden  ist  (vgl.  meine  zweite  Abhandlung). 

Bei  Abraham  wird  die  Funktion  q>t-^iQ  nicht  aus  dem 
Grunde  durch  die  Funktion  g?«  ersetzt,  weil  letztere  ebenfalls 
als  Lösung  der  Gleichung  (57^)  aufzufassen  sei,  sondern  des- 
halb, weil  die  Annahme  ^^,  =  00  der  Vorstellung  entspricht, 
daß  der  Beginn  der  Bewegung  unendlich  weit  zurückliege. 
Diese  Überlegung  wäre  berechtigt,  wenn  der  Funktion  <p  eine 
direkte  physikalische  Bedeutung  zukäme;  tatsächlich  ist  sie 
aber  nur  eine  mathematische  Hilfsgröße;  physikalische  Bedeu- 
tung haben  nur  die  vorhandenen  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen, also  die  Kräfte.  Man  muß  deshalb  zuerst 
diese  Kräfte  für  einen  endlichen  Wert  von  t^  berechnen  und 
dann  den  Fall  betrachten,  daß  die  Kräfte  seit  unendlich  langer 
Zeit  wirken,  d.  h.  dann  ^^  =  00  werden  lassen,  wie  ich  es  in 
meinen  Abhandlungen  getan  habe.  Aus  der  Potentialtheorie 
ruhender  Körper  ist  man  gewohnt,  das  Potential  selbst  als 
eine  physikalische  Größe  zu  behandeln  und  mit  ihm  selbst- 
ständig zu  operieren;  im  hier  vorliegenden  Falle  aber  stößt 
man  auf  einen  Widerspruch,  wenn  man  so  verfahrt  (und  das 
scheint  mir  von  prinzipiellem  Interesse  zu  sein),  denn  das  an- 
dere, unter  allen  Umständen  richtige  Verfahren  (bei  dem  man 
erst  nach  Berechnung  der  Kräfte  t^  gleich  unendlich  werden 
läßt)  führt,  wie  ich  gezeigt  habe,  auf  andere  Resultate. 

In  der  Tat  ergab  die  bisherige  Methode  für  die  magne- 
tische und  elektrische  Kraft  einzeln  den  Wert  Null  bei  statio- 
närer Bewegung,  während  sich  bei  mir  (vgl.  die  zweite  Ab- 
handlung) nur  ihre  Summe  gleich  Null  ergab;  ferner  hatte 
man  z.  B.  ein  Unendlichwerden  der  Kraft  beim  Übergange 
von  Unter-  zu  Überlichtgeschwindigkeit  gefunden,  während  sich 
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dieser  Übergang  nach  meiner  Untersuchung  ohne  Schwierigkeit 
Yollzieht.  Von  Wichtigkeit  ist  es  auch,  daß  die  übliche  Me- 
thode, die  sich  des  sogenannten  He avisid eschen  Ellipsoids 
bedient  (und  die  eben  zum  Nullwerden  der  elektrischen  und 
magnetischen  Kraft  je  fiir  sich  führt),  als  nicht  zulässig  er- 
scheint. Schwierigkeiten  ergaben  sich  femer  bei  dem  Versuche 
einer  elektrodynamischen  Begründung  der  Mechanik. 

In  §  16  meiner  ersten  Abhandlung  hatte  ich  die  Formeln 
so  zusammengestellt,  daß  der  Unterschied  meiner  Resultate 
gegen  die  Sommerfei dschen  leicht  zu  übersehen  war;  er  be- 
stand, abgesehen  von  der  Wahl  der  oberen  Grenze  t  (die  so- 
eben besprochen  wurde),  in  der  Vertauschung  gewisser  DiflFe- 
rentiationen  und  Integrationen;  insofern  es  sich  hier  um  die 
DiiFerentiation  nach  x^  y,  z  handelte,  ist  wegen  der  Stetigkeit 
der  unter  den  Integrationszeichen  stehenden  Funktion  innerhalb 
der  ganzen  Kugel  (denn  S  ist  dort  stetig,  und  erst  die  Diffe- 
rentialquotienten von  S  sind  unstetig)  die  Vertauschung  der 
Differentiationen  nach  x  und  |  in  der  Tat  erlaubt;  meine 
obigen  Rechnungen  (oben  §  6,  S.  193)  würden  dies  Resultat 
auch  ergeben,  wenn  man  sie  weiter  durchführte,  d.  h.  die  ver- 
schiedenen Glieder  d  Ui  aus  den  einzelnen  Teilgebieten  der 
Kugel  addierte.  — 

Die  obige  Überlegung  ist  natürlich  nur  so  lange  anwendbar, 
wie  das  Elektron  von  der  Kugel  mit  dem  Radius  et  —  a  ge- 
troffen wird;  für  t  =  t\  wo  letzterer  Wert  wieder  durch  (66*) 
definiert  ist,  tritt  Berührung  ein,  und  für  t>  t*  ist  die 
Differentialgleichung  an  keiner  Stelle  im  Innern  des 
Elektron  durch  die  Funktion  97  befriedigt;  nur  bei 
konstanter  Geschwindigkeit,  wo  t*  von  t  und  von  a:,  y,  z  un- 
abhängig ist,  tritt  dies  noch  ein.  Für  t>  t'  haben  wir  dann 
den  stationären  Zustand. 

Für  diesen  letzteren  müßten  sonach  meine  Resultate  mit 
denen  von  Sommerfeld  übereinstimmen;  der  Grund,  weshalb 
dies  nicht  der  Fall  ist,  muß  also  in  der  mathematischen  Durch- 
führung liegen.  Schon  auf  Seite  327  meiner  ersten  Abhandlung 
habe  ich   darauf  hingewiesen,  daß  bei  der  Sommerfeldschen 
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Auswertung  der  betrefiFenden  dreifachen  Integrale  eine  Ver- 
tauschung zweier  Integrationen  vorgenommen  wird,  die  nicht 
ohne  weiteres  gestattet  ist.  Diese  Vertauschung  ergibt  sich 
nun  bei  näherer  Betrachtung  als  nicht  erlaubt.  Es  handelt 
sich  um  das  Integral  (vgl.  a.  a.  0.,  S.  326): 
t'  t' 

^' =p^  a'jjji  ^"^  ^^  ^'  =i^'  ijn^^''^^^'' 

0  (» 

wenn  die  dreifache  Integration  über  das  Innere  des  Elektrons 
erstreckt  wird,  und  wenn  8  wieder  die  obige  Bedeutung  hat, 
so  dals: 

Jsinas—ascosinas    .  ,  sin Its 

U' 3 smcsT-  ds,     wo  w=  — = — . 

zu  setzen  ist.  Das  Integral  P«  gibt  die  Komponente  der 
elektrischen  Krafk  in  Richtung  der  o;- Achse.  Es  ist  also  das 
dreifache  Integral: 

W  =  jj^xclxdydz 

auszuwerten,  wo  sich  die  Integration  über  das  ganze  Innere 
des  Elektrons  erstreckt.  Nach  der  von  Herrn  Sommerfeld 
angewandten  Methode  wäre: 

00 

TTT      Cj    r  r  rsinJ?5sinas  — ascosinas   .  ,     ,     , 

It  =  I  as  I  I  )-^ö ^5 smcsT'dxdydjs 

(71)  « 


WO  nun  Q  das  folgende  Integral  bezeichnet: 

oo 

^       r /sina5— a5cosina5\*   .  .    rw,     i 

^>=ll 3 I   smcsr  '  smTs- 


ds 

8  • 


Nehmen   wir  z.  B.  an,   die  hier  vorkommende  Variable  r 
genüge  der   Bedingung  t^  <  t  <  t',   wo  t®  und  t'   bzw.   durch 


die  üleichmigon: 
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CT  +  T^2a    und     er  — T=2a 

definiert  sein  sollen  (also  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in 
meinen  früheren  Abhandlungen),  so  ist  nach  Herrn  Sommer- 
feld (Göttinger  Nachrichten,  1904,  S.  892): 

2a 
ex-  T 

Bebandelt  man  dagegen  das  Integral  W  nach  meiner 
direkten  Methode,  so  ist  zu  beachten,  daß  die  Ungleichung 
To  <  T  <  t'  meiner  „dritten  Lage*  entspricht  (vgl,  S.  262  und  274 
meiner  ersten  Abhandlung),  welche  durch  Figur  4  (vgl.  oben 
S.  188)  charakterisiert  war.  In  dem  (kleineren)  horizontal 
chraffierten  Teile  des  Elektrons  ist  jB<ct  —  a,  und  somit 
S=0;  nur  der  andere,  vertikal  schraffierte  Teil  liefert  daher 
einen  Beitrag  zum  Integral,  und  hier  ist  (bei  Unterlichtge- 
schwindigkeit): 

CT  —  a<R<T  +  a<cr  +  a, 
also  S  durch  obige  Gleichung  (3),  Seite  183  gegeben,  folglich: 

oder  bei  Benutzung  von  Polarkoordinaten  (vgl.  S.  274  meiner 
ersten  Abhandlung): 

W  =  "^Jr  [a«  —(CT-  Ry]  d RJsin  Od  0  Jd  W, 

er  — o  0  0 

wo: 

2JBTcosin0;  =  iJ«-f  T»  —  a^ 
somit: 

^  =  Ä Jl^"*  -(CT-  Ä)»]  [a»  -  (T  -  Rf]  d  B, 

cx  —  a 

oder,  wenn  q  =  ex  —  JB  +  a  gesetzt  wird: 
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cx-T 

und  dieser  Wert  ist  von  dem  obigen,  wie  er  sich  aus 
(71)  und  (72)  ergibt  vollständig  verschieden.  Die  Ver- 
tauschung der  räumlichen  Integration  nach  x,  y,  0  mit  der 
Integration  nach  der  Variabein  s  zwischen  den  Grenzen  s=0 
und  5  =  00  ist  daher  nicht  gestattet.  Hierin  liegt  ein  wesent- 
licher Grund  für  die  Verschiedenheit  meiner  Resultate  von  den 
früheren. 

Da  die  Sommerfeldschen  Formel  jede  Bewegung  (nicht 
nur  die  stationäre)  umfassen  sollen*),  indem  man  z.B.  bei 
beliebiger  endlicher  Anfangszeit  die  Geschwindigkeit  vor  dieser 
Zeit  durch  Null  ersetzt,  so  kommen  außerdem  die  oben  im 
Anschlüsse  an  Gleichung  (70)  gemachten  Bemerkungen  in 
Betracht. 


*)  Vgl.  die  Abhandlung  von  Sommerfeld  in  Jahi^gang  1905  der 
Göttinger  Nachrichten.  —  Ich  erwähne  dies  besonders,  da  Herr  Schott 
in  einer  soeben  erscheinenden  Abhandlung  (Annalen  der  Physik,  vierte 
Folge  Bd.  25,  S.  80)  die  Ansicht  vertritt,  daß  die  Sommerfeldschen 
Resultate  für  das  Anfangsstadium  keine  Gültigkeit  beanspruchen.  Die 
von  Herrn  Schott  in  anderer  Hinsicht  ausgesprochenen  Bedenken  (ins- 
besondere in  Bezug  auf  ünstetigkeiten  der  Geschwindigkeit  und  in  Bezug 
auf  meine  Berechnung  der  Masse)  halte  ich  nicht  für  zutreffend,  wenn- 
gleich diese  Fragen  noch  genauerer  Erörterung  bedürfen;  bei  Fortsetzung 
meiner  Arbeit  werde  ich  darauf  zurückkommen. 

[Zusatz  vom  1.  Febr.  1908.] 
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Magnetische  Ortsbestimmungen  in  Bayern. 

3.  Mitteilung. 
Von  J.  B.  Messersehmitt. 

(JUnfftUntftn  7.  Dn^mber  1907.) 

Die  Yorliegenden  magnetischen  Ortsbestimmungen  schließen 
sich  an  die  früheren*)  unmittelbar  an  und  enthalten  bereits 
die  Anfange  der  in  Aussicht  genommenen  Detailuntersuchungen. 
Die  Messungen  sind  mit  dem  nämlichen  Instrumente  und  in 
der  gleichen  Weise  ausgeführt  und  reduziert  worden,  wie  dies 
in  der  zweiten  Mitteilung  eingehend    beschrieben   worden   ist. 

Die  Genauigkeit  der  Deklination  und  Inklination  ist  auf 
±  r,  die  der  Horizontalintensität  auf  ±  10  y  anzunehmen. 

Die  Beobachtungen  im  Feld  sind  nach  den  Registrierungen 
der  magnetischen  Elemente  in  München  auf  den  Anfang  des 
Jahres  1905  reduziert.  Durch  die  Errichtung  einer  neuen 
Linie  der  elektrischen  Trambahn  von  der  Max-Josephbrücke 
in  Bogenhausen  isaraufwärts  ist  eine  weitere  Verschlechterung 
des  magnetischen  Feldes  am  Observatorium  eingetreten,  be- 
sondere seitdem  die  Geleise  über  die  Brücke  bis  zum  Herzog- 
park (Montgelasstraße)  geführt  wurden,  obwohl  der  Endpunkt 
dieser  Strecke  noch  650  m  nach  Westen  von  dem  Stand- 
punkt der  magnetischen  Registrierinstrumente  entfernt  bleibt. 
Es  mußten  daher  die  Aufzeichnungen  der  magnetischen  Wage 


I  ^)Me88er8chmitt,J.  6.,  Magnetische  Ortsbestimmungen  in  Bayern. 

Diese  Berichte  Bd.  XXXV,  Heft  1,  S.  69—83,  1905  und  Bd.  XXXVI,  Heft  3, 
S.  546—679,  1906,  mit  einer  Karte. 
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als  völlig  unzuverlässig  ganz  eingestellt  werden.  Die  beiden 
anderen  Elemente  dagegen  sind  für  die  Reduktion  der  Feld- 
beobachtungen, sowie  zur  Ableitung  von  Mittelwerten  noch 
genügend  zuverlässig  und  kann  die  Unsicherheit  in  Deklination 
zu  ±  0/2  Zehntel  Bogenminute  und  in  der  Horizontalintensität 
zu  ±  2y  angenommen  werden.  Doch  kommen  in  den  Registrier- 
kurven hie  und  da  jetzt  Sprünge  vor,  die  offenbar  von  zeit- 
lichem Kurzschluß  in  den  Trambahnlinien  herrühren,  wodurch 
also  einzelne  Werte  unter  Umständen  ungenauer  werden  können. 

Die  Vergrößerung  der  Störungen  durch  die  Trambahn 
rührt  offenbar  daher,  daß  zwischen  den  Endstrecken  der  beiden 
zunächst  gelegenen  Linien,  nämlich  in  der  Ismaningerstraße, 
195  m  Entfernung  nach  WSW,  und  Montgelasstraße,  650  m 
nach  W,  eine  Art  leitende  Verbindung  in  den  vagabundieren- 
den Strömen  hergestellt  wird,  obwohl  die  beiderseitigen  Schienen 
nicht  miteinander  verbunden  sind,  sondern  400  m  voneinander 
entfernt  bleiben.  Eine  direkte  Verbindung  der  Qeleise  oder 
auch  die  Verlängerung  eines  derselben  vnlrden  die  Brauchbar- 
keit der  magnetischen  Beobachtungen  am  magnetischen  Obser- 
vatorium ganz  in  Frage  stellen.  Sogenannte  Feinregistrierungen, 
bei  denen  Genauigkeiten  von  0,1  y  mindestens  verlangt  werden, 
sind  ja  schon  jetzt  nicht  mehr  auszuführen.  Es  kann  daher 
die  Verlegung  des  Observatoriums  nur  noch  eine  Frage  der 
Zeit  sein. 

Die  magnetischen  Elemente  in  München,  gültig  für  den 
Anfang  des  Jahres,  sind  aus  den  Mittelwerten  der  Monate 
Dezember  des  vorhergehenden  Jahres  und  dem  Januar  des 
folgenden  Jahres  abgeleitet.  Sie  sind  in  der  nachstehenden 
Tabelle  I  zusammengestellt. 

Aus  den  direkt  beobachteten  Werten  der  Deklination  i), 
der  Horizontalintensität  R  und  der  Inklination  J  sind  die  recht- 
winkligen Koordinaten 

Nordkomponente :  X  =  H  -  cos  D 
Westkomponente :  Y  =  H  -  sin  D 
Vertikalkomponente:   Z  =  H  -  ig  J 
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abgeleitet  worden,  woraus  dann  die  Totalintensität: 

F  =^  H  '  sec  J  ^=  Z '  cosec  J 
folgt. 

Tabelle  1. 

N,  Br,  48<>8:8.   Länge  11^  36. '5  ö.  v.  Green w.    Höhe  «  530  m. 


München 

D 

1 

H 

/ 

X 

Y 

z 

J'^ 

1899.0 

'l0086.'8W 

0.20572 

6302a'2';  0.20  220 

-0.03  789 

0.41  056 

0.45  922 

1900.0 

1   30.2 
1   25.8 

595 

20.0 

250 

780 

1011 

890 

1901.0 

629 

18.1 

288 

735 

1019 

914 

1902.0 

21.2 

643 

15.1 

1    307 

710 

0  957 

865 

1908.0 

16.9 

652 

11.8 

320 

686 

0  878 

798 

1904.0 

11.1 

648 

10.9 

319 

644 

0  834 

755 

1905.0 

7.3 

653 

10.5 

331 

630 

0  841 

767 

1906,0 

2.0 

651 

10.3 

1    335 

598 

0  832 

757 

1907.0 

9  56.7 

646 

9.9 

336 

1 

566 

0  810 

736 

Die  Inklination  ist  nur  aus  absoluten  Beobachtungen  mit 
dem  Bambergschen  Nadel-Inklinatorium  und  dem  Wild-Edel- 
mannschen  Botations-Inklinatorium  berechnet.  Für  die  Reduk- 
tion der  Feldbeobachtungen  wurden  die  stündlichen  Beobach- 
tungen von  Potsdam  und  Pola  mit  herangezogen. 

Die  Deklination  zeigt  jetzt  eine  mittlere  Abnahme  von 
4! 9;  der  nämliche  Wert  folgt  aus  den  Jahresmitteln  der  letzten 
8  Jahre.  Die  Horizontalintensität  ist  in  den  letzten  5  Jahren 
dagegen  nahe  ungeändert  geblieben;  die  Inklination  nimmt 
nur  wenig  ab;  ein  Ergebnis,  das  mit  dem  Verlauf  der  magne- 
tischen Elemente  der  nächstgelegenen  Observatorien  in  Pots- 
dam und  Pola  gut  übereinstimmt.^) 

Die  nachfolgende  Tabelle  II  enthält  der  Hauptsache  nach 
die  Beobachtungen  des  Jahres  1906,  doch  sind  noch  einige 
ältere  unveröffentlichte  Beobachtungen  hinzugefügt  worden, 
welche  entweder  gelegentlich  Rekognoszierungen  erhalten  wur- 


^)  Messerschmitt,  J.  B.,  Neuere  Mißweisungsbestimmungen  in 
Mitteleuropa.  Annaleti  der  Hydrogr.  und  Mar.-Met.  85.  Jahrg.,  1907, 
S.  522-526. 
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Nr. 

Ort 

Breite 

Länge 
östl.  von 
Greenw. 

Meeres- 
höhe 

^05.0 

^05.0 

1  j  Kirchheimbolanden 

49039'  53"   80  0'  19" 

320  m 

11056.'2 

0.19  599 

2  !  Eusel 

32  12 

7  24  33 

280 

12  14.7 

19  750 

3  '  Prankenthal 

31  49 

8  21  24 

95 

11  39.7 

19  8O71 

4  ;  Weißenheim  a.  Bg. 

30    6 

8    9  31 

265 

11  40.5 

19  753 

5'  Landstuhl 

25  16 

7  33  52 

240 

12     6.1 

19  773 

6  ;  Neustadt  a.  H. 

20  34 

8    8  30 

220 

11  54.6 

19  811 

7 ',  Homburg  i.  Pf. 

19  16 

7  20  41 

300 

12  32.9 

19  8131 

8!  St.  Ingbert 

16    0 

7     6    0 

150 

12  21.8 

19  828 

9  1  Landau  i.  Pf. 

12  14 

8    6  58 

150 

11  59.3 

19  910 

10    Ludwigstadt 

50  29  27 

11  23  21 

485 

— 

19  567 

11  ,  Mellrichstadt 

25  27 

10  18  39 

275 

— 

— 

12     Oberkotzau 

16  18 

11  56  22 

570 

— 

— 

13  ;  Kronach 

14  20 

11  20  13 

310 

10  26.1 

19  626 

141  Mittelsinn 

11  25 

9  37  12 

200 

— 

— 

15  ;|  Ebenhausen 

7  58 

10     7  57 

300 

— 

— 

16  1  Oberredwitz 

0  22 

12    4  52 

535 

— 

— 

17'  Weiden 

49  40  26 

12     9     3 

400 

— 

19  952 

18     Ochsenfurt 

'      39  45 

10     4  22 

195 

— 



19     Rothenburg  o.  T.   • 

22  37 

10  11  30 

425 

— 

- 

20 '!  Fürth  i.  W. 

I       18  16 

12  51     8 

395 

9  42.2 

20  175 

21 ;:  Roth  a.  S.                        16    2 

11     5  58 

350 

10  28.8 

20  082 

22!   Gunzenhausen           j         7  21 

10  45  23 

450 

— 

— 

23    Regenstauf 

7  12 

12    8    0 

350 

9  57.2 

20  185 

24  fi  Waldmennach 

3     4 

12  42  57 

470 

9  38.2 

20  247 

25     Wülzburg 

1  30 

11     0  24 

630 

10  27.2 

20  1371 

26  i  Abbach 

48  55  10 

11  59  54 

355 

10     3.0 

20  2o3| 

27  |l  Bogen 

54  46 

12  40  53 

315 

9  41.5 

20  2801 

28  !  Abensberg 

48  49 

11  50  36 

865 

10     6.4 

20  289 

29    Donauwörth 

43  34 

10  46  52 

430 

— 

— 

30 II  Osterhofen  a.  D. 

42    0 

13     1  15 

315 

9  26.9 

20  413 

31     Hauzenberg              |       38  56 

13  37  19 

520 

8  59.1 

20  423 

32     Wolnzach                  \       36  20 

11  34  56 

400 

10  14.1 

20  357 

33    Neustift                            34    3    13  23  26 

320 

9  23.3 

20  488 

34,:  Höhenstatt                 i      29  56    13  19  12 

360 

9  26.1 

20  503 

35 ,1  Langweid  a.  L.         ||      29  15 

10  50  50 

450 

10  33.9 

20  878 

36' 

1  Bu  riafingen 

24  30 

10    6     5 

460 

10  45.8 

20  401 
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Tabelle  II. 


i  ^0^.0 

^05.0 

^06.0 
-0.04  054 

-^05.0 

i^05,0 

Lamont 

Top. 
Atlas 

Nr. 

1 

!64«54/8 

0.19  175 

0.41  865 

0.46  226 

"   " 

104  0 

1 

64  43.9 

19  801 

—  04  189 

41  842 

46  269 

— 

1020  !  2 

64  47.4 

19  397 

~  04  004 

42  073 

46  502 

— 

107  0  1  3 

64  42.0 

19  345 

—  03  997 

41  789 

46  222 

— 

107W  1  4 

64  42.0 

19  334 

—  04  145 

41  831 

46  269 

— 

106W  6 

64  18.6 

19  383 

—  04  086 

41  166 

46  685 

I  140 

107W   6 

64  31.9 

19  337 

—  04  302 

41  706 

46  092 

I  99 

105W   7 

64  33.9 

19  368 

-  04  245 

41  693 

46  168 

— 

108W  8 

64  27.6 

19  475 

-  04  135 

41  667 

46  179 

— 

UOW   9 

66  7.8 

— 

— 

42  210 

46  524 

— 

7W  10 

65  7.8 

— 

— 

— 

— 

— 

5W  11 

64  49.7 

— 

^ 

— 

— 

— 

8W  12 

64  B9.7 

19  301 

—  03  555 

42  078 

46  430 

— 

14  W  13 

66  6.1 

— 

— 

— 

— 

— 

10  0  14 

64  57.5 

— 

— 

— 

— 

— 

110  1 15 

64  38.8 

— 

— 

— 

— 

— 

22  W  16 

64  22.6 

— 

— 

41  699 

46  176 

II  180 

30  W  17 

64  32.8 

— 

— 

— 

— 

—  • 

26  0  18 

64  17.6 

— 

— 

— 

— 

I  161 

32  0  19 

64  4.7 

19  886 

—  03  400 

41  608 

46  151 

— 

43  0  20 

64  9.4 

19  746 

—  03  663 

41  461 

46  069 

I  160,  II  149 

40  0  21 

64  4.4 

— 

— 

— 

— 

I  87 

46  0  22 

63  58.7 

19  881 

—  03  489 

41  345 

46  010 

— 

48W  23 

63  56.6 

19  961 

—  03  389 

41  408 

46  093 

— 

49  0  24 

64  4.2 

19  799 

~  03  652 

4t  404 

46  042 

— 

46  W  25 

63  48.3 

19  942 

—  03  534 

41  169 

45  881 

— 

48  W  26 

63  49.8 

19  991 

-  03  414 

41  270 

46  983 

— 

49  W  27 

63  46.7 

19  974 

—  03  563 

41  193 

45  918 

II  23 

54  0  28 

63  52.4 

19  939 

—  03  722 

41  144 

— 

I  74 

52  0  29 

63  34.6 

20  136 

-  03  351 

41  080 

45  871 

— 

57  W  30 

63  28.5 

20  181 

-  03  191 

40  935 

45  751 

— 

66  W  31 

63  37.4 

20  051 

-  03  620 

41  087 

45  863 

62  W  32 

63  31.3 

20  213 

—  03  342 

41  132 

45  952 



65  0  33 

63  36.6 

20  225 

-  03  361 

41  320 

46  127 

*" 

65  0  34 

63  37.5 

20  032 

-  03  786 

41  096 

45  871 

61  W  35 

63  33.6 

20  042 

—  03  810 

41  024 

46  816 

I  183  Ulm 

67  W 

36 
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Nr. 

Ort 

Breite 

Länge 
östl.  von 
Greenw. 

Meeres- 
höhe 

Doifl 

^05.0 

87,  Pfersee 

48« 22'   0" 

10051' 67" 

480  m 

_^ 

__ 

S8    Mühldorf 
39  |i  München 

14  44 

12  81     1 

410 



— 

8  47 

11  86  32 

530 

l(fi  7/3 

0  20  653; 

40  1  Grafrath 

7  48 

11     9  48 

570 

10  24.0 

20  677| 

41 

1  Planegg 

6  30 

11  24  44 

550 

— 

20  5951 

42 

1  Haar 

6  30 

11  44    9 

540 

10    9.0 

20  585| 

43 

Fasangarten 

5  18 

11  86  17 

544 

10  10.8 

20  599' 

44  1  Söcking 

47  59  56 

11  19  46 

630 

10  20.2 

20  638; 

45  |i  Holzkirchen 

52  52 

11  41  42 

690 

- 

_     1 

46 1  Kaufbeuem 

52  47 

10  87     9 

700 

— 

47  ji  Rosenheim 

51  28 

12     8  44 

460 

— 

20  732 

48  il  Hasperting 

49  46 

12  86  80 

640 

9  36.6 

20  725 

49 1;  Adelholzen 

49  35 

12  86  86 

690 

9  38.7 

20  719 

60 

1  Bemhaupten 

49  20 

12  38  58 

600 

9  40.9 

20  739 

51 

Seeshaupt 

49    9 

11  17    8 

600 



20  714 

52 1   Bernau 

48  44 

12  22  49 

540 

9  50.6 

20  740 

53  |i  Marquartstein 

45  37 

12  27  89 

540 

9  43.0 

20  772 

54  |i  Ruhpolding 

45  26 

12  89    2 

660 

9  86.5 

20  774 

55'   Immenstadt 

38  48 

10  13  25 

750 

— 

20  759 

56 

1  Füssen 

84  19 

10  42     7 

800 

— 

— 

57 

Oberstaufen 

38  28 

10     1  42 

800 

10  49.7 

20  754 

den   oder   bei  denen  infolge  schlechter  Witterungsverhältnisse 
nicht  alle  drei  Elemente  beobachtet  werden  konnten. 

Auf  den  Stationen  Weißenheim  a.  Bg.  und  Wülzburg  ist 
bereits  zweimal  ge^nessen  worden.     Es  folgt  daraus: 
für  Weißenheim  am  Berg: 

/>19ü5  Hl  905  «/l»05 

1908  110  41.'1  0.19  757  64«89.'9 

1906  39.9  749  44.2 


Mittel 
für  Wülzburg: 

1903 
_    190^_ 
"Mittel 


11   40.5 


10  27.2 
10  27.2 


0.19  753 

0.20 129 
0^0  145 
0.20137 


64  42.0 


64 
64 


8.1 
5.4 


64     4.2 
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Tabelle  II  (Fortsetzung). 


"05.0 


X- 


05.0 


168  19.91 

163  10.5  i  0.20 


{63  17.9 
,63  13.0 


331 ; 

239 


20  239    — 


- 

- 

63  16.0 

63  10.6 

63 

6.2 

63 

7.2 

63 

1.1 

- 

20 
20 
20 


263 
276 
303  I 


|63  1.7 

63  0.6 

63  5.1 

62  59.1 

66  56.8 

62  57.2 

62  58.2 

62  58.2 

62  57.7 

20 
20 
20 

20 
20 
20 


434  i 
427 

444 

__      I 

435! 

474 
484 


20  385  i  - 

I 


^05.0 

-^«•5.0 

0.03  630 

0.40  841 

-  03  715 

40  910 

— 

40  802 

03  628 

40  707 

03  641 

40  868 

03  703 

40  812 

"~" 

40  730 

-  03  460 

40  783 

•  03  471 

40  714 

03  488 

40  717 

— 

40  717 

■  03  546 

40  677 

03  506 

40  645 

03  461 

40  689 

— 

40  642 

03  899 

40  665 

F, 


05.0 


Lamont 


ISL-- 


I  52 
II  110 
0.45  767        I  185 
45  794 
45  706 
45  616 
45  766 

45  733) 

—  j  I  98,  II  84 

-  I        I  106 

46  6871 169,  II 148 
45  677!  — 

45  6821  - 


45  695 
45  755 
45  659 
45  646 
45  686 


46  655! 


II  36 


102 

81 


69  W 
72  W 
77  0 

76  0 

77  W 
77  0 
77  0 

82  0 

83  0 

81  0 

84  0 

85  W 
85  W 
85W 

82  0 
84  0 
93  W 
93  W 

88  0 

89  0 
88  0 


37 
;38 
'39 

:40 

|41 
I42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
5t 
52 
63 
54 
65 
56 

57 

I 


Dabei  ist  zu  bemerken,  daß  die  ersten  Messungen  im  Jahre 
1903  mit  einem  anderen  Instrumente  (siehe  erste  Mitteilung) 
ausgeführt  wurden.  In  Wülzburg  wurde  1906  genau  am  gleichen 
Orte  beobachtet,  in  Weifienheim  mußte  wegen  der  Kulturen 
um  30  m  südlicher  aufgestellt  werden. 

In  Weiden  wurde  die  Inklination  zweimal  gemessen. 
1903  wurde  mit  dem  Tesdorpfschen  Theodoliten  (Nr.  1769) 
J=r64®22.'5  und  1904  mit  dem  Bambergschen  Inklinatorium 
(Nr.  6817)  /=  64«  22:8  in  guter  Übereinstimmung  gefunden. 

In  Kronach  wurde  noch  an  einem  zweiten  Ort:  50"  14'23"N.B., 
IP 19'  25"  ö.  G.  die  Horizontalintensität  If  =  0.19640  bestimmt. 
Der  letztere  Ort  dürfte  wegen   der    in    der  Nähe   befindlichen 
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Nr, 


Ort 


A  D 


A  U 


1905 


1850        Diff.      1905       1850       Diff. 


Diff.  I 

+  «0 


1 

2 

3 

4 
^5 

6 

7 

6 

9 
10 

Uli 

12 1; 

lal; 

14 

16 !' 

16  1 


17  I 
18 1 

19; 

20' 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 


Kirchheimbolanden 

Eusel 

Frankenthal 

Weißenheim  a.  Bg. 

Landstuhl 

Neustadt  a.  H. 

Homburg  i.  Pf. 

St.  Ingbert 

Landau  i.  Pf. 

Ludwigstadt 

Mellrichstadt 

Oberkotzau 

Krön  ach 

Mittelsinn 

Ebenhausen 

Oberred  witz 

Weiden 

Ochsenfurt 

Rothenburg  o.  T. 

Fürth  i.  W. 

Roth  a.  S. 

Gunzenhausen 

Regenstauf 

Waldmennach 

Wülzburg 

Abbach 

Bogen 

Abensberg 

Donauwörth 

Osterhofen  a.  D. 

Hauzenberg 

Wolnzach 

Neustift 

Höhenatadt 

Langweid  a.  L. 

Burlafingen 


+2 

1+1 
-Hl 
+1 
+2 
+2 
+1 


48.'9[[-|-l056'] 
7.4;[+2  16] 
32.4  [+1  41  ] 
33.2 
58.8 
47.3 
25.6 
14.6 
52.0 


—  r  "- 


18.8 


4- 


+ 


+ 
+ 


25.1 
21.5 

10.1 
29.1 
18.C 

4.3 
25.8 

0.9 

40.4 
68.2 
6.8 
44.0 
41.2 
26.6 
38.5 


[+150]| 

[+2 

9] 

+1  62.1| 

+2 

15.7 

[+2  19'] 

[+163] 

[+ 

24] 

[+ 

66] 

[+ 

4] 

[+ 

261 

[+ 

79] 

[+ 

59] 

[- 

2] 

[- 

6] 

[+ 

67] 

+ 

60.4 

[- 

30] 

[+ 

22] 

+  34.4 

[- 

10] 

[- 

22] 

[+ 

26] 

[- 

9] 

[- 

26] 

- 

0.9 

+  26.6  1 

[- 

36] 

1- 

60] 

[+ 

18] 

[-■ 

60] 

[ 

60] 

[+ 

22] 

[+ 

46] 

7 
9 
9    1 

7  : 

10 
4.8 
9.9 
4 
1 


1054.[~  900] 
'       [900] 
[860] 


903 

846 


-h  9.9  — 


-  7 


+ 


4- 


5 
0 

0 
7 
6 
5 
1 
0.0 

4 
8 
11 
6 
9 
5 
7 


900 
880 
842 
840 
825 
743 
1086 


-1027 


—  701 


478 
571 

468 
406 
516 
400 
373 
364 

240 
221 
278 
165 
150 
275 
252 


—  [850] 
-[850] 

—  822 

—  816 
-[800] 

—  [660] 
[-  990] 
[—1020] 
[-  900] 
[-  915] 
[—  990] 
[-940] 
[~  760] 

-  604 
[-  740] 

-  601 
[-  400] 

—  472 

—  469 

—  380 
[-  350] 
[-  415] 

-[300] 
-[250] 

—  248 

—  305 
-[60] 
-[10] 

—  [240] 
+  [10] 
+  [30] 

—  [190] 

—  [200] 


—  154 

—  3 
+    14 


+  8^ 
+  10^ 

-  5o;+  io; 

-  80  +  60' 

-  20,+  "4 

-  241  + 

-  251  + 

-  73;+  17,; 

-  96-  6i 


112 


—    97 


78 
99 


—  d, 


—   71 


+  in 

—     9! 


80+   lö. 
56  +  34, 


101 
100 
123 
116 


-  180 
-211 

-  38 
-175 

-180,-90 

-  185'  -  95 

-  52,-  88 


-  26 


-121 
+  b% 
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Tabelle  III. 


A  J 

1906 

p 

Nr. 

1905 

1850           Diff. 

Dlif. 

A  X 

A  Y 

A  Z 

AF 

+  1044/3 

[4-10  48']  .-   4 

+   3 

-1156 

+  424 

+  1024 

+  469 

1 

^-f-1  33.4 

[+1 

41  ]  ;  -    8 

—    1 

-1031 

+  559 

+1001 

+  502 

2 

.+1  36.9 

[+1 

40] 

-    3     !+    4    ! 

—  984 

+  374 

+1232 

+  785 

3 

+  1  31.6 

[+1 

41] 

—   9       -    2 

-  986 

+  367 

+  948 

+  456 

4 

+  1  31.5 

[+1 

35] 

—   4 

+  s 

—  997 

+  615 

+  990 

+  602 

6 

+  1     8.0 

+  1  27.6 

-19.6 

—  12.6 

—  948 

+  456 

+  324 

—     82 

6 

+  1   21.4 

+  1 

29.2 

-    7.8 

—   0.8 

-  994 

+  672 

+  865 

+  325 

7 

+  1  23.6 

[+1 

29] 

-    6 

+    2    1 

-  963 

+  615 

+  862 

+  401 

8 

+  1  17.1 

[+1 

20] 

-    3 

+   4    i 

—  866 

+  505 

4-  826 

+  412 

9 

fl  57.3 

[+1 

48] 

+   9 

+    1.6. 

— 

— 

— 

— 

10 

+  1  57.3 

[+1 

66] 

+    1 

-    6.6 

— 

— 

—. 

— 

11 

;  +1   89.2 

[+1 

31] 

+   8 

+    0.5 

^ 

— 

— 

— 

12 

+  1  49.2 

[+1 

36] 

+  14 

+   6.5 

—1080 

-     75 

+1237 

+  663 

13 

+  1   55.6 

[+1 

60] 

+   6 

—    1.5 

1      — 

— 

— 

— 

14 

,+1  47.0 

[+1 

44] 

+   3 

-    4.5 

i           — 

— 

— 

— 

15 

'  + 1  2a3 

[+1 

20] 

+   8 

+  0.5 

,          — 

— 

- 

— 

16 

+  1   12.1 

+  1 

6.0 

4-    6.1 

—    1.4 

— 

— 

— 

+  768 

17 

+  1   22.3 

[+1 

17] 

+   5 

—   2.5 

— 

— 

— 

— 

18 

+  1     7.1 

+  1 

2.5 

-h    4.6 

-    2.9 

— 

— 

— 

— 

19 

+0   54.2 

[+0 

41] 

+  13 

+    5.5 

—  445 

—  230 

+  667 

+  384 

20 

+     58.9 

+ 

55.6 

+    3.4 

—   4.1 

-  685 

+     23 

+  620 

+  302 

21 

+      53.9 

+ 

47.7 

+   6.2 

-    1.3 

— 

— 

— 

— 

22 

,+     48.2 

[+ 

40] 

+   8 

+    0.5 

-  450 

-  141 

+  604 

+  243 

23 

+     46.1 

[-H 

30] 

+  16 

+    8.5 

^  -  370 

-  241 

+  567    +  326 

24 

-h      53.7 

[+ 

51] 

+    3 

—   4.5 

—  632 

+     22 

+  563 

+  275 

25 

+     37.8 

[+ 

31] 

+   7 

—    0.5 

—  389 

-     96 

H-  328    +  114 

26 

+     89.3 

[+ 

25] 

+  14 

+   6.5 

—  340 

-  216 

+  429    +  216 

27 

+     36.2 

+ 

82.3 

+   3.9 

—   3.6 

1—  357 

—     67 

+  352    +  161 

28 

+     41.9 

4- 

33.4 

+   8.5 

+    1.0 

—  392 

+    92 

+  303        - 

29 

'  +      24.1 

[+ 

9] 

-H6 

+    7.6 

-  195 

-  297 

+  239    +  104 

30 

+     18,0 

[- 

8] 

+  26 

+  18.5 

-  150 

-  439 

+    94-16 

31 

+     26.9 

[+ 

21] 

+    6 

-    1.5 

-  280 

—     10 

+  246  1  +     96 

82 

',  +     20.8 

[- 

10] 

+  11 

+   8.5 

;-  118 

-  288 

+  291  !  +  186 

33 

+     26.1 

[- 

10] 

+  16 

+    8.5 

!  -  106 

-  269 

+  479 

+  360 

34 

+     27.0 

[+ 

20] 

+    7 

-    0.5 

;  -  299 

+  106 

+  265 

+  104 

35 

+     23.1 

+ 

[23] 

0 

—    7.5 

,  -  289 

1 

+  180 

+  183 

+     49 

36 
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Nr. 


Ort 


A  D 


A  H 


1905  J     1850    I  Ditr.   '  1905  \    1850^|  Diff^    ^'^ 


37  j  Pfersee 

38  1  Mühldorf 

39  h  München 
40 1,  Grafrath 

41  1  Planegg 

42  li  Haar 

48  l|  Fasangarien 
44 1|  Söcking 

45  'j  Holzkirchen 

46  ll  Kaufbeuren 
47 1|  Rosenheim 

43  !|  Hasperting 
49 1|  Adelholzen 

50  '  Bernhaupten 

51  I  Seeshaupt 

52  !  Bernau 

53  I  Marquartstein 

54  Ruhpolding 

55  '  Immenstadt 
55  j  Füssen 

57   Oberstaufen 


+ 

+ 
+ 


0.0 
16/7 

1.7 

3.5 

12.9 


-  30.7 

-  28.6 

-  26.4 

-  16.7 

-  248 

-  31.8 


4-      42.4 


+  21.1' 

-  24.5 
0.0 

[+14  ] 
[+  6  ] 
[-  4  ] 
0  ] 
[+    9    ] 

-  4.0 
+  33.6 

-  25.7 
[-84 

34 
[-34 
[+   8 

31 

33 
[-35 
+  38  4 
+  22.0 
[+41 


0.0        ( 

+  8^     - 

+  6   i'- 

tliz 


+  3 

+  6 
+  8 

+14 
+  9 

+  3 


l'  + 
,,+ 


+  79 
72 
66 

i,+   86 

—    61 

'+   87 

1+119 

+  121 

+    97 


-  1     +101 


-156 

—     9 

0 

[~  40] 

[        0] 

[+  30] 

[+   15] 

[+  40] 

+  110 

+  29 

+  152 

[+200] 

[+200] 

[+200] 

[+110] 

[+190] 

[+210] 

+  230 

+  157 

+  184 

[+130] 


-  86 

-  68 

-  98 

-  69 

-  65 


—  78 

—  128 
-134 

—  114 

—  49 

—  108 

—  91 
-109 

—  60 

—  29 


+  90 
+  64 
+  32 

-  8 

—  21 
+  36 


+  17 

—  38 

—  44 

—  24 
+  41 

—  18 

—  1 
-19 
+  30 

+  61 


Gebäulichkeiten  vielleicht  lokal  gestört  sein,  weshalb  er  auch 
verlassen  und  ein  zweiter,  besser  gelegener  aufgesucht  wurde. 
Bildet  man,  wie  früher,  wieder  die  Unterschiede  der  auf 
den  Stationen  erhaltenen  Elemente  gegen  die  Basisstation 
Itfünchen,  so  erhält  man  die  Tabelle  lU,  worin  die  Differenzen 
der  Deklination  (A  D\  der  Horizontalintensität  {A  H)  in  Ein- 
heiten der  5.  Dezimalstelle  (C.  G.  S.)  und  der  Inldination  {A  J) 
im  Sinne:  .Feldbeobachtungen  minus  lifünchener  Wert"  ge- 
nommen sind.  Zum  Vergleich  sind  wieder  die  von  Lamont 
für  1850  gefundenen  Unterschiede  beigefügt.  Die  eingeklam- 
merten Zahlen  sind  seinem  Atlas  (Magnetische  Karten.  München 
1854)  entnommen,  die  übrigen  seinen  Veröffentlichungen:  , Ma- 
gnetische Ortsbestimmungen  in  Bayern.*'  München  1854  und  1856. 
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Tabelle  Hl  (Fortsetzung). 


ll 
ll 

A  J 

1906 

Nr. 

.1     1905 

1850 

Diflf. 

Diff. 

AX 

AY    \     A  Z 

A:t 

"  +   18/4 

+ 

15.4' 

+    3.0 

—   4.5 

1      ^ 







87 

i  +      9.4 

— 

3.5 

+  12.9 

+   5.4 

— 

— 

— 

— 

38 

,1           ^ 

0 

0.0 

-    75 

0 

0 

0 

0 

1  39 

:,+  7.4 

[+ 

3    ] 

+   4 

—    3.5 

-     92 

+    85 

+    69 

+    27 

40 

,  +      2.5 

[~ 

1    ] 

+    4 

-^    3.5 

— 

— 

-     39 

—     61 

41 

— 

[- 

3    ] 

— 

— 

-    68 

—      2 

-  134 

—  156 

42 

1  +      4.5 

[- 

1    ] 

+    6 

-    2.5 

-    56 

+     11 

+     27 

1 

43 

1           0.0 

H 

4    1 

+    4 

— 

-     28 

+    73 

-    29 

—    84 

44 

|l  -      4.3 

16.2 

+  12 

+    4.5 

— 

— 

— 

— 

45 

1  -      3.3 

— 

10.4 

+    7 

-   0.5 

— 

— 

— 

— 

46 

!-      9.4 

-- 

15.9 

+    6 

-    1.5 

— 

— 

— 

-     80 

47 

,1       "~ 

[- 

18    ] 

— 

— 

+  103 

—  170 

-  136 

-    90 

48 

''  -      8.8 

[- 

18    ] 

+   9 

+    1.5 

+    96 

—  159 

-  127 

^    85 

49 

'  -     10.0 

[- 

19    ] 

+   9 

+    1.5 

+  118 

—  142 

—  124 

-     72 

50 

,1  -      5.4 

[~ 

12    ] 

+    7 

-   05 

_ 

— 

-     42 

—     12 

51 

,1  -     11.4 

[- 

19    ] 

+    8 

+   0.5 

+  104 

—    84 

-  164 

—  108 

52 

i  -     14.7 

[- 

21     ] 

+   6 

-    1.5 

+  143 

—  124 

-  196 

-  121 

53 

-    13.3 

[- 

23    ] 

+  10 

+    2.5 

+  153 

—  169 

—  152 

-     81 

54 

-     12.3 

— 

13.7 

+    1 

—    6.5 

— 

— 

~  199 

_ 

55 

-     17.3 

— 

19.1 

+   2 

—    5.5        — 

— 

— 

-  liBß 

-     12.8 

[- 

8    ] 

—    5 

—  12.5 

1+    64 

+  269 

-  176 

-112' 

1 

57 

1 

Die  Differenzen  zwischen  den  beiden  Beobachtungsreihen 
sind  jeweilen  in  der  dritten  Kolumne  eingetragen.  Für  die 
Deklination  ergibt  sich  daraus,  wie  in  den  früheren  Veröffent- 
hchungen,  für  das  rechtsrheinische  Bayern  kein  konstanter 
Unterschied.  Für  die  Pfalz  dagegen  weichen  im  Mittel  die 
Werte  um  —  417  ab.  Da  aber  nur  2  Stationen,  nämlich 
Neustadt  a.  H.  und  Homburg,  identisch  sind,  welche  überdies 
entgegengesetzte  Vorzeichen  aufweisen,  während  die  übrigen 
Werte  nur  den  magnetischen  Karten  entnommen  sind,  so  läßt 
sich  daraus  kein  sicherer  Schluß  ziehen,  insbesondere  wenn  man 
berücksichtigt,  daß  Lamont  nur  an  7  Stationen  in  der  Pfalz  die 
Deklination  maß  und  daher  die  magnetischen  Kurven  in  diesem 
stark  gestörten  Gebiete  nur  angenähert  richtig  ziehen  konnte. 

27* 
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Es  bietet  sich  aber  noch  ein  zweiter  Vergleich  mit  den 
1855/56  durch  6.  von  Neumayer  ausgeführten  magnetischen 
Ortsbestimmungen .  ^) 

Prof.  von  Neumayer  hatte  für  seine  Vermessung  in  Franken- 
thal eine  magnetische  Station  errichtet,  welcher  Ort  noch  zu- 
gänglich ist,  weshalb  ich  daselbst  auch  meine  Messungen  aus- 
führen konnte;  nur  stellte  ich  wegen  der  jetzt  dort  in  der 
Nähe  vorbeifiihrenden  Lokalbahn  das  Instrument  etwa  20  Meter 
südlicher  auf. 

In  Eirchheimbolanden  konnte  ich  den  nämlichen  Stations- 
punkt wie  Prof.  von  Neumayer  benutzen;  in  Neustadt  a.  H.  da- 
gegen mußte  ich  etwa  50  Meter  westlich  davon  aufstellen.  Ein 
Vergleich  der  drei  Stationen  ergibt  die  nachfolgende  Tabelle 
(Differenzen  gegen  München  für  Prof.  Neumayer  (N)  und 
mir  (M)). 


N 


Station 

Kirchheim-    ij 

bolanden  |i+l0  40l9 
Frankenthal  1+1  67.6 
Neustadt  a.H.+l    42.0 

'I 


A  D 


M_ 

+1«  48/9 
+  1  32.4 
+  1    47.3 


—  8.9| 
+26.2 

—  B.3 


AH 


N 


-1067 

-  860 

-  810 


M 


DiflF. 


-1054 

-  846 

—  842 


AJ 


N 


—13-4-10  48/6 
—14+1  28.8 
+32''+l    34.9 


M 


Diff. 


+  l0  44'.3|+4.3 
+1  36.9,-8.1 
+1      8.0+26.9 


Dabei  wurden  die  magnetischen  Elemente  in  München  für 
1856,0  nach  der  „Beilage  zu  den  monatlichen  Sendungen  der 
Münchener  Sternwarte"  1872  Nr.  11  im  Mittel  aus  1855  und 
1856  angenommen  und  zwar: 

2)=15«8;6;    JJ=0,19660;        J^öiMl'.S, 

woraus : 

Z=0,19267;    r=- 0,05214;   Z=0,42209  und  F=0,46691 

folgen. 


*)  G.  von  Neumayer,  Eine  erdmagnetische  Vermessang  der  baye- 
rischen Rheinpfalz  1855/56.  Mitteilungen  der  Polichia,  Nr.  21,  LXII.  Jahrg., 
1905.    Bad  Dürkheim  1905. 
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Die  Differenzen  sind  mit  Ausnahme  Ton  AD  in  Frankenthal 
und  AJ  in  Neustadt  nicht  groß  und  können  zwanglos  aus  der 
Veränderung  der  säkularen  Variationen  erklärt  werden.  Die 
Inklination  in  Neustadt  ist  bei  meiner  Messung  unsicher,  da 
die  Nadeln  schon  während  der  Beobachtungen  auffallende  Ab- 
weichungen zeigten,  deren  Ursache  nicht  aufgeklärt  werden 
konnte.  Bei  der  Deklination  in  Frankenthal  könnten  vielleicht 
Lokalstörungen  vorhanden  sein,  da  jetzt  nahe  eine  Bahn  vor- 
beiführt und  außerdem  auch  größere  Fabriken  und  Häuser  in 
der  Nähe  sind. 

Da  somit  die  rheinpfalzischen  Messungen  von  Neumayer 
und  von  Lamont  recht  wohl  mit  den  meinigen  verträglich  sind, 
so  erscheint  es  angebracht,  sie  hier  in  der  gleichen  Reduktions- 
weise zusammengestellt,  mitzuteilen. 

Für  die  Beobachtungen  von  Neumayer  (Tabelle  IV,  A) 
mußten  nur  die  Differenzen  gebildet  werden,  für  diejenigen 
von  Lamont  (Tabelle  IV,  B)  mußten  dagegen  erst  die  geo- 
graphischen Koordinaten  aus  den  Soldnerschen  Koordinaten 
berechnet  werden,  während  die  Differenzen  gegen  München 
bereits  vorlagen. 

Von  der  Berechnung  der  rechtwinkligen  Koordinaten  X,  F,  Z 
und  der  Totalintensität  wurde  abgesehen,  da  diese  sich  nicht 
ohne  weiteres  auf  die  gleiche  Epoche  reduzieren  lassen.  Da 
aber  die  vorliegenden  Beobachtungen  wieder  zeigen,  daß  die 
früheren  magnetischen  Beobachtungen  in  allen  Teilen  gute 
Resultate  enthalten,  so  dürfte  eine  Bearbeitung  derselben  wohl 
der  Mühe  lohnen. 

Wie  bereits  früher  (2.  Mitteilung)  erwähnt,  besteht  in  der 
Horizontalintensität  zwischen  den  Lamontschen  und  den  neueren 
Beobachtungen  ein  konstanter  Unterschied  von  90  y  und  in  der 
Inklination  von  7!5;  in  der  Deklination  ist  keiner  vorhanden. 
Diese  Werte  sind  für  das  rechtsrheinische  Bayern  auch  hier 
wieder  bestätigt  worden.  Für  die  Rheinpfalz  hingegen  muß 
für  die  Horizontalintensität  eine  kleinere  Korrektion,  nämlich 
41  y,  angenommen  werden;  in  Inklination  ist  die  Abweichung 
7'  und  in  Deklination  417.    Freilich  beruhen  dabei  die  meisten 
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Zahlen  auf  den  aus  den  Lamontschen  magnetischen  Karten 
interpolierten  Werten,  haben  also  nicht  die  gleiche  Genauigkeit, 
wie  die  zuerst  angegebenen  Diflferenzen. 


Tabelle  IV. 


Ort 


Breite 


_. 

Ebemburg 

'  490  48/3 

Obermoschel 

43.5 

Bayerfeld 

41.9 

Odenbacb  a.  Glan 

41.7 

Kirchheimbolanden 

39.9 

Rockenbausen 

39.0 

Donnersberg 

37.6 

Göllheim 

36.2 

Wolfstein 

35.2 

Morsch 

33.1 

Frankentbai 

31.8 

Weisenheim  a.  S. 

81.3 

Kaiserslautern 

27.2 

Brftcken-Ohmbach 

26.6 

Grimmeidingen 

1         22.3 

Neustadt  a.  H. 

20.9 

Mittelbexbach  1 

'        20.6 

2        ' 

20.5 

Brennender  Berg^) 

17 

Berghausen 

17.7 

Edenkoben 

16.7 

Mechtersheim 

16.3 

Zweibrücken  1 

15.8 

2 

14.4 
13.7 

Birsingen 

Pirmasens                  ' 

11.2 

Dietrichingen 

11.1 

Klingenmünster  1 

9.0 

2   ; 

8.7 

Langenkandel 

6.6 

Rumbach 

6.0 

»)  Bei  Dudweil 

er. 

Länge 
östl.  von 
Green  w. 

A. 
7"60.'l 

7  47.0 
48.0 
39.0 

0.3 
49.7 
55.8 

8.1 
36.3 

8  21.4 
8  214 
8  14.5 

7  45.4 
21.8 

9.3 

8.7 

15.6 

15.3 

2 

8  24.9 
8  7.2 
8  29.0 


21.9 
23.2 
12.1 
37.9 
25.8 
1.5 
1.0 
13.7 
47.9 


AD 


AH 


AJ 


I+l032.'2 

-    978 

+  1  53.4 

-  1048 

.  + 1  49.9 

-     966 

'|-H3  54.3) 

-     985 

jl+l  40.9 

—  1067 

l|  +  l  43.9 

—     947 

■  -f  1  40.2 

—     947 

'+1  34.3 

-     956 

,+  1  36.2 

—     922 

;4-l  47.6 

-     841 

+  1  57.6 

—    860 

+  1  37.3 

—    878 

i,+  l  17.3 

—    901 

+  1  29.8 

-     886 

,  +  1  41.5 

-     842 

,  4- 1  42.0 

—     810 

1  +  1  46.8 

-  1013 

+  1  45.9 

— 

1 

—    232 

-1-  1  48.9 

-     769 

+  1  49.0 

—    764 

,  + 1  37.6 

—     731 

+  1  14.5 

—     827 

''  +  2  32.2 

—     832 

ii  +  1  26.6 

—    828 

+  1  37.3 

-     821 

+  1  53.9 

-     778 

+  1  53.9 

-     688 

+  2    9.1 

—    721 

+  1  42.8 

-     621 

i'  +  1  24.2 

-    887 

+104517 


+  1  50.4 

+  1  48.9 

+  1  48.6 

H-  1  46.2 

+  1  41.4 

+  1  43.3 

+  1  28.8 

+  1  83.9 

+  1  33.1 

+  1  44.8 

+  1  35.8 

+  1  34.9 

+  1  29.6 


+1 

29.6 

+  1 

27.9 

+  1  33.9 

+  1  30.6 

+  1 

30.2 

+  1 

20.3 

+  1  26.4 

+  1 

17.8 

+  1 

31.1 
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Tabelle  IV  (Fortsetzung). 


Ort 


Lanterecken 
St.  Julien 
Ludwigshafen 
Mannheim 
Kaiserslautern  G 

A 
Pirmasens 
Neustadt  a.  H. 
Homburg 
Speyer 
Ann  Weiler 
Langenkandel  A 

C 


:490  41'  1' 
ll  36  40 
;   29  4 

27  67 
27  10 
2168 
2134 

,,       19 16 

I        17  55 

12,2 

4'57' 

,         4  66 


Länge 
öetl.  von 
Green  w. 

B. 

70  38'  9"!| 

7  29  3 

8  25  56 


A  D 


45  29 
45  23 
36  38 
8  19 
20  45 
8  24  48 

7  68,2 

8  ir    6' 
8  10     1 


+ 

+ 

+ 

+ 
+ 

+ 

i  + 


— 

-  900 

— 

-  874 

10 39/8 

-  826 

1  41.0 

-  821 

2  1.6 

— 

2  2.5 

-  823 

2  5.2 

-  796 

1  52.1 

—  822 

2  15.7 

—  816 

1  41.7 

—  708 

— 

-  630 

1  51.7 

-  611 

1  52.5 

-  621 

4-1^43/6 
+ 1  41.6 
+  1  36.6 
+  1  30.5 
+  1  31.8 
+  1  38.8 
+  1  29.5 
+  1  27.6 
+ 1  29.2 
+  1  21.3 
+  1  23.3 
+  1     9.7 


Zum  Schluß  möge  noch  die  Vergleichung  der  beobachteten 
rechtwinkligen  Koordinaten  mit  den  theoretischen  Werten  in 
Tabelle  V  gegeben  werden.  Dabei  wählte  ich,  wie  früher,  das 
von  Ad.  Schmidt  berechnete  System,  das  sich  auf  das  Jahr 
1885,0  bezieht.  Für  das  rechtsrheinische  Bayern  konnte  hier- 
für die  bereits  früher  berechnete  Tabelle  wieder  verwendet 
werden,  während  für  die  Rheinpfalz  eine  neue  Tabelle  der 
X,  Yy  Z  angelegt  wurde,  in  welcher  die  Intervalle  in  Länge 
und  Breite  von  10'  zu  10'  fortschreiten,  so  daß  die  Inter- 
polation ziemlich  einfach  wurde. 

Es  mag  noch  daran  erinnert  werden,  daß  die  Differenzen, 
im  Sinne  , Beobachtung  minus  Rechnung**  gebildet  sind  und 
die  beiderseitigen  Zahlen  sich  auf  zweierlei  Epochen,  nämlich 
1885,0  und  1905,0  beziehen,  was  aber  in  dem  vorliegenden 
Falle  ohne  Bedeutung  ist.  Im  übrigen  kann  auf  das  in  der 
früheren  Mitteilung  Gesagte  verwiesen  werden. 

1)  Siehe  Lamont  Bd.  1,  Seite  126  und  «Magnet.  Beobachtungen 
1843,  44  und  45*. 
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Länge 

Nr. 

Ort 

Breite 

östl.  von 
Greenw. 

^B 

^R  ;; 

1 

Kirchheimbolanden 

49039/9 

8»  0.'3 

1 

1   0.19  175 

0.18  625 

2 

Eusel 

32.2 

7  24.6 

19  301 

18  599 

3 

Prankenthal 

31.8 

8  21.6 

19  397 

18  734 

4 

Weißenheim  a.  Bg. 

30.1 

8    9.5 

19  345 

18  710 

5 

Landstuhl 

25.3 

7  33.9 

19  334 

18  665 

6 

Neustadt  a.  H.           | 

20.6 

8    8.5 

19  883 

18  772 

7 

Homburg  i.  Pf. 

19.3 

7  20.7 

19  337 

18  672 

8 

St.  Ingbei-t 

16.0 

7     6.0 

19  368 

18  668    ; 

9 

Landau  i.  Pf. 

12.2 

8    6.9 

19  475 

18  823 

10 

Ludwigstadt 

50  29.5 

11  23.8 

— 

18  717  1; 

11 

Mellrichstadt 

25.5 

10  18.7 

— 

18  614    1 

12 

Oberkotzau 

16.8 

11  56.4 

— 

18  872 

13 

Kronach 

14.3 

11  20.2 

19  301 

18  814 

14 

Mittelsinn 

11.4 

9  37.2 

— 

18  621    ; 

15 

1  Ebenhausen 

8.0 

10    8.0 

~ 

18  708 

16 

Oberredwitz 

0.4 

12    4.9 

— 

18  957    ; 

17 

Bayreuth 

49  57.0 

11  37.2 

— 

18  963    I 

18 

Weiden 

40.4 

12     9.1 

— 

19  143 

19 

Ochsenfurt 

39.8 

10    4.4 

— 

18  888    1 

20 

Burgfambach             i 

29.6 

10  55.7 

— 

19  058    ii 

21 

Rothenburg  o.  T. 

22.6 

10  11.5 

— 

19  019    ' 

22 

Fürth  i.  W. 

18.3 

12  51.1 

19  886 

19  386     ' 

28 

Roth  a.  S. 

15.0 

11     6.0 

19  746 

19  184 

24 

Gunzenhausen 

7.4 

10  45.4 

— 

19  184    , 

25 

Regenstauf 

7.2 

12    8.0 

19  881 

19  866 

26 

Waldmennach 

3.1 

12  43.0 

19  961 

19  464 

27 

Wälzburg 

1.5 

11     0.4 

19  799 

19  270  ,; 

28 

Abbacch 

,  48  55.2 

11  69.9 

19  942 

19  431 

29 

Bogen 

54.8 

12  40.9 

19  991 

19  618     ' 

30  l|  Wasserzell 

52.6 

11     9.4 

— 

19  346    '! 

31   1  Abensberg 

48.8 

11  50.6 

19  974 

19  456 

32  ||  Donauwörth               1 

48.1 

10  47.5 

19  939 

19  865    i 

33   '  Osterhofen  a.  D. 

42.0 

13     1.3 

20  136 

19  647 

34  'i  Hauzenberg 

38.9 

13  37.2   ! 

20  181 

19  748 

35  ||  Wolnzach 

36.3 

11 34.9  ; 

20  051 

19  510 

36 

'  Neustift                      ' 

1                                 ! 

34.1 

13  23.4   1 

20  218 

19  759 
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Tabelle  V. 


II 

r. 

'  Zb 

Zr 

^B'^E 

-^B-^R 

Zb-Zr 

Nr. 

'-0.04  064 

-0.04  640 

1 

0.41  866 

0.42  514 

+  650y 

+  486y 

—  649 y  1 

1-  04  189 

-  04  661 

1  41  842 

42  489 

+  702 

+  472 

-    647  1  2 

il-  04  004 

-  04  480 

42  078 

42  429 

+  663 

+  476 

—  366  ,  3 

t-  03  997 

-  04  519 

41  789 

42  421 

+  635 

+  622 

—  632  '  4 

1-  04  146 

—  04  638 

41  831 

42  404 

+  669 

+  493 

—  573 

6 

1-  04  086 

—  04  632 

41  165 

42  340 

+  611 

+  446 

-1176 

6 

—  04  302 

—  04  684 

41  706 

42  366 

+  665 

+  382 

—  660   7 

l|—  04  245 

—  04  733 

41  693 

42  345 

+  700 

+  488 

—  662  !  8 

,-  04  135 

-  04  546 

41  667 

42  266 

+  652 

+  411 

-  699   9 

;l    

-  03  815 

42  210 

42  818 

— 

— 

-  608 

10 

— 

—  04  068 

— 

42  819 

— 

— 

— 

11 

— 

—  08  721 

— 

42  686 

— 

— 

-    ;  12 

!,  -  03  666 

-  03  872 

42  078 

42  690 

+  487 

+  317 

—  612   13 

il   - 

-  04  205 

— 

42  721 

— 

— 

— 

14 

|l   "" 

—  04  109 

— 

42  674 

— 

— 

— 

1  15 

11   -^ 

—  08  743 

— 

42  609 

— 

— 

— 

16 

-  08  836 

41  909 

42  631 

— 

— 

—  622 

'  17 

— 

—  03  749 

41  606 

42  370 

— 

— 

—  765 

1  lö 

'i   — 

—  04  149 

— 

42  431 

— 

— 

— 

;  19 

|i 

-  03  995 

41  492 

42  311 

— 

— 

—  819 

20 

— 

—  04  141 

— 

42  274 

— 

— 

— 

21 

'—  03  400 

—  03  673 

41  508 

42  156 

+  500 

+  273 

-  648 

22 

-  03  653 

-  08  977 

41  461 

42  185 

+  562 

+  324 

-  724 

!23 

-  04  061 

— 

42  118 

— 

— 

—    24 

,  -  03  489 

-  03  790 

41  346 

42  072 

+  616 

+  301 

—  727  1  25 

'  -  03  389 

-  03  680 

41  408 

42  016 

+  497 

+  291 

-  608   26 

|l—  03  652 

—  04  010 

41  404 

42  057 

+  629 

+  868 

—  663  il  27 

,  -  03  534 

—  03  826 

41  169 

41  965 

+  511 

+  292 

-  796  !  28 

-  03  414 

—  03  763 

41  270 

41  941  -H  473 
41  970,   — 

+  349 

-  671 

'29 

—    03  990 

41  241 

— 

—  729 

30 

-  03  563 

-  03  863 

41  193 

41  921 :  +518 

+  300 

—  728  31 

-  03  722 

—  03  996 

41  144 

41  895 

!  +  574 

+  274 

—  761   32 

j,  ~  03  351 

-  03  645 

41  080 

41  815 

1  +  489 

+  294 

—  735  ;  33 

'  -  03  191 

-  03  634 

40  935 

41  767  +  438 

+  343 

-  882 

34 

-  03  620 

—  03  927 

41  087 

41  805  ,  -h  541 

+  307 

-  718 

,36 

—  03  342 

-  03  552 

41  132 

41  728 

+  454 

1 

+  210 

-  696 

'36 

1 
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Länge 

II 
ll 

Nr. 

Ort 

Breite 

Östl.  von 

^B 

^R 

Greenw. 

1 

37 

^^ ^  ^  ^^ 

Höhenstatt 

48029.'9 

13019/2 

0.20  225 

1 
0  19  770 

88 

Langweid  a.  L. 

29.3 

10  50.8 

20  032 

19  467 

39 

Günzburg 

27.7 

10  17.5 

— 

19  406 

40 

Burlafingen 

24.5 

10    6.1 

20  042 

19  406 

41 

Pfersee 

22.0 

10  52.0 

— 

19  517 

42 

Neufahm  b.  Fr. 

19.6 

11  39.7 

— 

19  637 

48 

Senden 

19.5 

10    8.4 

— 

19  432 

44 

Mühldorf 

14.7 

12  31.0 

— 

19  776 

45 

Haspelmoor 

13.5 

11     6.2 

— 

19  608 

46     München 

8.8 

11  36.6 

20  831 

19  704 

47 

Grafrath 

7.7 

11     9.8 

20  239 

19  756 

48 

Planegg 

6.5 

11  24.7 

— 

19  695 

49 

Haar 

6.5 

11  44.2 

20  263 

19  736 

50 

Fasangarten 

5.3 

11  S6.3 

20  275 

19  729    1 

61 

Grafing 

2.6 

11  56.4 

— 

19  788 
19  730 

52 

Söcking 

47  59.9 

11  19.8 

20  308 

53 

Holzkirchen 

52.9 

11  41.7 

— 

19  825 

54 

Kaufbeuren 

1         52.8 

10  37.2 

— 

19  691    1 

55 

Rosenheim 

1         51.5 

12     8.7 

— 

19  900    1 

56 

Hasperting 

49.8 

12  36.5 

i       20  434 

19  962    1 

57 

Adelholzen 

49.6 

12  86.6 

20  427 

19  963    ' 

58 

Bemhaupten 

1        49.3 

12  39.0 

20  444 

19  970 

59 

Seeshaupt 

49.2 

11  17.1 

— 

19  801 

60 

Bernau 

48.7 

12  22.8 

20  435 

19  941    1 

61      Marquartstein 

45.6 

12  27.7 

20  474 

19  974    . 

62 

1  Ruhpolding 

45.4 

12  39.0 

20  484 

20  000 

63 

1  Immenstadt 

33.8 

10  13.4 

— 

19  769 

64 

Füssen 

34.3 

10  42.1 

1         

19  830 

65 

Oberstaufen 

33.4 

1 

10     1.7 

\      20  385 

1 

19  748    , 

■ 
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Tabelle  V  (Fortsetzung). 


l' 

1,    ^B 

^B 

Zb 

^B 

^B~^ü 

Yb-^b 

^B-^B 

Nr. 

1 

-0.08  361 

1 
-  0.03  601 

0.41  320 

0.41  692  ;  +  455y 

+  2UY 

-  372  y 

87 

-  03  736 

—  04  073 

41  096 

41  765  ;  +  566 

+  337 

-  669 

38 

— 

—  04  18o! 

41  075 

41  773   -- 

— 

—  698 

89 

-  03  810 

-  04  283 

41  024 

41  758 ,  4-  686 

+  428 

—  729 

40 

— 

~  04  077 

— 

41  697   - 

— 

— 

41 

— 

-  03  929 

41  247 

41  645   - 

— 

-  898 

42 

1   — 

-  04  283 1 

41  810 

41  706   — 

— 

+  104 

48 

— 

~  08  772' 

— 

41  571  1  — 

— 

— 

44 

— 

-  04  0591 

40  993 

41  608  '   — 

— 

-  615  ,  45 

—  08  630 

-    03  952 

40  841 

41  546  1  +  627 

+  822 

-  705 

l46 

—  03  715 

—  04  037 

40  910 

41  561  +  483 

+  322 

-  641 

47 

— 

—  08  992 

40  802 

41  631  1   — 

— 

—  729 

48 

-  08  628 

—  03  930 

40  707 

41  510 

i  +  527 

+  802 

—  803 

49 

,-  03  641 

-  08  957 

40  868 

41  512 

1  +  546 

+  316 

-  644 

50 

— 

-  03  865 

40  820 

41  475 

— 

— 

-  656 

51 

-  08  703 

—  04  015 

40  812 

41  471 

+  573 

+  312 

-  669 

52 

- 

-  03  958 

— 

41  390  I  - 

— 

— 

'  58 

— 

—   04  155 

— 

41  430'   - 

-- 

— 

i  ^^ 

— 

—  08  869 

40  730 

41  860'   - 

— 

-  630 

55 

-  03  460 

—  03  783 

40  705 

41  898 

i  +  472 

+  823 

-  1198  56 

-  03  471 

—  03  784 

40  714 

41  897 

,  +  464 

+  313 

-  1183  ,  57 

-  03  488 

-  03  764 

40  717 

41  892  1  +  474 

+  276 

-  1175 

'68 

— 

-  04  035 

40  799 

41  367   — 

— 

568 

159 

-   03  546 

—  03  829 

40  677 

41  885 '  +  494 

-+■283 

-1208 

60 

-  03  506 

-  03  816 

40  645 

41  8671+500 

+  810 

—  1222 

61 

-  03  461 

—  03  780 

40  689 

41  856  +484 

+  319 

~  1167  '^  62 

— 

-  04  252 

40  642 

41  263 

— 

— 

-  621  :,  63 

— 

—  04  171 

— 

41  248  !   - 

— 

-   1  64 

-  08  899 

—  04  288 

40  665 

41  129 

i  +  637 

1 

+  889 

—  464 

j  65 
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über  die  Konvergenz  der  Jacobi-Eettenalgorithmen 
mit  komplexen  Elementen. 

Yön  Oskar  P«iToa. 

iSing^ttft»  7.  DfmUr  1907.) 

Das  Studium  des  Eettenbruches 

ist  gleichbedeutend  mit  dem  Studium  der  dreigliedrigen  linearen 
Rekursionsformel : 

Ay^2  =  ayAy-\-  K  -4^+1      (v  =  0,  1,  2,  .  .  .  oo). 

Denn  aus  dieser  berechnen  sich  sukzessive  sowohl  die  Zähler 
als  die  Nenner  der  Näherungsbrüche,  wenn  man  nur  von  ge- 
eigneten Anfangs  werten  -4^,  A^  ausgeht.  Man  kann  dabei 
von  der  formalen  Bildungsweise  des  Kettenbruches  überhaupt 
absehen  und  die  ganze  Theorie  auf  die  Rekursionsformel  gründen. 
Ebenso  ist  die  Theorie  des  Ja cobi  sehen  Kettenbruch- 
algorithmus  nichts  anderes  als  eine  Theorie  der  (n  +  2)  -  glied- 
rigen  Rekursionsformel: 

Wie  nun  bei  den  unendlichen  Kettenbrüchen  die  Frage  nach 
der  Konvergenz  das  Hauptproblem  darstellt,  so  steht  auch  bei 
der  Jacobischen  Verallgemeinerung  ein  analoges  Konvergenz- 
problem im  Vordergrund  (was  allerdings  Jacobi  selbst,  der 
von  dem  ganzen  Algorithmus  blola  die  formale  Seite  ins  Auge 
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faßte,  gar  nicht  bemerkt  zu  haben  scheint).  Ich  habe  in  meiner 
Habilitationsschrift*)  für  den  Fall  reeller  positiver  a^''^  die  noch 
gewissen  einschränkenden  Ungleichungen  genügen,  die  Kon- 
vergenz festgestellt  und  die  gleiche  Frage  außerdem  für  perio- 
dische Algorithmen  auch  im  Fall  komplexer  a^T^  vollständig 
erledigt.  In  der  gegenwärtigen  Arbeit  will  ich  nun  auch  be- 
liebige komplexe  a|r^  in  Betracht  ziehen  und  für  diesen  Fall 
eine  Reihe  von  Konvergenzkriterien  aufstellen.  Für  n  =  1, 
d.  h.  für  die  Kettenbrüche,  ergeben  sich  daraus  insbesondere 
auch  das  Fundamentaltheorem  des  Herrn  Pringsheim,  wo- 
nach der  obige  Kettenbruch  allemal  konvergiert,  wenn  durch- 
weg I  &y  I  >  1  +  I  öty  I  ist,  späterhin  (§  4)  aber  auch  einige  neue 
Kriterien. 

Sind  die  Teilzähler  und  -nenner  des  Kettenbruches  ganze 
rationale  (positive  oder  negative)  Zahlen,  so  besagt  ein  Satz  von 
Legendre,  daß  der  Kettenbruch,  wenn  durchweg  |fty|>l+|ayi 
ist,  abgesehen  von  einem  leicht  angebbaren  Ausnahmsfall,  stets 
einen  irrationalen  Wert  hat.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ergibt 
sich  bekanntlich  aus  dem  Lambertschen  Kettenbruch  für  die 
Exponentialfunktion  die  Irrationalität  der  Zahlen  e,  e^,  ti  u.  a.  m. 
Der  Legendre  sehe  Irrationalitätssatz  gestattet  nun  eine  Aus- 
dehnung auf  den  Jacobischen  Algorithmus,  woraus  dann  ganz 
entsprechend  gefolgert  werden  kann,  daß  zwischen  gewissen 
Transzendenten  keine  lineare  Relation  mit  rationalen  Koeffi- 
zienten besteht  (§  9).  Bei  dieser  Gelegenheit  leite  ich  dann 
nicht  nur  das  genaue  Analogon  zum  Lambertschen  Ketten- 
bruch her,  sondern  gebe  gleichzeitig  noch  viel  allgemeinere  Ent- 
wicklungen an,  welche  der  bekannten  Kettenbruchdarstellung 
für  den  Quotienten  zweier  Be sseischen  Funktionen  entsprechen. 
Weitere  funktionentheoretische  Anwendungen  gedenke  ich  an 
anderer  Stelle  zu  veröffentlichen. 


^)  Grundlagen   für   eine   Theorie   des  Jacobischen   Kettenbruch- 
algorithmus  (Math.  Annal.  64  (1907),  pag.  1—76). 
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§1. 

Definitionen  und  formale  Entwicklungen. 

Sei  n  eine  natürliche  Zahl,  deren  Wert  wir  im  Laufe  der 
Untersuchung  unverändert  festhalten,  und 

<'.«{"'•••«!:'  (»-=0,1, 2,... 00) 

unendlich  viele  ganz  beliebige  (reelle  oder  komplexe)  Zahlen. 
Wir  leiten  daraus  eine  unbegrenzte  Folge  von  Zahlen  -4^"^  her 
vermittels  der  rekurrenten  Formel: 

(r  =  0,1,  2,... 00), 

wobei  ein  beliebiges  System  von  Anfangswerten  Ä^^\  Ä^^\  . . .  A^**^ 
zum  Ausgang  gewählt  werden  mag.  Geht  man  von  irgend- 
welchen anderen  Anfangswerten  aus,  die  zum  Unterschied  etwa 
mit  Af\  A^^\  .  . .  J.J**)  bezeichnet  sein  mögen,  so  liefert  die 
Rekursionsformel  auch  eine  andere  unendliche  Zahlenfolge,  deren 
Individuen  wir  entsprechend  durch  A^^^  bezeichnen  wollen.  Die 
unendlich  vielen  Möglichkeiten  für  die  Anfangs  werte  liefern 
so  unendlich  viele  Zahlenfolgen,  die  wir  durch  Suffixe  unter- 
scheiden.   Wir  nennen  dann  mehrere  solche  Zahlenfolgen 

^(v)       JH  A(y) 

voneinander  unabhängig,  wenn  keine  Relation  der  Form 

mit  von  v  unabhängigen,  nicht  sämtlich  verschwindenden 
Koeffizienten  /••  besteht.  Unter  all  den  betrachteten  Zahlen- 
folgen sind  dann  nur  »  +  1  voneinander  unabhängige ,  die 
aber  auf  mannigfache  Weise  ausgewählt  werden  können;  und 
aus  irgend  »  +  1  unabhängigen  läßt  sich  jede  andere  linear 
zusammensetzen. 

Denn  man  wähle  n  +  1  verschiedene  Systeme  von  Anfangs- 
werten 
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Ü  0  0 

^»)  4') . . .  ^w 

^w  ^JJ) . . .  ^w 

derart,  daß  die  Determinante  |  Äf^ ;  4=  0  ist,  und  bilde  daraus 
die  n  -|-  1  Zahlenfolgen: 

A<^\  A^\  .  .  .  A<y>    (v  =  0,  l,...oo), 

welche  offenbar  im  obigen  Sinne  voneinander  unabhängig  sind. 
Ist  dann  -4^"\  A^^\  .  ,  .  J.^"^  ein  ganz  beliebiges  System  von 
Anfangswerten,  so  kann  man  w  +  1  Zahlen  y^,  ^p  .  .  •  /«•  so 
bestimmen,  daß 

^('')  =  y,^(;')  +  y,-äW+-..+;',-ä<;)    für    v  =  0,l,  ...n 

wird.  Aus  der  Bekursionsformel  folgt  dann  sukzessive,  daß  die- 
selbe Gleichung  auch  für  v  =  »  +  1,  w  -j-  2  u.  s.  w.  besteht. 
Also  läßt  sich  -4.^"^  linear  aus  A^*^^  A^^\  .  .  .  -4JJ')  zusammensetzen 
mit  von  v  unabhängigen  Koeffizienten. 

Für   die  w  +  1    voneinander   unabhängigen  Zahlenfolgen 
wählt  man  am  einfachsten  diejenigen  mit  den  Anfangswerten: 


4''-{;'^;tj  (m=«,.....»), 


+» 


bei  welchen  ja  die  Bedingung,  daß  die  Determinante  |  Af^  \  +  0 
sein  soll,  erfüllt  ist.  Der  Kürze  halber  will  ich  mich  nun  der 
folgenden  Ausdrucksweise  bedienen: 

Definition  L    Das  System  der  linearen  Rekursions- 
formeln 

(i  =  0,  1,  .  .  .n;  v=:0,  1,  2,  .  .  .00) 
mit  den  Anfangswerten 

(2)       ^|«.{J'^';;*  ft*-o,i,...,) 
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heißt  eine  Jacobi-Eette  oder  einfach  Kette  n^'  Ordnung. 
Die  Zahlen  a^^^  heißen  die  Elemente  der  Kette. 
Jede  Wahl  von  unendlich  vielen  Zahlen 

<.«i^---«!r^     (v  =  0,  l,2,...Qo) 

bestimmt  hienach  eine  Kette  n^^  Ordnung.  Die  Theorie  der 
Ketten  erster  Ordnung  ist  identisch  mit  der  Theorie  der  Ketten- 
brüche. 

Aus  den  die  Zahlen  A^^^  definierenden  Rekursionsformeln 
schließt  man  genau  wie  bei  den  Kettenbrüchen: 


(3) 


+1). 


^'>4' 


4WJL('+'), 


^W  ^('+1) .  .  .  ^C'+H) 


=  (-!> 


'»'agWaf» 


«(-').') 


Zur  Aufstellung  der  weiteren  Formeln  ist  es  zweckmäßig,  die 
Elemente  a^^^  nicht  als  numerisch  gegebene  Zahlwerte,  sondern 
zunächst  als  irgendwelche  Unbestimmte  oder  Variable  anzu- 
sehen. Die  A^^^  berechnen  sich  dann  aus  den  Rekursionsformeln 
als  ganze  rationale  Punktionen  der  aj>^  Wenn  man  in  der 
Funktion  A^^  die  oberen  Indices  aller  auftretenden  a^^  um 
eine  Zahl  X  erhöht,  so  soll  der  entstehende  Ausdruck  mit  A^^l 
bezeichnet  werden;  danach  ist  insbesondere  auch  A^^^^  mit  ^J*"^ 
gleichbedeutend.  Für  die  A^?'\  gelten  nach  ihrer  Definition  die  zu 
(1)  analogen  Rekursionsformeln: 

(i  =  0,  1,  ...n;  v  =  0,  1,  2, 

und  die  Anfangswerte  sind  wieder: 

1  für  i  «  Ä; 
0    .    i  +  i 


(4) 


(5) 


.00), 


(i,  Ä;  =  0, 1,  .  .  .  n). 


Hieraus  folgt  unschwer  die  wichtige  Beziehung: 


^)  Für  y  =  0  ist  die  rechte  Seite  durch  1  zu  ersetzen. 
1907.  BitKaogsb.  d.  nuth.-pbys.  Kl.  28 
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(6)  A[r-^^^  =  A^j^M^  +  ^i:i^l'+'^  +  •  •  •  +  ^lr,\^i^+"»; 

denn  einerseits  ist  dies  für  r  =  0,  1, .  .  .  n  evident;  anderseits 
geht  aber  aus  (1)  und  (4)  hervor,  daß,  wenn  die  Formel  (6)  für 
n  + 1  aufeinander  folgende  Werte  von  v  gilt,  sie  auch  für  den 
nächstfolgenden  Wert  richtig  ist.  Damit  ist  ihre  Allgemein- 
gültigkeit erwiesen. 

Man   merke    insbesondere   die  aus  (1)  und  (4)   für  y  =  0 
hervorgehenden  Formeln: 

(7)  ^(-+»  =  af),     4;»+^)  =  af>. 
Femer  folgt  aus  (6)  für  X  =  l: 

^(.-fi)  =  ^(^)^^^  +  ^(;^)^a<o)     (i==l,2,...n), 

oder  auch,  wenn  v— 1  an  Stelle  von  v  gesetzt  wird: 
4.)  =  a(0)JL(r-i.  +  4-x)     (i=i,2,...«), 
JC,)  =  a|o,^(,-i,. 

Erhöht  man  hier  wieder  die  oberen  Indices  aller  o^^  um 
eine  Zahl  X,  so  folgt  allgemeiner: 

>1W  s=  a^^)  Ai^-^)   -4-  Ai^'^         (i=l   2  n) 

Aus  der  Art,  wie  wir  -4Jrj^  aus  Ä^*^  entstehen  ließen,  folgt, 
daß  in  -4J|'J^  nur  solche  a|^>  auftreten  können,  bei  denen  /i  ^  ^ 
ist;  es  ist  also  A^?'\  unabhängig  von  allen  a^^^  fl\r  fiKX.  Ins- 
besondere ist  daher  -4J|',~*>  unabhängig  von  af^,  also  gewiß 
von  a^^K  Aus  (8)  folgt  somit,  daß  auch 
Ä^^K  A^\  .  .  .  -4<;) 

von  aj')  ganz  unabhängig  sind,  während  dagegen  -4^"^  das 
Produkt  aus  a^^^  in  einen  von  a^^^  unabhängigen  Faktor  ist. 
Ebenso  sind  dann  auch 

unabhängig  von  a^^\  während  -4^"^^  das  Produkt  aus  a^^^  in 
einen  von  a^^^  freien  Faktor  ist. 
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Das  eingangs  erwähnte  Eonvergenzproblem  knüpft  sich 
nun  an  die  folgende 

Definition  IL  Sind  die  Elemente  a^^^  einer  Eette 
als  bestimmte  numerische  Zahlen  vorgegeben,  so  heißt 

die  Eette  konvergent,  wenn  die  Quotienten  öy^^-TTT)  niit 

wachsendem  v  gegen  bestimmte  endliche  Grenzwerte 
konvergieren: 

welche  dann  das  Wertesystem  der  Eette  genannt  werden. 
Andernfalls  heißt  die  Eette  divergent.^) 

Die  Eonvergenz  erfordert  hienach,  daß,  zum  mindesten 
Yon  einer  gewissen  Stelle  v'P\v*  ab,  durchweg  A^^^  ^  Q  ist; 
dagegen  soll  es  nicht  ausgeschlossen  sein,  daß  für  eine  end- 
liche Anzahl  von  y -Werten  gleichwohl  A^^^  =;  0  ist. 

Nach  den  vorigen  Bemerkungen  ist  das  Wertesystem  der 
Eette  (welches  natürlich  bloß  im  Fall  der  Eonvergenz  existiert) 
unabhängig  von  a^^\  und  wegen  (8)  kann  man  statt  der  obigen 
Gleichungen  auch  schreiben: 

lim ? =  a^^)      lim  -  =  a^^)  lim ^^—  =  a^^) 

'  =  »^5^1  "=«-^11,1  "=•^11,1 

Diese  Schreibweise  hat   vor   der   ersten  den  Vorzug,   daß  sie 

auch  für  a^^  =  0  ihren  Sinn  behält,  während  zuvor  für  diesen 

Fall  alle  Nenner  den  Wert  Null  hatten.    Indessen  wollen  wir 

für  die  gegenwärtige  Arbeit  gleich  jetzt   ein  für  allemal 

festsetzen»  dass  a^^^  4  0  ist;   ebenso  a^^'^  4: 0  für  alle  v. 

Man  kann  infolgedessen  an  der  ersten  Schreibweise  festhalten ; 

außerdem  ist  zu  beachten,  daß  jetzt  auch  die  Determinante  (3) 

stets  von  Null  verschieden  ist,  was  für  spätere  Untersuchungen 

von  Wichtigkeit  sein  wird. 

*)  Ein  ähnlicher  Konvergenzbegriff  auch  bei  Herrn  Pincherle: 

Contributo  alla  generalizzazione  delle  frazioni  continue,  Memorie  della 

B.  Accademia  delle  scienze  deir  Istituto  di  Bologna,  ser.  Y,  t.  IV  (1894) 

p.  297—320. 

28* 
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(8») 


Aus  den  Formeln  (8)  folgt: 


<^ll;)  =  «r^  +  ä*^     (i==l,2,...n); 


>i 


die  Konvergenz  der  Kette  ist  daher  auch  gleichbedeutend  mit 
der  Existenz  der  Grenzwerte: 


lim 


^fr> 


0,1 


lim 


lim  -TT-j — ^ 


Da  diese  Brüche  von  af>,  af\  ,  .  .  a^^^  nicht  abhängen  (nach 
pag.  406  unten),  so  schließen  wir,  daß  Konvergenz  und  Diver- 
genz der  Kette  durch  die  Zahlen  a^\  af\  ...  a^^  nicht  be- 
einflußt werden  können.  Erst  das  Verhalten  von  aj."^  für  v>l 
kommt  dabei  in  Frage. 

Den   Zusammenhang   der   Kette   mit   ihrem  Wertesystem 
deuten  wir  symbolisch  an  durch  die  Formel: 


(10) 


aW,  aO\  a(^,  «W 
of ,  aW,  am,  af 

la<fi\  a('),  oCf),  aW 


a(0) 


l(0) 


Danach  wird  insbesondere  für  Ketten  ei-ster  Ordnung  (n  =  1): 
»'     "'     »  =  a,  =  o<»)  lim -j  • 


also  das  Symbol 


ro(0).  oO),  aW  .  .  .-1 


gleichbedeutend  mit  dem  unendlichen  Kettenbruch 


af)  + 


3'A 


+ 


übrigens  soll  das  Zeichen  auf  der  linken  Seite  von  (10) 
überhaupt  als  Symbol  für  die  Kette  gebraucht  werden,  ohne 
Rücksicht  auf  Konvergenz    oder   Divergenz.     Eine  Gleichung 
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der  Form  (10)  hat  dann  allerdings  bloß  einen  Sinn,  wenn  das 
Wertesystem  der  Kette  existiert,  also  nur,  wenn  die  Konvergenz 
feststeht;  bei  Divergenz  hat  das  Kettensymbol,  ebenso  wie  ein 
Kettenbruch  lediglich  formale  Bedeutung.  An  Stelle  des  aus- 
fuhrlichen Kettensymboles  (10)  soll  gelegentlich  auch  abkürzend 


Kl 

00 

r«r.<i 

00 

— 

oder 

—  — 

oder 

ow. 

v  =  0 

a<,o),  oW. 

v=l 

a«»,  aO, «(-' 


etc. 


v  =  2 


geschrieben  werden. 

Wir  betrachten  jetzt  die  beiden  Ketten  n^'  Ordnung: 


<\  <\  c . . . 


und 


0,  <),  af\ 


Ist  eine  von  diesen  konvergent,  so  ist  es  auch  die  andere,  da 
ja  die  Konvergenz  durch  a^^^  nicht  beeinflußt  wird.  Bezeichnet 
man  dann  das  Wertesystem  der  ersten  Kette  wieder  mit 
af),  .  .  .  af ,  das  der  zweiten  mit  ß^^\  .  .  .  ß^^\  so  ist  wegen  (8*): 


v4  f") 


><(v) 


Die  zweite  der  obigen  Ketten    geht   nun  aber   aus  der  ersten 
dadurch  hervor,  daß 

af  =  1,  a(0)  =  a(o>  =  . . .  =  ajf >  =  0 

gesetzt  wird,  während  alle  andern  Elemente  unverändert  bleiben. 
Man   erhält   also  entsprechend,    da  A^J\,  -4^j''\,  . 
aj^\  af\  .  .  .  a^^^  gar  nicht  abhängen. 


Ä^^\  von 


^'-i.. 


und  folglich  auch: 


a(0)  ^  ^(0)  ^  ^(0)_ 


Dies   wichtige  Resultat  wird  für  Ketten   erster  Ordnung 
trivial,    sobald   man    die  Kette   in   Form   eines  Kettenbruches 
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schreibt.     Es  besagt  dann  nämlich  nichts  weiter,  als  daß  der 
Kettenbruch 


af>  + 


laO) 


a<?)  I  aj?>  I 

+      °  '  +  --^  4- 


la'«) 


I  <^ 


die  Summe  ist  von  a'**'  und  dem  Kettenbrucb 


|o(i)    "^lof)    "^  loW    "^ 


Ferner   untersuchen  wir  die  beiden  Ketten  n*"  Ordnung: 


ow 


und 


r  =  0 


LaWß, 


v  =  0 


wobei  ^v  =  1  ist  für  v  <  0 ,  während  die  ^^  für  y  ^  0  ganz 
beliebige,  aber  von  Null  verschiedene  Zahlen  bedeuten  sollen. 
Zur  ersten  dieser  beiden  Ketten  gehören  die  Rekursionsformeln 
(1),  während  die  entsprechenden  zur  zweiten  Kette  gehörigen 
Formeln  lauten: 

+  •  •  •  +  «iTLj  e,  Q^,  £('+«-')  +  ow  e,  £<'+-', 

wobei  die  Anfangswerte  wieder 


[0    ,    i 


zjSÄ 


(i,  Ä  =  0,  1,  .  .  .  n) 


sind.   Hieraus  folgt  nun  sogleich  durch  den  Schluß  von  v  auf 
v+  1: 

^^K  +  ,+1)  =  g^Q^.,.Q^  J.(»+-+ 1)      (v  =  0,  1, . . .  oo), 

und  folglich  auch: 


^•■+»+1) 
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sobald  nur  J.^''+*+'>4:0  ist.  Läßt  man  v  über  aUe  Grenzen 
wachsen,  so  besagt  dies:  Wenn  von  den  obigen  beiden  Ketten 
die  eine  konvergent  ist,  so  ist  es  auch  die  andere,  und  das 
Wertesystem  der  zweiten  Kette  ist  das  ßo-fache  des  Werte- 
systems der  ersten.  Ist  speziell  ^o  =  l,  so  heißen  die  beiden 
Ketten  äquivalent,  in  Zeichen: 


0 


CO 


»   Jy  =  0 


V  +  0    ,    v>0/' 


y  =  0 


und  wir  erhalten  den  Satz: 

Zwei  äquivalente  Ketten  sind  stets  gleichzeitig 
konvergent  oder  divergent  und  haben  im  Fall  der 
Konvergenz  das  gleiche  Wertesystem. 

Sind  die  Elemente  ajr^  einer  Kette  sämtlich  rationale  Zahlen, 
so  kann  man  offenbar  durch  geeignete  Wahl  der  Multiplika- 
toren Qy  eine  äquivalente  Kette  finden,  deren  Elemente,  wenig- 
stens von  der  zweiten  Kolonne  ab,  sämtlich  ganze  Zahlen  sind. 

Herr  Pringsheim*)  nennt  einen  Kettenbruch  unbedingt 
konvergent,  wenn  er  nach  Weglassung  einer  beliebigen  Anzahl 
von  Anfangsgliedern  konvergent  bleibt.  Im  Anschluß  hieran 
definieren  wir: 

Definition  III.     Die  Kette  »*«'  Ordnung 

heißt  unbedingt  konvergent,  wenn  die  Ketten 


(A  =  0,  1,  2,  .  .  .  oo) 


0  Über  die  Konvergenz  unendlicher  Keltenbrüche.    Diese  Sitzungs- 
berichte, Bd.  28  (1898),  pag.  295-824 
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sämtlich  konvergent  sind.  Finden  sich  dagegen  eine 
oder  mehrere  divergente  unter  diesen  Ketten,  so  heißt 
die  Kette  (wenn  sie  überhaupt  konvergieii;)  nur  be- 
dingt konvergent. 

Eine   unbedingt  konvergente  Kette    ist  also  dadurch  aus- 
gezeichnet, daß  für  alle  X  die  Grenzwerte 

a^)lim-j^  =  ac^) 


0  yl^»") 


existieren;  diese  sind  offenbar  von  a^^^  unabhängig,  wie  ja  auch 
a^9^  von  a^^^  unabhängig  war.  Offenbar  kann  auch  die  unbe- 
dingte Konvergenz  durch  die  Zahlen  a^^\  af\  .  .  .  a^*^  nicht 
beeinflußt  werden. 

Aus  den  Gleichungen  (9)  erhält  man: 

(11)   «0   ^(.)        «.    +   ^c.-i)         Va==0,1,2,...co; 

Bei  unbedingter  Konvergenz  nähert  sich  die  linke  Seite  in  (11) 
mit  wachsendem  v  dem  endlichen  Grenzwert  af^]    daher    muß 

insbesondere  (für  i  ==  1)  auch     .  '^"y^-  einen  endlichen  Grenz- 

wert  haben;  da  dieser  aber  offenbar  gleich  -mxj)  ist,   so  folgt 

ajf +1^4:0,  d.h.: 

aJ^nO,     a^2)^o,     afr^O,...; 

dagegen  kann  sehr  wohl  a^^^  ==  0  sein.  Läßt  man  nun  in  (11) 
V  unbegrenzt  wachsen,  so  folgt: 

n 

aU+1) 
«f^=«f^  +  ^+i)       (i-2,3,...n). 

N 

Dies  ist  gleichbedeutend  mit  dem  Gleichungssystem: 
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aCi>  a<'>  a^i> 

n  «  n 

(12)  af  af  af 


n-l 


a^ 


welches  in  meiner  Habilitationsschrift  zum  Ausgangspunkt  der 
Untersuchung  gewählt  war;  nur  war  dort  durchweg  a^^^  «=  1. 
Es  empfiehlt  sich,   statt  der  Größen  a[^^  gewisse  homo- 
gene Größen  einzuführen,  nämlich: 


l-V     f^_^      /i=l,2,...»\ 


wobei  xf^^  ^  0  ist,  und  die  Zahlen  3f^\  xf\  .  .  .  x^^^  nur  bis  auf 
einen  willkürlichen  Proportion alitätsfaktor  bestimmt  sind  (der 
natürlich  mit  l  variieren  darf).  Nach  geeigneter  Festsetzung 
der  willkürlichen  Faktoren  gewinnt  man  aus  (12)  das  folgende 
homogene  Gleichungssystem: 

:^o)  =  ^j)_^  + ^(0)^(1) 

(13)  <'*  =  <'L,+<'^<'^ 

a;(^2)  =  a(f)  xf^^\  xf^^)  =  rrjf )  +  aj^)  xjf),  4«)  =  a:f)  ^  ^(2)  ^^3)^  . . . 
42)  =  48)^j  +  a(f)4f) 


Dieses  stimmt  der  Form  nach  überein  mit  einem  System 
linearer  Substitutionen,  durch  welche  die  xf^  sukzessive  in  aK^\ 
(x!p^  etc.  transformiert  werden.  Will  man  durch  Zusammen- 
setzung der  Substitutionen  die  xf^p  direkt  in  xf^-^  transformieren, 
so  geschieht  das  durch  die  Formeln 

(i  =  0,  l,...n), 
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(14*) 


wie  durch  den  Schluß  von  X  auf  l  +  1  ohne  weiteres  bestätigt 
wird,  nachdem  die  Formel  für  A  =  0  ja  evident  ist.  Erhöht 
man  in  einer  der  Gleichungen  (13)  die  oberen  Indices  der 
a[^\  x^^^  um  eine  Zahl  /i,  so  kommt  wieder  eine  Gleichung 
des  Systems  (13)  zum  Vorschein.  Man  darf  also  auch  in  (14) 
diese  Operation  ausführen  und  erhält  dann: 

(i  =  0,  1,  ...  n). 
Da  rrg^)  +  0  ist,  so  folgt  aus  (14),  indem  man  wieder  zur 
inhomogenen  Bezeichnung  zurückkehrt: 

a(0)  _  ^(0  _J o_J * i_J «         g     '  '       * !L 

(15)      •  0  ^(A)a(A)  +  ^a+i)aU)  +  ^a+2)aa)  +  ...+^^^ 

(i  =  l,2,...n;  A  =  0,l,...oo). 

Diese  Formel  wurde  abgeleitet  unter  der  Voraussetzung 
unbedingter  Konvergenz;  bei  nur  bedingter  Konvergenz  sind 
ja  die  zur  Herleitung  sukzessive  benutzten  Zahlen  a^^\  a[^\  .  . ., 
die  als  gewisse  Grenzwerte  definiert  sind,  gar  nicht  immer 
vorhanden.^)  Es  ist  aber  von  größter  Wichtigkeit,  dafi  trotz- 
dem der  folgende  Satz  gilt: 

Lemma:   Wenn  die  Kette: 

aw   a^^+i\  a^A+2), 

wo  A  ein  bestimmter  Index  i^l  ist,  konvergiert,  und 
ihr  Wertesystem  mit  af\  .  .  .  a^^*  bezeichnet  wird,  so 
ist  die  Kette 

konvergent  oder  divergent,  je  nachdem  die  Größe 

*)  Dagegen  ist  die  Einführung  der  homogenen  Größen  x\  ^  för  den 
Beweis  der  Formel  (15)  unwesentlich;  diese  wird  vielmehr  auch  direkt 
durch  vollständige  Induktion  gewonnen. 
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von  Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist.  Das  Werte- 
system der  Kette  ist  im  Konvergenzfall  gegeben  durch 
die  Formel: 

«(0)  -_  MO)      i     0     ^       t i_J *       < »    /  • 1   9         ^\ 

Man  beachte,  daß  hier  nirgends  von  unbedingter  Kon- 
vergenz die  Rede  ist.  Es  kann  sehr  wohl  vorkommen,  daß 
die  in  dem  Satz  auftretenden  Ketten  beide  konvergieren,  wäh- 
rend dagegen 

"'0  '  *^o       '  %       >  •  •  • 


für  0<v<l  divergiert.  Zum  Beweis  des  Satzes  beachte  man, 
dag  nach  unseren  Voraussetzungen  die  Grenzwerte 

existieren,  und  daß  also  für  genügend  große  v  stets  Ä^\  ^  0  ist. 
Daher  folgt  aus  Formel  (6): 

Multipliziert  man  mit  a^^)  und  läßt  dann  v  unbegrenzt  wachsen, 
so  nähern  sich  die  einzelnen  Tenne  der  rechten  Seite  bestimmten 
endlichen  (Jrenzwerten.  Gleiches  gilt  also  auch  von  der  linken 
Seite,  und  zwar  ist: 

Jir-i-X) 

(16)  af  lim  -^-r-  =  Äf^  af  +  Äf+'^  af^-\ +  Af+^'^  a^^\ 

insbesondere  für  i==0: 

(17)  a^^  lim  -jr^  =  ^CA)  a(^)  -f  ^^'+'^  aj^)  +  •  •  -  +  A^^^  -^  aCf\ 
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Ist  dieser  letztere  Ausdruck  von  Null  verschieden,  so  folgt 
die  Behauptung,  soweit  sie  sich  auf  diesen  Fall  bezieht,  un- 
mittelbar, indem  man  Gleichung  (16)  durch  (17)  dividiert.  Hat 
der  Ausdruck  (17)  aber  den  Wert  Null,  so  können  die  Aus- 
drücke (16)  nicht  für  alle  Werte  von  i  ebenfalls  verschwinden, 
sonst  müßte  die  Determinante 


-^0        0  •  •  •  -^ü 


n         n  n 


=  0 


sein,  was  nach  Formel  (3)  nicht  der  Fall  ist.  Es  ist  daher 
wenigstens  für  einen  Wert  von  i,  indem  man  Gleichung  (17) 
durch  (16)  dividiert, 

Also  kann  der  reziproke  Bruch  keinen  endlichen  Grenzwert 
haben,  und  folglich  divergiert  die  Kette.  Damit  ist  aber  der 
Satz  in  allen  Teilen  bewiesen. 


§2. 
Konvergenz  für  positive  a[T^  und  fDr 

K' I  +  KM  +  •  •  •  + 1  «<.!,  I S  ^  ( KM  - 1  )• 

Es  handelt  sich  nun  vor  allem  darum,  bei  numerisch  ge- 
gebenen Elementen  festzustellen,  ob  die  Kette  konvergiert,  und 
auch,  ob  sie  unbedingt  konvergiert.  Ein  erstes  Konvergenz- 
kriterium entnimmt  man  dem  Satz  II  meiner  Habilitations- 
schrift (a.  a.  0.,  pag.  12);  ich  will  es  der  Vollständigkeit  halber 
hier  in  etwas  anderer  Form  wiederholen: 

Theorem  I.  Wenn  die  Elemente  aj*'»  reelle  Zahlen 
sind  und  für  vp>l  den  Ungleichungen: 

aj;>^c;   a<;\^cajr)5>0    (i  =  0, 1,  . .  .  n  — 1) 
genügen,    wo  c   eine  von  v  unabhängige,   positive,  im 
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(A  =  l,2,...oo) 


Übrigen  aber  auch  beliebig  kleine  Zahl  bedeutet,  so 
ist  die  Kette 

a^O),  a^i)  a(2) 

unbedingt  konvergent.^) 

A.  a.  0.  sind  allerdings  die  gleichen  Bedingungen  auch 
für  V  =  0  gefordert,  und  ist  obendrein  nur  die  Konvergenz 
schlechthin,  nicht  die  unbedingte,  bewiesen.  Da  aber,  wie  be- 
reits hervorgehoben,  die  Zahlen  a[P^  die  Konvergenz  gar  nicht 
beeinflussen,  so  sind  die  ihnen  auferlegten  Bedingungen  über- 
flüssig. Weiter  ist  aber  die  Konvergenz  auch  eine  unbedingte; 
denn  bei  den  Ketten 

sind  ja  ebenfalls  die  Bedingungen  des  Theorems  erfüllt,  also 
sind  sie  sämtlich  konvergent. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  fundamentalsten  Konvergenz- 
kritenum  für  komplexe  Elemente.     Es  lautet: 

Theorem  II.  Wenn  für  v.^1  durchweg  die  Un- 
gleichung 

i«ri  +  i«ri  +  ---  +  i«5rLii<;^(ioi''i-i) 

gilt,  wo  ^  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  bedeutet, 
während  die  Zahlen  a^^^  auch  komplex  sein  dürfen,  so 
ist  die  Kette 

unbedingt  konvergent. 


^)  Die  Bedingung  a^^  ^  0  wurde  schon  pag.  407  ein  für  allemal  ge- 
stellt, und  wird  daher  in  allen  Kriterien  neben  den  jeweiligen  Bedin- 
gungen noch  stillschweigend  als  erfüllt  vorausgesetzt,  obwohl  dies  ge- 
rade bei  Theorem  I  nicht  absolut  nötig  wäre. 
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Die  Voraussetzungen  sind  hier  offenbar  wieder  derartige, 
daß  aus  der  einmal  bewiesenen  Konvergenz  auch  sogleich  die 
unbedingte  Konvergenz  gefolgert  werden  kann.  Da  femer 
die  Zahlen  af^  die  Konvergenz  nicht  beeinflussen,  so  können 
wir  beim  Beweis  des  Theorems  annehmen,  daß  die  Bedingungen 
auch  für  v  =  0  erfQllt  sind;   also: 

*KVK^I~K1 l^iT-il^*    (fttrv  =  0,  1,2,  ...oo). 

Dabei  bedeute  i?  vorläufig  eine  Zahl,  die  ^  1  ist.  Tritt  in  den 
Gleichungen  (9)  v  —  X  an  Stelle  von  i,  so  folgt,  wenn  i  der 
Reihe  nach  gleich  n^n  —  1,  ...  1  gesetzt  wird: 

1-^n.A      l^^l^n    -^n,AH-l       I         l-^n-l.A+ll' 
IJC»'— l)  |<|a(^)     ^(v-A-Dl     I     1   J(v-A-l)  I 

Ij.Cv-i)  |<|a<^)    J.c^-'i-ni  4- I  yiC"-^-»)  I 


!^^-^)|<:|aC«4C^j|-»)|  +  |Jc.-|-.)|, 

Die  erste  dieser  Ungleichungen  multiplizieren  wir  mit  tf 
und  subtrahieren  davon  die  n  übrigen;  dann  folgt: 

^  I  ^%i''  I  -  i^T''  I  + 1  ^Xt''  I  +  •  •  •  +  i  ^M 1) 
>(dl<«i-|aw|_|af)| i<i,!)i^i::rH^r"i 

Hier  bedeuten  y,  i  irgendwelche  Zahlen  der  Reihe  0,1,2,...; 
nur  muß  natürlich  v  ^  A  +  1  sein,  damit  keine  negativen  oberen 
Indices  vorkommen.     Setzt  man  zur  Abkürzung: 

so  besagt  die  letzte  Ungleichung: 
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Daher  nimmt  die  Größe  ^^^x  mit  wachsendem  X  niemals  zu; 
es  ist  also  auch,  wenn  v>n  vorausgesetzt  wird, 

oder  ausführlich  geschrieben: 

i^  I  ^w  I  -  (!-iS"  I  + 1^1"  I  +  •  •  •  + 1  ^iri.i) 

Somit  ist  allgemein: 

(18)    y?|^(r)|^d  +  |^W|-|.|^(v)|  +  ...  +  |^Mj     (flirr>n); 

I  ebenso,  wenn  man  die  oberen  Indices  aller  a^^  um  A  erhöht, 
I  wobei  ja  die  Voraussetzungen  des  Theorems  erhalten  bleiben: 
I        (19)^|J.M|^^  +  |J0.)J-j.|^w|  +  ...  +  |^o.)_^_j   (fttrv>n). 

Aus  (18)  ergibt   sich   einmal,   daß  l-^Jj'^l^l  ist,   sodann 
aber  vor  allem,  daß  die  Quotienten 

A^      A^         A^ 

absolut  genommen  unter  einer  von  v  unabhängigen  endlichen 
Schranke  bleiben,  nämlich  alle  kleiner  als  &,  Daraus  folgt 
bekanntlich,  daß  es  eine  gewisse  unendliche  Auswahl 
Ton  wachsenden  y-Werten  gibt:  r^,  v^,  Vj,  .  .  .  derart, 
daß  die  Grenzwerte 

A^r'^  v4^^  Ä^'^'K 

(20)  lim  ^!^,      lim  -^^,  .  .  .  lim— ''^ 

existieren,  und  zwar  sind  sie  absolut  ^^. 

Dabei   ist   aber   der   erste  dieser  Grenzwerte  sicher   auch 
Ton  Null  verschieden.     Denn  aus  (19)  ergibt   sich   auch,   daß 


i^|;;\|^l  ist,  und  daß 


<^  bleibt  für  alle  v>n;   also 


insbesondere  für  i  =  l,  i  =  n  —  1: 
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Anderseits  erhält  man  aus  (8)  für  i  =  n: 

|^W|<|a««^0;-.)|+|^(.-i)J 
und 

K"l=l<'<r"l>l«ri>o. 

Also  durch  Division: 


A.M 


4W 


«(0) 

0 


+ 


l(0) 


+ 


i«ri 


und  folglich,  indem  man  die  reziproken  Werte  nimmt: 


lim 

«=soo 


^'•' 


l«§»l 


i«ri+* 


>  0,  w.  z.  b.  w. 


Von  den  Zahlen  (20)  kann  man  daher  die  n  —  1  letzten 
durch  die  erste  dividieren,  und  findet  so,  daß  die  folgenden 
Grenzwerte  existieren: 

(21)  «f  Hm  2p  =  "''"'  •  •  •  <'}t  ^p  =  "-'• 

und  daß  insbesondere  auch  0^^4=0  ist. 

Wir  beweisen  nun  durch  vollständige  Induktion,  daß  ganz 
allgemein  auch  die  Grenzwerte 


(22)      ac^>lim-i^  =  a}^) 


''-<\'' 


*i  ' 


.  4^>lim-7^,  =  <^) 
0  .^«^-•-^) 


existieren  und  daß  a^J^^  :^  0  ist.  Für  A  =  0  ist  dies  nämlich 
soeben  bewiesen  worden.  Nehmen  wir  daher  an,  die  Behaup- 
tung sei  fQr  einen  bestimmten  Wert  von  l  richtig,  so  folgt 
aus  Formel  (11),  wenn  dort  v,  —  A  an  Stelle  von  v  tritt, 


0     jC'«-' ^) 


af^  + 


(i  =  1,  2,  .  .  .  n). 
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und  durch  Übergang  zur  Grenze  5  =  oo : 

(23)  af^  =  af  +  li^^^'-tl      (i  =  l,  2,  .  .  .  n). 

Es  existieren  also  die  Grenzwerte: 

.{r,-A-l)  (^^_A-~|)  (v,-A-l) 

'=°^^^'a+i  •=*<%+!  '=°°A;a+i 

deren  erster  sich  analog  wie  oben  als  von  Null  verschieden 
erweist.*)  Man  kann  also  die  n — 1  letzten  durch  ihn  divi- 
dieren, und  dadurch  ergibt  sich  die  Existenz  der  folgenden 
Grenzwerte : 

deren  letzter  gewiß  von  Null  verschieden  ist. 

Diese  unterscheiden  sich  von  (22)  lediglich  dadurch,  daß 
A  +  1  an  Stelle  von  X  steht,  so  daß  die  Grenzwerte  (22)  in 
der  Tat  für  beliebiges  X  existieren. 

Nachdem  dies  feststeht,  gilt  auch  die  daraus  abgeleitete 
Gleichung  (23),  aus  welcher  dann  folgt: 

(24) 

Für  A  =  0,  1,2,  .  .  .00  stimmen  diese  Gleichungen  formal 
genau  überein  mit  dem  System  (12),  und  auch  jetzt  ergibt 
sich  daher  genau  wie  früher  (durch  den  Schluß  von  A  auf  A  + 1): 

q(0)  ==  ^(0)  _j !^ ! ! [ ' I * »•. 


^)  Der  Beweis  entsteht  natQrlich  aus  dem  früher  gegebenen  einfach 
dadurch,  daß  man  die  oberen  Indices  aller  a]^^  um  die  Zahl  A  4- 1  erhöht. 
1907.  BiUnngdb.  d.  math.-phys  Kl.  09 
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Setzt  man  daher  zur  Abkürzung: 

(25)   ««»^(«-«f^«^^!«  {lZo,l:'.:i)' 

so  kommt: 

(26)     a},^>  JÖJ^>  +  af  fl|^+')  +  «f  J3}^+^  + h  «L^^  ^^-^^  =  0. 

Hier  brauchen  wir  nun  eine  wichtige  Ungleichung,  welcher 
die  Zahlen  af-^  genügen.  Man  erhält  sie  aus  (19),  indem  man 
rechter  Hand  den  Summanden  i?  wegläßt,  und  dann  die  ganze 
Ungleichung  durch  1  Ä^\  |  dividiert  und  mit  |  ajf^  j  multipliziert; 
es  ergibt  sich  so: 


i9 


+  •••  + 


Ü 


Setzt  man  hier  v  =  v,  —  A  und  läßt  5  ins  Unendliche  wachsen, 
so  kommt  nach  den  Definitionsgleichungen  (22): 


(27) 


(A  =  0,  1,  .  .  .  00), 


welches  die  gesuchte  Ungleichung  ist.     Man  bemerke  bei  dieser 
Gelegenheit  auch: 

K-al«l  +  K-<'l+---+|a5f'-<«|.:^i>, 

(A  =  0,  1,  ...00); 


denn  die  linke  Seite  ist  nach  (24)  gleich: 
|aa+0|-j-|a(^4-i)|  +  |a^-i+0|-f  ... 


+  1«^^+.^^ 


la+o; 


also  nach  (27)  in  der  Tat  ^  *. 

Da  I  ajf)  j  >  0  ist,  so  folgt  aus  Gleichung  (26): 


-1)  ' 


Bezeichnet  man  daher  die  größte  der  n  Zahlen 
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\Hf 

1.  \sf+"U 

jifa+»-i)| 

it  Mf\  so 

ergibt 

sich: 

\Hf+ 

"M<- 

|a«|  +  |aW 

!  +  • 

••4-lai^L. 

■MW, 

l«i^M 
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und  daher  mit  Rücksicht  auf  (27): 

(29)  ii?f  +  «>|^*JfJ^)<JfJ^>. 

Es  ist  daher  auch  Mf'^^^^M^^^;  somit  nehmen  die 
Zahlen  Mf^  mit  wachsendem  X  monoton  ab;  sie  und 
folglich  auch  die  Zahlen  \Iip\  bleiben  also  unter  einer 
von  X  unabhängigen  Schranke. 

Soweit  ergab  sich  dies  alles  unter  der  Annahme  ^.<1. 
Von  jetzt  ab  sei  aber  i><  1.     Dann  ist  wegen  (29): 

I  sf-^n-^i)  I  <  #  jfa+1)  ^  ^  jf a) 


Es  ist  also  auch  die  größte  der  n  Zahlen 
höchstens  gleich  ^JlfJ^\  d.  h.: 

Durch  wiederholte  Anwendung   dieser  Ungleichung  folgt 
dann  auch: 

(30)  Jlff+'"»)^#''Jlff, 

also  gewiß  wegen  d  <  1 : 


lim  Jlf  f  ^""^  =  0. 


Da   aber  die  Zahlen  Mf^   mit   wachsendem   X   monoton   ab- 
nehmen, so  ergibt  sich  hieraus: 

und  folglich  auch: 

29* 
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lim  Hf  =  0. 

Nach  der  Definition  von  Hf^  (Gleichung  (25))  besagt  dies  aber: 
(31)  lim  (a^^)  Af^  —  af  A^^^)  -=  0. 

Nun   ist  für  r>n  wegen  Ungleichung  (19):  |^J^''\|>1; 
also: 

\Af\  =  \af^A^^j'y[:^\a^'^\     (für  >l>n  +  l). 

A\f^  I  liegt  also  über  einer  von  A  unabhängigen  positiven  Zahl; 
daher  kann  man  die  Formel  (31)  durch  A^^  dividieren  und 
erhält  so: 


i™(«r  3? -<")-»■ 


Somit  konvergieren  die  Zahlen  a)^^  — ^^  mit  wachsendem  i 

gegen  die  endlichen  Grenzwerte  af\  und  damit  ist  unser 
Theorem  vollständig  bewiesen. 

Die   übrigen   in  dieser  Untersuchung  erlangten  Resultate 
fassen  wir  zusammen  in: 

Theorem  IIL     Wenn   für  v'^0  durchweg  die   Un- 
gleichung 

Kl  +  ;«r'i  +  •  •  •  +  i«r_,i  ^*(Ki-i) 

gilt,  wo  ^  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  bedeutet, 
so  genügt  das  Wertesystem  der  nach  Theorem  II  kon- 
vergenten Kette 

<\  <".  «f.  •  • 
den  zwei  Ungleichungen: 

^i«^"i ^K'' 4  ;«rn-i«f  I  +  •  •  •  + 1«!"!, . 

und  außerdem  gilt  die  Beziehung: 


laf 


,(") 
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lim  (oW  ^W  _  a(0)  ^M)  =  0, 

v=ao 

wobei  die   Zahlen  A^p  vermittels   der  Formeln   (1)  (2) 
aus  den  Elementen  a^^  gebildet  sind. 

Diese  letzte  Formel  besagt,  da  im  allgemeinen  |  A^^^  \  mit 
V  ins  Unendliche   wachsen   wird/)    daß    die   Annäherung    der 

Brüche   af^  -j|^   an   ihren  Grenzwert   a,    eine   verhältnismäßig 

rasche  ist. 

Durch  das  Theorem  III  erzielt  man  auch  eine  Verschärfung 
des  Satzes  V  und  folglich  auch  VI  meiner  Habilitationsschrift 
(a.  a.  0.  pag.  24,  25),  indem  dort  an  Stelle  von 


der  kleinere  Bruch 

2  +  aW 

+  aw  +  . . . 

+  «5:l. 

ja  sogar 

1  +  1?  +  a(-)  +  aw  + 

treten  darf.*)  Ich  will  diese  Gelegenheit  benutzen,  um  für 
den  so  modifizierten  Satz  V  noch  einen  Beweis  mitzuteilen, 
der  viel  einfacher  ist,  als  er  aus  dem  Vorstehenden  entnommen 
werden  kann.  Wir  setzen  also  voraus,  daß  für  alle  r,  die  eine 
Zahl  V*  übersteigen, 


1+  *  +  »5")  +  a\-^  + 1-  aj;'!., 


a' 


;(•') 


<^<l 


*)  Näheres  darüber  siehe  im  nächsten  Paragraphen. 

2)  Nur  fürn  =  1  sind  die  beiden  letzten  Brüche  nicht  kleiner  als  der 
erste.  Jedoch  ist  dieser  Fall  ohnehin  interesselos,  da  für  die  regelmäßigen 
Kettenbrüche  ja  immer  die  sehr  viel   mehr  als  Satz  V  sagende  Fehler- 

1 


\aV 


formel  gilt:   |  "^  —  «i 


(0) 


^>)'- 
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ist.     Der  a.  a.  0.,  pag.  24  gegebene  Beweis  bleibt  dann  yoU- 
kommen  in  Kraft,  sobald  wir  zeigen  können,  daß  für  v  >  v'  auch 

1  +  a^")  +  a^")  H h  al:^  i 

1    ö}'^ 

wird.     Nun  sind   a.  a.  0.    die   Zahlen  -7-r,   -r^  echte  Brüche, 

»  n 

also  gewiß  ^,<w.     Anderseits  ist  auch  für  v>v': 

1  J_  a!^y)  +  a^^)J L  a^y)    J ^—  -i-  J 1 U  J!L-zi 


A.= 


,(v) 


< ? 

n 

Also  durch  leichte  Reduktion: 


A,  — 1>< 


,(»•) 


n 

Setzt    man    diese    Ungleichung    für    eine    Reihe    aufeinander- 
folgender V -Werte  an,    so   erhält   man   durch   Multiplikation: 

r  -  d  < ^±JL^ 

^  a^y)  aiy+i)  a^y  +  x-i) 

n      n  •  •  •      n 

n       n  •  "  *      n 

Der   hier   auftretende  Nenner   ist   aber    unter  Benutzung   von 
Formel  (7)  meiner  Habilitationsschrift  gleich: 
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wächst  also  bei  festbleibendem  v  mit  x  ins  Unendliche.  Daher 
folgt  ;U  —  *  <  0  oder  A^  .<  i?  für  v  >  v';  w.  z.  b.  w. 

§3. 
Untersuchung  für  ^  «  1. 

Indem  wir  zum  eigentlichen  Gegenstand  dieser  Arbeit  zu- 
rückkehren, soll  jetzt  untersucht  werden,  inwieweit  bei  den 
Theoremen  11  und  HI  des  vorigen  Paragraphen  auch  der  Wert 
i>  =  1  zulässig  ist.     Wir  setzen  daher  jetzt 

(32)     |aW|  +  |a{''>|+ \.\a^^l^\^\a^;^\  —  l     für  r^O 

voraus.    Wie  pag.  423  gezeigt  wurde,  bleiben  dann  die  Zahlen 

absolut  unter  einer  von  l  unabhängigen  Schranke,  da  ja  bei 
der  Ableitung  dieser  Tatsache  der  Wert  '&  =  1  ausdrücklich 
zugelassen  war.     Wenn  sich  nun  sogar 

lim  H^^^  =  0 

herausstellt,  so  ergibt  sich  die  Konvergenz  wörtlich  wie  im 
vorigen  Paragraphen.  Wenn  aber  diese  Grenzbeziehung  nicht 
erweisbar  ist,  so  findet  gleichwohl  Konvergenz  statt,  sobald  nur 


*)  Es  ist  vielleicht  nicht  überflussig,  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
daß  hier  das  Auftreten  der  Zahlen  a^^^  durchaus  nicht  schon  die  Kon- 
vergenz voraussetzt.  Die  af^  sind  lediglich  durch  die  Gleichungen  (21) 
definiert,  nicht  etwa  wie  in  §  1  durch: 

Daß   diese  letzte  Beziehung  tatsächlich  statthat,   und  somit  die  Kette 
konvergiert,  bleibt  stets  Gegenstand  eines  eigenen  Beweises. 
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Um|^<«|-=oo 

wird;   denn  da  fl}^^  endlich  bleibt,  so  folgt  dann: 

ta-^  =  0;d.h.^lta^«5.^.,-«..j=.0, 

wodurch  wieder  die  Konvergenz  evident  wird. 

Wir  wollen  daher  zuvörderst  das  Wachstum  der  Zahlen 
I A^^  I  unter  der  Annahme  (32)  untersuchen.  Als  erstes  Resultat 
beweisen  wir,  daß  die  \^^^\  von  A  =  l  ab  mit  X  monoton 
wachsen,  d.  h.  es  gilt  die  Ungleichung: 

|^a+.)|>|^(«|    (A>i). 

Die  Behauptung  ist  evident  für  A  ==  1,  2,  .  .  .  »;  ihre  All- 
gemeingültigkeit ergibt  sich  durch  vollständige  Induktion.  An- 
genommen nämlich,  es  sei  bereits  bewiesen: 

|^^»)|<:^c2)|<.  .  .<|^a+..-i)|<|^^A+«)|^ 

was  jedenfalls   für  A  =  1  zutrifft.     Es  ist  dann  mit  Rücksicht 
auf  Voraussetzung  (32): 

I  ^a+n+ 1)  I  =  !  a^)  Af  +  af  ^^^+i>  +  - . .  +  <^^  ^}f +"^  i 

>iaa)^a+«)]_(|^a)|_i)|^^A+n-n|. 

Also  auch,  wenn  man  beiderseits  |J.{^^+"^|  subtrahiert: 

Es  folgt  hieraus  '  J.^^+"+^^|  >  |  J.[j^+'*^|,  womit  die  Behauptung 
vollständig  erwiesen  ist. 

Wir  können  aber  jetzt  das  Wachstum  der  \AS^^  |noch  ge- 
nauer bestimmen.  Denn  nachdem  das  monotone  Wachstum 
für  A  >  1  festgestellt  ist,  besteht  auch  die  soeben  daraus  ab- 
geleitete Ungleichung 
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|^a+«+.)|_|ja+-)|>(|oW|_i)(|^«+«)|_|^a+«-i)|) 

f&r  A  ^  1  ZU  Recht.     Aus   dieser  folgt    dann,   indem  man   sie 
fQr  A  =  1,  2,  .  .  .  A  anwendet: 

|^«+«+i)|_|^a+-)|:>|o(<>)|(|aO)|-l)(|a(^|-l)...(|fla)i-l); 

und  hieraus  endlich: 

|^U^+i)l>|ara|  +  |a«»|(|a«)|-l)  +  !a<o)|(|acn|-l)(|a(f'|-l) 

+  ---  +  l«ri(K"|-l)(|<'|-l)---(l«l''|-l). 
Wenn  daher  die  unendliche  Reihe 

(33)        (i«L"i-i)+(i<"i-i)(i«ri-i) 

+  (l«i»l-l)(l<M-l)(K'M-l)^-••• 


divergiert,  so  ist  gewiß: 


lim  I  ^^^+"+1^1 


A=QD 


und  daher  nach  den  Erörterungen  zu  Beginn  dieses  Paragraphen 
die  Kette  konvergent.  Um  auch  die  unbedingte  Konvergenz 
behaupten  zu  können,  werden  wir  verlangen  müssen,  daß 
unsere  Bedingungen  erhalten  bleiben,  wenn  man  darin  die 
oberen  Indices  aller  a^'^  um  eine  beliebige  Zahl  l  vermehrt; 
dann  sind  nämlich  auch  für  die  Ketten 


a  =  l,2,  ...00) 


die  gleichen  Konvergenzbedingungen  erfüllt.  Diese  Forderung 
ist  aber  schon  von  selbst  befriedigt.  Denn  wenn  man  in  der 
Reihe  (33)  die  oberen  Indices  aller  a^^  um  X  erhöht,  so  ent- 
steht eine  Reihe,  die  aus  (33)  oflFenbar  auch  durch  Weglassung 
der  ersten  k  Qlieder  und  Unterdrückung  eines  allen  Gliedern 
gemeinsamen  Faktors  gewonnen  werden  kann,  die  also  eben- 
falls divergent  ist.     Wir  erhalten  also: 
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Theorem  IV.     Wenn   für  v>l   durchweg  die  Un- 
gleichung 

i«{rM  +  i«ri  +  •  •  •  +  KL,  I  ^  1«;:'!  - 1 

gilt,*)  und  wenn  aufierdem  die  unendliche  Reihe 

(|aO)|_i)  +  (]aO)|-l)(|a|f)|-l) 

+  (|o»M-i)(l«fl-i)(i«i."l-i)  +  --- 

divergiert,  so  ist  die  Kette 

%  »  "o  »  %  '  •  •  • 
a(0)   aCD,  aC2),  .  .  . 

unbedingt  konvergent. 

Man  bemerke,  daß  die  einfacher  gebaute  Reihe 
(34)  |aa)|  +  !aC')o(«|  +  [aO^a^^a^^y.  -f-  .  .  . 

infolge  der  geforderten  Ungleichungen  kleinere  Glieder  hat  als 
die  vorige.  Die  Kette  ist  daher  a  fortiori  unbedingt  konver- 
gent, wenn  die  Reihe  (34)  divergiert.  Dies  triflFt  insbesondere 
in  dem  wichtigen  Fall,  wenn  alle  a^^  =  1  sind,  stets  zu. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  zweiten  Möglichkeit,  daß  die 
Reihe  (29)  konvergiert.     Dann  kann  gleichwohl  lim  \Ä^^^'  =  oo 

sein,  und  in  diesem  Fall  ist  die  Kette  sicher  wieder  konver- 
gent. Andernfalls  aber  nähern  sich  die  Zahlen  |-4{f^|,  da  sie 
von  A  =  1  ab  mit  l  monoton  wachsen,  einem  bestimmten  end- 
lichen Grenzwerte: 

lim  |J^^)  1  =  ^1, 

der  von  keinem  |  A^^^  |  (A  >  1)  an  Größe  übertroflfen  wird,  also 
wegen  -4[^'*+'^  =  aff^^  4^  0  jedenfalls  größer  als  Null  ist.  Nach 
den  auch  für  ^  ==  1  gültigen  Gleichungen  (21)  in  §  2  hat  man: 

^)  Daß  wir  beim  Beweis  auch  für  r  =  0  diese  Ungleichung  voraus- 
gesetzt hatten,  schadet   natürlich  wieder  so  wenig  wie  bei  Theorem  11. 
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und  da  jetzt  | -^1'*^  .;^ -^  ist,  so  folgt  hieraus: 
lim  (a««  ^('.>  —  af  ^('.O  =  0. 

»  =  00 

Oder  auch   unter  Anwendung  der  früheren  Bezeichnung: 

«=oo 

und  daher  jedenfalls: 

(35)  Um|-ff<^>|=0. 

Außerdem  ist  auf  pag.  423  gezeigt,   dafi   |fij^  +  "^|  nicht 
größer  ist  als  die  größte  der  Zahlen: 

Nehmen  wir  daher  zuerst  den  Fall  n  =  1,  so  besagt  dies  (da 
dann  auch  für  i  nur  der  Wert  1  Bedeutung  hat): 

Die  Zahlen  \JBl^^^\  nehmen  also  mit  wachsendem  X  monoton 
ab,  und  haben  anderseits  nach  (35)  den  unteren  Limes  Null; 
sie  nähern  sich  daher  schlechtweg  der  Grenze  Null,  also: 

lim  {aS^  Af  —  af^  Af)  =  0. 
Dividiert  man  dies  durch  lim  |  ^4^^^  \  =  A>Oj  so  kommt: 

X=co 

Das  besagt  aber,  daß  die  Kette  konvergiert.  Bei  Ketten  erster 
Ordnung  findet  also  auch  für  #  =  1  stets  Konvergenz  statt, 
ob  der  Grenzwert  lim  |  -4^^^^  |   unendlich  oder  endlich  ist.     Wir 

A=  CO 

erhalten  damit  das  Fundamentalkriterium  des  Herrn  Prings- 
heim: 
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<>i 


Der  Kettenbruch  af  +  -r-^  + 


k?) 


|af> 


ist  unbedingt   konvergent,   wenn   für  r^l   durchweg 
l<N<KM  — 1  ist. 

Nachdem  die  Ketten  erster  Ordnung  hierait  vollständig 
erledigt  sind,  wollen  wir  von  jetzt  ab  ausdrücklich  w  >  1  vor- 
aussetzen.    Dann  gilt  folgendes: 

Theorem  V.  Wenn  für  v>l  durchweg  die  Un- 
gleichung 

i«ri  +  Ki  +  ---  +  i«':iii<;i«irM-i 

gilt,  und  wenn  außerdem  für  alle  v  von  einer  gewissen 
Stelle  v>v'  ab 

Kl  +  i«ri  + •  •  • +  i<Lj<  2^^) 

ist,   wo   O   eine   positive  Zahl   kleiner  als  1  bedeutet: 
dann  ist  die  Kette  np>l)*«^  Ordnung 

«r-  <''  «r-  - 

unbedingt  konvergent. 

Offenbar  genügt  es  wieder,  die  Konvergenz  schlechthin 
zu  beweisen,  die  dann  sicher  eine  unbedingte  ist.  Auch  be- 
deutet es  wie  früher  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit, 
wenn  wir  die  erste  Ungleichung  des  Theorems  auch  für  v  =  0 
als  erfüllt  voraussetzen  und  uns  damit  auf  den  Boden  unserer 
früheren  Untersuchungen  stellen.  Wenn  sich  dann  lim  |  A^^\  =  oo 

oder  lim  fl]"^  =  0  herausstellt,  so  folgt  daraus,  wie  wir  wissen, 

sogleich   die   Konvergenz   der   Kette.     Wir    wollen    daher    im 
Gegenteil  voraussetzen,  man  habe  gleichzeitig: 

(a)  lim|^[;^|  =  .4, 


0^) 


Tira|J/[''>  =);.>0, 
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letzteres  wenigstens  für  einen  der  Werte  i  =  1,  2,  .  .  .  n.    Wir 
wollen   zeigen,    daß  diese   beiden  Annahmen   nicht   zusammen 
mit  den  Bedingungen  des  Theorems  bestehen  können. 
Von  den  »Zahlen 

muß  wenigstens  eine  7>  rjt  sein.  Denn  wären  sie  alle  <  f,, 
wo  Ci<f]i  ist,  so  würde  die  Zahl  |-ff^''+''],  welche  ja  nach 
pag.  423  höchstens  gleich  der  größten  der  obigen  n  Zahlen 
ist,  ebenfalls  ^C»-  sein.  Durch  Wiederholung  des  gleichen 
Schlusses  folgt  dann  sukzessive,  daß  auch  die  Zahlen 

sämtlich  ^  C,-  <  tjt   sind,    was   der  Annahme   (ß)   widerstreitet. 
Bezeichnet  man   daher   die  absolut  größte  der  n  Zahlen: 


(36) 


^0 


^0 


-^0 


oder,  falls  mehrere  den  absolut  größten  Betrag  haben,  eine 
beliebige  von  diesen,  mit  G^*'\  so  ist  wegen  |  </4^*'^  |  <  ^  auch 
für  alle  v>0: 


(37) 


iffrM^5- 


Ferner  folgt  aus  den  Annahmen  (a),  (ß): 


lim 


Vi 


und  daher  für  alle   genügend   großen  Werte  von  v,    etwa  für 

v>N: 


(38) 


H^:"^ 


0 


,Vi+  « 


(v>N), 


wo  e  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  bedeuten  darf. 

Nach  diesen  Vorbereitungen   setzen  wir  zur  Abkürzung: 
a(^)^i^)  /Ä  =  0.1,...«\ 

^(r  +  »  +  i)        '*       \r=  1,  2,  ..  .oo/" 
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Es   ist  dann,   wie  man  sofort  aus  Formel  (1)  entnimmt: 

Z(.)  +  ?(v)  +  ...+i(.)=.l, 

Nun  ist  aber  nach  der  Definition  von  H^^  (Formel  (25)): 

soda£    sich   die   letzte  Gleichung   nach  Multiplikation  mit  a^^ 
auch  folgendermaßen  schreiben  läßt: 


a(0)  -I - 


Hier  hebt  sich  af^  auf  der  linken  Seite  gegen 

auf  der  rechten  Seite.    Subtrahiert  man  dann  noch  beiderseits 
:,  SO  kommt: 


die  Zahl 


0 


jyci'+tt-hD      ^r+"> 


0 


^(.+«) 


woraus  weiter  unter  Berücksichtigung  von  Ungleichung  (38)  folgt : 


fl'(»'+»+i) 


H^y+n) 


0 


0 


(39)   _< 


7(v)      _  • . 

0 


+ 


(Z(;)-l)     ' 


^(.-^> 


<(i^ri+'ri+--+i^lrLii+|isr^"i|)^, 

sobald  nur  v  >  -W  ist. 
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Da  I Ä^^^  I  von  v  =  1  ab  mit  v  monoton  wächst,  so  folgt 
aus  der  Definitionsgleichung  von  l^^^ :  \  l^^^  \  <  \a^^^  \ .  Also  mit 
Rücksicht  auf  die  Bedingungen  des  Theorems  Y: 

e 


^21^=1)  («^"^"O; 


ebenso  auch: 


.     e 


-2(n-l) 
Daher  geht  Ungleichung  (39)  über  in: 


(far  V  >  v'). 


^(r+w+i)       H[y+^) 


J[^r  +  n+l) 


A^J^ 


n) 


e  vi+e 


n  — 1     A 


(-'ll^)- 


Man  hat  also,  sobald  v  eine  gewisse  Grenze  v'  erreicht  oder 
übersteigt: 


JTJv+i) 


daher  auch: 

JJ(r+2) 


(»') 


^* 


AM 


ö     Vi-\-e 


n-1      Ä 


-   (»';>»'•); 


<2 
<3 


e    tli  +  e 
n  —  1     A 

S    Vi+e 
n—lA 


^(»+•-1) 


Da  die  rechten  Seiten  in  all  diesen  Ungleichungen  sämtlich 
nicht  größer  als  S     "T    sind,  so  erhält  man  insbesondere  auch: 
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Qiy) L. 

-^0 


<e 


rii-^-e 


(für  V  >  v). 


wo  GJ''^  wieder  die  gleiche  Bedeutung  hat  wie  pag.  433  Mitte. 
Nun  hat  aber  nach  (35)  \H^y^\  den  unteren  Limes  0;  man 
kann  also  vi^v")  derart  auswählen,  daß  auch 


<e 

ist;   für  solche  Werte  von  v  folgt  dann: 

<e-p 

+  e. 


Da  aber  &<l  und  6  beliebig  klein  ist,  so  widerspricht  dies 
der  für  alle  v  gültigen  Ungleichung  (37).  Daraus  schließen  wir, 
daß  die  Annahmen  (a),  (ß)  nicht  beide  zugleich  mit  den  Be- 
dingungen des  Theorems  V  verträglich  sind.  Wir  müssen 
daher  mindestens  eine  der  zwei  Annahmen  (a),  (ß)  als  irrtüm- 
lich fallen  lassen;  dann  konvergiert  aber  die  Kette.  W.  z.b.  w. 
Weiter  ist  noch  folgendes  von  Interesse.  Die  in  Theorem  III 
behaupteten  Ungleichungen 


(40) 


|a(0)_a(0)  I  ^  laf  — a(0'j  -\ +  |a(0)_a(«)|^  <> 


bleiben  nach  ihrer  Herleitung  auch  für  <)  =  1  bestehen  (sofern 
dann  die  Kette  überhaupt  konvergiert).  Dagegen  ist  die  Be- 
ziehung 

lim  (of  ^w  —  af  ^W)  =  0 

nicht  mehr  allgemein  richtig,  wie  schon  das  Beispiel  der  Kette 
erster  Ordnung 

"1,-1,-1,-1,.. 

2,       2,       2,       2,  .  . 


beweist.     Bei  diesem  ist  nämlich,  wie  leicht  zu  sehen: 
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a«»=l;     ^W  =  »'  — 1;     Af'>  =  y      (y>l) 

Also  hat  man: 

a(0)  ^w  _  af^A^^^  =  V  -  (v  —  1)  =  1, 

und   die  linke  Seite   kann   daher  nicht   den   Grenzwert  Null 
haben.  ^) 

Einige  Bemerkungen  knüpfen  sich  noch  an  den  Fall,  daß 
#==1;     liml^^^|  =  ^  =  endlich 

ist,  und  die  Kette  trotzdem  konvergiert.  Dann  ist  nämlich  stets: 
lim  (a{0^  ^w  -  af  A^-^)  =  0, 

ysOD 

da  ja  diese  Beziehung  jetzt  nichts  weiter  aussagt  als: 

lim  «f^,-«fM  =  o, 


»0  ^w       «.•  j 


d.  h.  als  die  Konvergenz. 

Außerdem  gestattet  aber  jetzt  die  erste  Ungleichung  (40) 
eine  erhebliche  Verschärfung.  Denn  wenn  man  die  Ungleichung 
(18)  durch  |-4^''^  dividiert  und  mit  a^^^  multipliziert,  so  erhält 
man  durch  Übergang  zur  Grenze  v  =  oo : 

*i«i?M^--x^-+:<^i+i«f:+---  +  i«2'iii. 

worin  die  gesuchte  Verschärfung  ausgesprochen  ist.     Man  er- 
hält daraus  speziell  für  ^  =  1 : 


^)  Auch  nicht  den  unteren  Limes  0.  Dies  ateht  nicht  im  Wider- 
spruch mit ,  Ungleichung  (35),  da  diese  nur  unter  der  Voraussetzung 
,lim    -4^"^  I  =  endlich*  abgeleitet  wurde. 

r=oo 
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^     ^      -  la(o>|  ^'        |ar|4- 

Diese  Ungleichung  gilt  auch  dann,  wenn  die  Konvergenz 
der  Kette  noch  gar  nicht  feststeht,  und  die  Zahlen  af^  dem- 
gemäß nur  durch  die  Gleichungen  (21)  definiert  sind.*)  Sie 
kann  dann  unter  Umständen  sogar  zur  nachträglichen  Fest- 
stellung der  Konvergenz  dienlich  sein,  wie  die  folgenden  Be- 
trachtungen lehren. 

Zunächst  folgt   aus   der  Endlichkeit   von  lim  j^'^^l  auch 

die  von  lim  |  Ä^^^  \,  und  daraus  dann  sukzessive  die  Endlichkeit 
von  lim  |  A^\  \ ,     lim  |  ^.^"^3 1 ,  etc. 

Denn  nach  Formel  (8)  hat  man: 

a(0)  ^(v)  =  a^o)  af)  ^(r j  i)  +  a§»  ^§;  f '> 

Daher  auch: 

«fr}'')  +  (aC0)-a50))^cv). 

aber  auf  der  rechten  Seite  bleibt  hier  mit  wachsendem  v  alles 
endlich,  also  bleibt  es  auch  die  linke  Seite,  w.  z.  b.  w.  Wir 
setzen  demgemäß: 

v=  00 

Analog  zu  (41)  ist  dann  auch: 

wobei  die  Zahlen  af^  natürlich  durch  die  Gleichungen  (22)  zu 


^)  Der   Beweis  bleibt  der  gleiche;  nur  muß  beim  Grenzfibergang 
natürlich  v  auf  die  Werte  v^  beschränkt  werden. 
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definieren  sind.     Hieraus  folgfc  nun   unter   Beibehaltung   der 
Bezeichnung  und  Schlu&weise  von  pag.  423 : 

Wie  damals,   können  wir   daraus  auch  jetzt   die   Konvergenz 

Kl 

folgern,  sobald      ^^^  .  '      über  einer  von  X  unabhängigen  posi- 

I     n    I       A 

tiven  Zahl  a  bleibt;  alsdann  ist  nämlich  wieder 
|2fa+.i)|^^lfli),       (d  =  l— a<l); 

und  der  weitere  Beweis  bleibt  wörtlich  der  gleiche  wie  pag.  423  f. 
Ob  nun  diese  Forderung 


erfiillt  ist,  dürfte  im  allgemeinen  schwer  zu  entscheiden  sein. 
In  einem  Fall  ist  sie  aber  stets  erfüllt,  nämlich  bei  peri- 
odischen Ketten.  Wir  nennen  eine  Kette  i-gliedrig  peri- 
odisch, wenn  von  einem  gewissen  Wert  v  ab  stets 

ac^+w  =  a^-)    (i  =  0,  1,  .  .  .  n) 

ist.     Alsdann  ist  offenbar  auch: 


i< 


Daher  kommt  für       .       überhaupt  nur   eine  endliche  Anzahl 
verschiedener  Wei-te  in  Betracht;   also  bleibt 

WO  Q  eine  von  X  unabhängige  positive  Zahl  bedeutet.    Außerdem 
folgt  aber  aus  der  auch  für  d  =  1  gültigen  Ungleichung  (28) : 

|aa)_^U)|<l, 

30* 
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und  hieraus  wieder: 

1  «n^  l  <  KM  +  1- 

Wegen  der  Periodizität  bleibt  |  aj^^  |  unter  einer  von  k  unab- 
hängigen Schranke  ü,  und  folglich  .aJ,^M5?  ■'^  +  1-0  Daher 
ist  auch: 


dieser  Quotient  bleibt  also   über   einer   von  k   unabhängigen 
positiven  Zahl,  w.  z.  b.  w.    Wir  erhalten  demnach: 

Theorem  VI.     Wenn   bei  einer  periodischen  Eeiie 
für  v>l  durchweg  die  Ungleichung 

statthat,  so  ist  sie  unbedingt  konvergent. 

Eigentlich    ist    das  Theorem  ja  soeben    bloß    unter    der 
Voraussetzung    „lim  {Ä^'^l  =  endlich*    bewiesen  worden;    aber 

yszao 

im   entgegengesetzten   Fall   ist   die   Kette  ja   ohnedies   immer 
konvergent. 


^)  Es  wäre  falsch,  aus  der  Periodizität  etwa  schließen  zu  wollen, 
daß  «n  *^=«M^  ist,  so  daß  für  aj,^  überhaupt  bloß  eine  endliche  An- 
zahl verschiedener  Werte  in  Betracht  käme.  Ein  solcher  Schluß  würde 
die  Konvergenz  bereits  voraussetzen.  Denn  nach  den  Definitionsglei- 
chungen (22)  ist: 

iß)  «;:+ *^  =  «}f +*^  lim  -"••'  +  *-  =  a^^  lim  -^^ , 

-^0,  v  +  fc  -^O.r 

letzteres  wegen  der  Periodizität.  Bevor  aber  die  Konvergenz  der  Kette 
bekannt  ist,  kann  die  Gleichheit  der  Grenzwerte  in  (a)  und  (ß)  auf  keine 
Weise  gefolgert  werden,  weil  die  Zahlen  v,  —  v  mit  wachsendem  s  im 
allgemeinen  eine  ganz  andere  Wertereihe  durchlaufen  werden  wie  die 
Zahlen  y.  —  v  —  Ä:. 


0.  Perron:  Über  die  Jacobi-Eettenalgorithmen.  441 

Weiteres  vermag  ich  über  den  Fall  d  =  1  nicht  auszu- 
sagen. Vermutlich  ist  in  Theorem  II  überhaupt  der  Wert 
^  =  1  ohne  Nebenbedingungen  zulässig.  Wenn  ich  diese 
Vermutung  auch  nicht  durch  einen  Beweis  bestätigen  kann, 
so  gelang  es  mir  doch  anderseits  auch  nicht,  eine  erweis- 
lich divergente  Kette  ausfindig  zu  machen,  bei  der  für  v  ^  l 
durchweg 

l«ri  +  l«5^^l  +  •  •  •  +  iajTLJ  ^  KM -1 

wäre.     Die    Entscheidung   dieser   Frage   scheint    mit   großen 
Schwierigkeiten  verknüpft  zu  sein. 

§4. 
Weitere  Konvergenzkriterien. 

In  §  1  wurde  gezeigt,  daß  zwei  äquivalente  Ketten  ent- 
weder beide  konvergent  oder  beide  divergent  sind.  Eine  Kette 
ist  daher  auch  immer  dann  konvergent,  wenn  eine  dazu  äqui- 
valente existiert,  deren  Elemente  die  Bedingungen  eines  der 
Theoreme  I,  II,  IV,  V,  VI  erfüllen.  Von  diesem  Gedanken  aus- 
gehend, hat  Herr  Pringsheim  für  die  Kettenbrüche  aus  seinem 
Fundamentalsatz  eine  Reihe  weiterer  Konvergenzkriterien  ab- 
geleitet.*) In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  für  Ketten 
n**'  Ordnung  vorgehen ;  doch  sind  die  so  gewonnenen  Kriterien 
für  n  >  1  von  komplizierter  Bauart  und  dürften  nur  geringes 
Interesse  beanspruchen.  Erfolgreicher  gestaltet  sich  die  nach- 
stehende Methode,  welche  auch  für  Kettenbrüche  zu  neuen 
Resultaten  führt,  die  sich  aus  den  bisher  bekannten  kaum 
dürften  ableiten  lassen. 

In  der  die  Kette  n^^  Ordnung 

'*o  '  ^0  »     0  '  •  •  • 


(42) 


a«",  aL»,  af, 


n 


*)  A.  a.  0.  und:  Über  einige  Konvergenzkriterien  für  Kettenbrüche 
mit  komplexen  Gliedern.  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  35  (1906),  pag.  359 
bis  380. 
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definierenden  Rekursionsformel 

(1)      ^(r+«+^)  =  a^^^A^;^^  +  a^^  ^(•'+»>  +  •  •  •  +  aj;)  ^J'+"> 

ersetzen  wir  v  durch  v  +  1;   es  kommt: 

(10  ^(r+»+«)  =  aC''+i)4''+o  +  «5"+^) J.(^+2)  ^ ^  ^o.+,)^(.+«+i)^ 

Wenn   man    nun  Gleichung  (1)   mit   einer   beliebigen  Zahl  d, 
multipliziert  und  dann  von  (1')  subtrahiert,  so  erhält  man: 

(43)  ^(•'+«+2)  =  60')  ^(v)  +  ftO')  ^cv+i)  -I [.  U;]^^  ^J''+-+^>, 

wobei  zur  Abkürzung 


aWd,  =  6<r) 


n) 


gesetzt    wurde.     Neben   der   Kette    (42)    betrachten   wir    nun 
auch  noch  die  Kette  (»  + 1)'*^  Ordnung: 

rj(0)       MD       6(2) 


(44) 


6(0)       6^^>       6^2) 

•-*'n-|-r    ^'n-fl,    ^n+I'    * 

deren  Rekursionsformeln  folgende  sind 

^(y+n+2)  _  6(1')  »(v)  4-  6^")  »("  +  »  4-   . 
•  0         •        '        1  •  ' 

(i  =  0,  1,  ...n  +  1;    v  =  0,  1, 
für  i  =  Ä; 


00); 


^«={J 


für  i  4:  Ä 


(i,  *  =  0,  1,  ...n+1). 


Damit  die  Forderung  U^^  +  0  für  alle  v  erfüllt  ist,  werden 
wir  dy-^Q  voraussetzen. 

Jede  Zahlenfolge,  welche  der  gleichen  Rekursionsformel 
genügt,  wie  die  B^^^^  läßt  sich  nach  den  Erörterungen  zu 
Beginn  des  §  1  linear  durch  B^^^^  B^p^  . . .  -B^Lj  ausdrücken. 
Wegen  Formel  (43)  kann  man  daher  insbesondere  den  Ansatz 
machen: 
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wobei  die  Koeffizienten  y»,*  von  v  unabhängig  sind.  Man  be- 
rechnet sie  sehr  einfach,  indem  man  für  v  gewisse  Spezialwerte 
einsetzt;  so  folgt  für  v  =  i: 

sodann  für  v  +  i  und  v  ^n: 

0  =  >-.>; 

endlich  für  y  =  n  -|-  1  : 


a<o)  = 


hn-{-l' 


Setzt  man   die  so   berechneten  Werte   ^^t,*  oben   ein,   so 
kommt: 

^(r)  =  jBir)  4.  ajo)  ^(r)^^     (i  =  0,  1,  .  ;  .  n). 

Hieraus  folgt  endlich  auch: 

a(0)  _±_  =  a^o)  „•__!_! !L±i 


6J.^> 


*+» 


,(0) L  4-  ^(0)  6(0)  —"^ 

J(0)  4.  ^('0  J(0)    J»_±i 

Wenn  nun  die  Kette  (44)  konvergiert,  so  bezeichnen  wir  ihr 
Wertesystem  mit  ßf^,  ßf^^  . . .  /SJJ^j  und  erhalten  aus  der  letzten 
Gleichung,  wenn  v  unbegrenzt  wächst: 

a««  lim  ^  =  «<«>  ^l^i--""^"^  =  ^±^^il 

Daher  konvergiert  auch  die  Kette  (42),  sobald  nur  der 
Nenner  /8^,  —  d^  von  Null  verschieden  ist.  Man  hat  bei 
dieser  Betrachtung  den  Vorteil,  daß  die  Zahlen  dy,  abgesehen 
von  der  Einschränkung  dy  djp  0,  ganz  willkürlich  sind.  Sobald 
es  gelingt,   sie  derart  zu  wählen,   daß  die  Kette  (44)  konver- 


444        Sitzung  der  math.-phjs.  Klasse  vom  7.  Dezember  1907. 

giert,  und  zugleich  ß^^K^  4=  ^o  ^^^^   dann   konvergiert  allemal 
auch  die  Kette  (42). 

Nach  Theorem  II  ist  nun  die  Kette  (44)  unbedingt  kon- 
vergent, wenn  für  v  ^  1  durchweg  die  Ungleichung 

ift^"i+ ,6r  1  +  •  •  •  +  i*ri  <  *(i  *irVii-i)' 

das  heißt: 

l«r<5J  +  |ai'+»  -  aY'dJ  +  |a('+i)_awaj  ^... 

besteht,  wo  ^  <  1  ist.     Damit   aber  die   Kette   (42)   ebenfalls 
konvergiert,  muß  außerdem  noch  die  Zusatzbedingung 

erfüllt  sein,    welche   sich   in    folgender  Weise  umformen   läßt. 
Wegen    der    unbedingten    Konvergenz    der   Kette   (44) 
folgt,  wenn  man  eine  stets  gebrauchte,  auf  die  Kette  (42)  be- 
zügliche Bezeichnung  sinngemäß  auf  die  Kette  (44)  überträgt: 

60)lini-=if=^/)       (i=l,2,...n4-l), 

»'  =  ••^0,1 

und  auch: 

m     _  MO)      I   _'_?!_  _=  ß(i)  -L  a  4-  — ^^ . 

Pn  +  l  —  ^••+1  ^  ßil)       —%    1-  ^0  ^  Ä(l)      ' 

sodaß  sich  die  obige  Zusatzbedingung  in  die  Form  setzen  läßt: 

oder: 

ß(i) 

rn  +  l 

Nun  ergibt   sich    aber,    wenn    man  Theorem  III    auf  die 

Kette  (n  +  l)*««"  Ordnung 

-Wn  7)(2)  hiß) 

hO)  W2)  WS) 
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anwendet,  die  Ungleichung: 

»  ß';lW>\^'^'\  +  \ß?'\  +  l/?^"l  +  •  •  •  +  !/?^"i 

also  auch  insbesondere: 


|80). 


»+" 


<*, 


mit  Ausschluß  der  Gleichheit,  da  ja  |  6^^^  |  >  0  ist.  Demnach 
ist  die  Bedingung  (45)  gewiß  erfüllt,  wenn  wir  |  a^^^  \  >  t>  for- 
dern. Dies  führt  zu  dem  folgenden  sehr  allgemeinen  Kri- 
terium: 

Theorem  VII.  Wenn  sich  unendlich  viele  von 
Null  verschiedene  Zahlen  dy  bestimmen  lassen,  der- 
art, daß  für  v>l  durchweg  die  Ungleichung 

besteht,  wo  #  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  be- 
deutet, und  wenn  außerdem 

b)  K'M^* 

ist,  so  ist  die  Kette  n*®'"  Ordnung 

0  '      0  *      0  • 

a^^\  a<'\  a(2) 

konvergent.  Sie  ist  sogar  unbedingt  konvergent,  wenn 
die  Ungleichung 

für  jedes  v'^1  besteht. 

Der  letzte  Teil  des  Theorems  ergibt  sich  offenbar  wieder 
aus  dem  Umstand,  daß  die  Bedingungen  erhalten  bleiben, 
wenn  die  oberen  Indices  aller  a^^  um  eine  beliebige  Zahl  X  er- 
höht werden.     Wir  machen  zu  dem  Theorem  noch  folgenden 

Zusatz.  In  Theorem  VII  dürfen  die  Zahlen  dy  auch 
alle  oder  zum  Teil  gleich  Null  sein.    Wenn  aber^j  =  0 


446        Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  7.  Dezember  1907. 

ist,  so  ist  in  der  Bedingung  b)  das  Gleichheitszeichen 
auszuschließen.  Ebenso  ist  in  der  Bedingung  c)  das 
Gleichheitszeichen  bei  allen  denjenigen  y- Werten  aus- 
zuschließen, für  welche  3^  =  0  ist. 

Der  Beweis  ist  folgender:   Infolge  der  Bedingung  a)   des 
Theorems  ist: 

|<''+^)  +  (JJ— 1>0. 

Würde  hier  einmal  Gleichheit  stattfinden,  so  müßte  auch  jeder 
Term  auf  der  linken  Seite  von  a)  verschwinden,  also  insbe- 
sondere: 

was  aber  wegen  a^^H  0,  a[^*'+'>4=0  ii'cht  möglich  ist.  Es  ist 
also: 

und  folglich  kann  man   statt  Ungleichung  a)  auch  schreiben: 

|«r"+«,|-i 

Wird  diese  Ungleichung  flir  gewisse  v- Werte  nur  durch  die 
Wahl  iy  =  0  erfüllt,  so  kann  der  links  stehende  Ausdruck, 
wenn  d^  sich  hinreichend  wenig  von  Null  unterscheidet,  wegen 
der  Stetigkeit  jedenfalls  nur  um  beliebig  wenig  die  Zahl  ^ 
übertreflFen.     Man  kann  daher  der  Ungleichung 

durch  lauter  von  Null  verschiedene  Sy  Genüge  leisten,  wie  klein 
auch  die  positive  Zahl  s  gewählt  wird.  Nimmt  man  insbe- 
sondere auch  e  <  1  —  ^,  so  wird  eben  nach  Theorem  VII  Kon- 
vergenz stattfinden,  wenn  noch  |  a^J^  |  >  #  +  f  ist.  Da  aber  b 
beliebig  klein  gewählt  werden  kann,  so  ist  diese  Bedingung 
gleichbedeutend  mit: 
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unter  Ausschlug  der  Gleichheit.  Damit  ist  der  Zusatz  bewiesen, 
soweit  er  sich  auf  Konvergenz  schlechthin  bezieht.  Die  un- 
bedingte Konvergenz  ergibt  sich  dann  natürlich  durch  die 
frühere  Schlußweise. 

Durch  spezielle  Wahl  der  dy  erhält  man  aus  dem  Theorem  VÜ 
mit  obigem  Zusatz  beliebig  viele  Spezialkriterien,  von  denen 
ich  wenigstens  eines  anführen  will.  Setzt  man  nämlich  durch- 
weg dy  =  0,  SO  folgt,  wenn  man  noch  v  —  1  an  Stelle  von  v 
schreibt: 

Theorem  VIII.  Wenn  für  v^2  durchweg  die  Un- 
gleichung 

gilt,  wo  ^  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  bedeutet, 
und  wenn  außerdem  |ötJ,*M^*  ^^t,  so  ist  die  Kette 

a^o)  a(0  a(2) 
aco),  a^o  a(2),  .  . 

unbedingt  konvergent. 

Die  zur  unbedingten  Konvergenz  noch  erforderlichen 
Bedingungen  |  aJj'M  ^ *  ^^  v>l  brauchen  nämlich  hier  nicht 
mehr  eigens  verlangt  zu  werden,  da  aus  der  ersten  Unglei- 
chung des  Theorems' sowieso  schon  |  ajj'^  |  >  1  folgt.  Durch 
das  Theorem  VIII  werden  die  Bedingungen  von  Theorem  II 
um  ein  weniges  reduziert,  indem  statt  der  Forderung 

|aO)|  +  |aC')|  +  ...  +  |aO).,|<i?(|acn|_i) 

nur   die    viel  weniger  verlangende  „|a^*M>d"  erhoben  wird. 
Wendet    man    die    Ergebnisse    dieses    Paragraphen    nun 
speziell  auf  Ketten  erster  Ordnung  an,  so  erhält  man: 

Eorollar:  Der  Kettenbruch 

a(/)|  a(f)|  a[?)| 
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ist  unbedingt  konvergent,  wenn  es  gewisse  Zahlen  dy 
gibt,  derart,  daß  für  v>l  durchweg  die  zwei  Unglei- 
chungen 

gelten,  wo  ^  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  bedeutet. 
Sollte  die  erste  Ungleichung  für  gewisse  y-Werte  etwa 
nur  durch  die  Wahl  dy  =  0  zu  befriedigen  sein,  so  ist 
in  der  zweiten  Ungleichung  für  diese  v-Werte  das 
Gleichheitszeichen  zu  unterdrücken. 

Unter   den  Spezialfällen,   die  sich    durch  besondere  Wahl 
der  Zahlen  dy  ergeben,  seien  die  folgenden  vier  hervorgehoben : 


2)  ö  =-\t-: 


l«n 


3)  (5,  =  1:     laj'^l  +  !<+*>  ~  aC;)  |  <i>(|aC;  +  ^)+  1  |  -  1), 


I  <  I  >  *• 

j  aM  I  >  *. 

Der  erste  dieser  vier  Fälle  entspricht  dem  Theorem  VIII. 
Er  läßt  sich  übrigens  auch  auf  etwas  einfachere  Weise  aus 
den  Theoremen  II  und  III  ableiten  und  bleibt  noch  richtig 
für  #  =1,  in  welchem  Fall  ihn  Herr  Pringsheim  bewiesen 
hat.  *)  Indes  ist  zu  beachten,  daß  der  Satz  für  d  <  1  nicht 
durch  den  gleichen  Satz  für  i>  =  1  entbehrlich  wird,  wie  dies 
bei  Theorem  n  offenbar  der  Fall  wäre;  denn  für  #<1  lautet 


0  Die  Forderung  a^^^  \>  ^  für  v  >  2  ist  wie  bei  Theorem  VIII 
wieder  von  selbst  erfüllt. 

*)  In  der  auf  pag.  441  zitierten  Arbeit,  Seite  364;  die  Bedingungen 
sind  dort  sogar  noch  etwas  reduziert. 
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die  zweite  der  geforderten  Ungleichungen  nur  |  a^^  j  >  #,  aber 
nicht  j<^|>l. 

Femer  ist  es  wohl  nicht  überflüssig  zu  bemerken,  daß 
die  absolute  Willkürlichkeit  der  dy  die  unbedingte  Konvergenz 
nicht  nur  dann  garantiert,  wenn  für  alle  v(>l)  die  Bedin- 
gung 1)  oder  für  alle  v  (^  1)  die  Bedingung  2)  oder  sonst  eine 
erfüllt  ist.  Es  genügt  vielmehr,  wenn  für  jeden  einzelnen 
Wert  von  v  (^  1)  irgend  einer  von  diesen  Bedingungen  genügt 
wird,  etwa  für  gerade  v  der  Bedingung  1),  für  ungerade  v 
der  Bedingung  2)  oder  3). 

§5. 
Ausdehnung  des  Legendreschen  Irrationalitätssatzes. 
Wir  wollen  jetzt  den  Legen  dreschen  Irrationalitätssatz 
auf  die  Kette  n*®'  Ordnung 

-aco),  aO),  a®,  .  . 

<\  <\  e  •  • 

Übertragen.  Zu  dem  Zweck  setzen  wir  die  Elemente  aj"^  als 
ganze  rationale  Zahlen  voraus  und  selbstverständlich  wieder 
a^"^  4:  0.  Es  sind  dann  auch  die  -4Jr^  ganze  rationale  Zahlen. 
Wenn   nun.  außerdem   für  v  >  0   durchweg    die   Ungleichung 

(47)  |aW|  +  la^l  +  •  •  •  +  |aW_,  I  <*(|<'1  -  1),   '?<  1 

besteht,  wenn  also  die  Elemente  den  Bedingungen  des  Theorem  lU 
gentigen,  so  ist  die  Kette  konvergent,  und  wir  wollen  jetzt 
zeigen,  daß  eine  Beziehung  der  Form 

(48)  Po  a«»  +  P,  a<<»  +  P,  «W  +  •  •  •  +  P^a^^  =  0 

mit  rationalen,  nicht  sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten 
Pi  nicht  bestehen  kann.*) 


(46) 


|a(0) 


,(0) 


')  Der  Gleichang  (48)  hätte  man  natflrlicb  ebensogut  die  Form 
Po  +  P,af>  +  ..-  +  P„«^«'  =  0 
geben  können,  da  ja  a^^  rational  ist.  Nur  der  Symmetrie  halber  baben 
wir  dem  Pq  den  Faktor  af^  beigegeben. 
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ADgenommen,  es  bestünde  eine  solche  Relation,  so  kann 
man  die  Pi  von  vornherein  als  ganze  Zahlen  annehmen, 
indem  man  eventuell  mit  dem  Generalnenner  multipliziert. 
Wir  multiplizieren  dann  die  als  richtig  angenommene  Glei- 
chung (48)  mit  Ä^^  und  erhalten: 

n 

Addiert  man  beiderseits  die  Größe  ^PfO'f^Ä^^\  so  kommt: 

<'  i;  Pi  4'^  =  i  -p. «'  ^J"  -  «f '  -i^)- 

1=0  t=I 

Hier  steht  nun  auf  der  linken  Seite  eine  ganze  Zahl; 
auf  der  rechten  aber  nähern  sich  nach  Theorem  III  alle  n  Sum- 
manden mit  wachsendem  v  der  Grenze  Null.  Von  einer  ge- 
wissen Stelle  V  ^  -N^  ab  muß  daher  die  rechte  Seite  und  folglich 
auch  die  ihr  gleiche  linke  Seite  jedenfalls  absolut  kleiner  als 
1  werden;  aber  dann  kann  sie  als  ganze  Zahl  nur  gleich  Null 
sein.     Wir  bekommen  also  für  v'>N: 

H 

1  =  0 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  v  =  N,  -N'+I,  ...  N^  n^ 
so  erhält  man  ein  System  von  n  +  l  linearen  homogenen 
Gleichungen  mit  der  Determinante: 

^^^)     ,  Äf^    ,  .  .  .  ^Jf ) 


(49) 


welche  wegen  Formel  (3)  von  Null  verschieden  ist.  Es  folgt  also: 
Po  ==  P,  =  .  .  .  =  P^  =  0;     w.  z.  b.  w. 

Übrigens  braucht  die  Ungleichung  (47)  nicht  für  alle 
Werte  von  v  erfüllt  zu  sein,  sondern  bloß  von  einer  gewissen 
Stelle  v7>N  ab.     Denn  jedenfalls  ist  dann  die  Kette 


lafy 


liN) 
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konvergent,  und  nach  dem  soeben  Bewiesenen  ist  eine  Be- 
ziehung der  Form 

(50)  Q,  a^«^  +  öj  af  >  +  .  .  .  +  Q^  «^  =  0 

mit  rationalen  nicht  sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten 
.Q^  nicht  mdgUch.     Es  ist  daher  insbesondere  auch: 

denn  andernfalls  hätte  man: 

was  dem  Nichtverschwinden  der  Determinante  (49)  widerstreitet. 
Nach  dem  Lemma  auf  pag.  414  ist  daher  die  Kette  (46)  eben- 
falls konvergent,  und  zwar  hat  man: 

Gleichung  (48)  ist  daher  gleichbedeutend   mit  der  folgenden: 

D P,  (^ W  aW  +  ^C3r+i)  a(i»r)  ^ j.  j^iN+n)  ^w)  =  o, 

•=o 

oder,  was  dasselbe  ist, 

Dies  ist  aber  eine  Gleichung  der  Form  (50)  und  ist  daher  nur 
möglich,  wenn  sämtliche  Koeffizienten  verschwinden;  also: 

L p. Ä[^^  =  0,    i;  p. ^(^+>^  ==  0, . . .  L  p, ^j^+-^  =  0. 

i=  0  <=0  1  =  0 

Aber  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems  ist  wie  vorhin 
von  Null  verschieden;  also  folgt  auch  jetzt  notwendig:' 

Po  =  Pi  =  .  .  .  =  P„  =  0. 
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Wir  sprechen  dieses  Resultat  aus  in 

Theorem  IX.  Wenn  die  Elemente  aj"^  ganze  ratio- 
nale Zahlen  sind,  welche  von  einer  gewissen  Stelle 
v>N  Skh  die  Ungleichung 

K'l  +  i«!"!  +  •  •  •  +  |or-,l^^(l«JrM-i) 

erfüllen,    wo  ^   eine  positive  Zahl  kleiner   als   1    be- 
deutet, so  ist  die  Kette 


(46) 


oW,  a^'),  og»,  .  .  . 
aW,  a('),  o(^),  .  .  . 


af 


,(0) 


unbedingt  konvergent,  und  ihr  Wertesystem  genügt 
keiner  Relation  der  Form 

mit  rationalen,  nicht  sämtlich  verschwindenden  Ko- 
effizienten Pi. 

Denn  daß  die  Konvergenz  der  Kette  auch  eine  unbedingte 
ist,  ergibt  sich  wieder  durch  den  gleichen  Schluß  wie  immer. 
Ganz  die  gleiche  Analyse  fUhrt  zu  dem  folgenden  etwas  all- 
gemeineren 

Theorem  X.  Wenn  die  Elemente  ajr^  ganze  Zahlen 
eines  imaginären  quadratischen  Körpers  sind  und  von 
einer  gewissen  Stelle  v'^N  Q,h  der  Ungleichung 

Kl  +  i«ri  +  •  •  •  +  i<l;< ^(K'i-i),  *<  1 

Genüge  leisten,  so  ist  die  Kette  (46)  unbedingt  kon- 
vergent und  ihr  Wertesystem  genügt  keiner  Relation 
der  Form 

wo  die  Koeffizienten  P,  Zahlen  des  betreffenden  qua- 
dratischen Körpers  sind,  welche  nicht  sämtlich  ver- 
schwinden. 

Zu  beachten  ist  bei  diesen  Theoremen  namentlich,  daß 
ganz  im  Gegensatz  zu  Theorem  11  die  geforderte  Ungleichung 
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nur  für  v'^N  zu  gelten  braucht.  Für  Kettenbrüche  speziali- 
siert lauten  diese  Sätze: 

Wenn  die  Teilzähler  und  -nenner  des  Ketten- 
bruches 

<"l          «?^'          <'M 
a(ü)  J Li  -1 Li  j Li  j 

ganze  rationale  Zahlen  sind  und  von  einer  gewissen 
Stelle  v'^N  ab  der  Ungleichung 

Ki^*(i«rM-i)   (■»<!) 

Genüge  leisten,  so  ist  der  Kettenbruch  unbedingt  kon- 
vergent und  hat  einen  irrationalen  Wert. 

Wenn  unter  sonst  gleichen  Bedingungen  die  ajr^ 
ganze  Zahlen  eines  imaginären  quadratischen  Körpers 
sind,  so  ist  der  Kettenbruch  ebenfalls  unbedingt  kon- 
vergent, stellt  aber  niemals  eine  Zahl  desselben  qua- 
dratischen Körpers  dar. 

In  den  Sätzen  dieses  Paragraphen  ist  der  Wert  i?  =  1 
nicht  zulässig,  obwohl  nach  Theorem  IV  die  Konvergenz  der 
betreffenden  Ketten  bestehen  bleibt  (wenigstens,  wenn  die  ge- 
forderte Ungleichung  schon  von  v=l  ab  erfüUt  ist).  Schon  die 
Kettenbrüche  lehren  dies.  Denn  der  Legen  dresche  Irrationali- 
tätssatz wird  zwar  immer  für  i?  =  1  ausgesprochen,  erleidet 
aber  dann  auch  eine  Ausnahme,  indem  der  Kettenbruch 


c,  +  l        \c,  +  l         \c,  +  l 


den  Wert  1  hat,  also  rational  ist.  Es  ist  dies  im  wesentlichen 
der  einzige  Ausnahmefall.  Man  vergleiche  darüber  §  4  der 
auf  pag.  411  zitierten  Arbelt  des  Herrn  Pringsheim. 


1007.  Sitsangsb.  d.  math.-phys.  Kl.  31 
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§6. 
Analogen  zu  dem  reellen  Kettenbruch 

Co    \  ",1  c,    I 


ko+1 


|c,  +  l        \c,  +  l 


Unter  den  reellen  Kettenbrüchen,  die  nach  dem  Prings- 
heimschen  Fundamentalkriterium  unbedingt  konvergent  sind, 
bieten  bekanntlich  die  von  der  Form 


^0  _L 

1^0+1 


k,  +  i      k,  +  i 


(c,>0) 


ein  besonderes  Interesse  dar,  und  sie  nehmen  namentlich,  wenn 
die  Reihe 

divergiert,  eine  gewisse  Ausnahmestellung  ein,  die  auch  am 
Schluß  des  vorigen  Paragraphen  hervorgetreten  ist.  Der  Wert 
eines  solchen  Ketten bruches  ist  immer  gleich  1,  während  er 
bei  Konvergenz  der  obigen  Reihe  kleiner  als  1  ist.  Der  Ver- 
such, unter  den  Ketten  n*®*"  Ordnung,  die  dem  Theorem  11  ge- 
nügen, ein  Analogon  zu  obigem  Kettenbruch  zu  finden,  muß 
schon  daran  scheitern,  daß  dort  die  Zulässigkeit  des  Wertes 
^  =  1  nicht  allgemein  erwiesen  werden  konnte.  Indessen  gibt 
es  doch  Ketten  n^^  Ordnung,  die  den  Bedingungen  von 
Theorem  II  zwar  nicht  genügen,  auch  nicht  für  ti>  =  l,  die 
aber  doch  unbedingt  konvergent  und  dem  obigen  Kettenbruch 
sehr  verwandt  sind. 

Wir  betrachten  die  Kette  n*«*"  Ordnung: 


(51) 


—  c« 


—  c„ 


-  Co+l,    —  c, +  1,   —  c,-f  1, 


-Co+1, 


in  deren  (v  +  l)**'  Kolonne  zuerst  eine  Zahl  — c,,  dann  (n—  1) 
mal  die  Zahl  —  Cy  -|-  1,  endlich  einmal  c»  + 1  auftritt.     Wir 
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wollen  zunächst  unabhängig  von  der  Konvergenzfrage  die 
formale  Seite  dieser  Kette  studieren  und  erst  später  den 
Zahlen  Cy  gewisse  Einschränkungen  auferlegen.  Die  die  Kette 
(51)  definierenden  Kekursionsformeln  lauten: 


(52) 


(53) 


(i  =  0,  1,  .  .  .»;    1^  =  0,  1,  ..  .00), 


(71*)  =  !!^^^^ 

'  \0      n     i 


+  * 


(i,  *  =  0,  1,  .  .  .  n). 


Die  erste  dieser  Gleichungen  kann  auch  in  der  Form  ge- 
schrieben werden: 

=  c^  (Cj''+-^  —  q''+«-^>  —  ^"+«-2) q^)), 

WO  nun  die  Klammer  rechts  ebenso  gebildet  ist,  wie  die  linke 
Seite,  nur  daß  v  —  1  an  Stelle  von  v  steht.  Setzt  man  also 
diese  Formel  flir  v  =  0,  1,  .  .  .  v  an  und  multipliziert,  so  kommt: 


(TCv+n+l) 


Qir+n)  gf(y+n-l)  _  , 


qr  +  l) 


wobei  offenbar  nach  Formel  (53) 


_  qi)  _  qo)) 


E, 


^  |—  1  für  i  =  0,  1,  ...  t»  -  1 


ist.     Hieraus   folgt    nun    für   abnehmende   Werte  von  v   das 
System  von  Gleichungen: 


(J{r-^n-{-l)^Q(y  +  n)^  (l{y^n-l)^ 


~ay^^i=c^x,..,cK  h 


on* 


C5>+«)—qv4-«-i)_(7c.'+«-2) C^^==c^c^..,c^_^E. 


Cln+I)_qii)_qn-1) 


81* 
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Wir  multiplizieren  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den 
beigesetzten  Faktoren  kx  und  addieren  sie  dann;  dabei  sollen 
die  kx  so  gewählt  werden,  daß  im  Endresultat  links  die  Tenne 

heraiisf allen,  während  C'['"^*+'^  den  Koeffizienten  1  erhält.  Dies 
wird  offenbar  dann  und  nur  dann  erreicht,  wenn  wir  die 
Zahlen  kx  durch  die  Rekursionsformel 

(54)  ky  =  *v-i  +  ky^2  + h  K-n 

berechnen,  ausgehend  von  den  Anfangswerten: 

(55)  Äo  =  0,  Äi  =  0,  .  .  .  Ä„,2  =  0,  Ä«-,  =  1.0 

Führt  man  nun  besagte  Multiplikation  und  Addition  aus, 
so  kommt: 

=iEi(kn-\.v  +Cokn^v-l  -{-CoCikn  +  v-i  H h  ^  ^1  '  '  'Cyk^^])- 

Hier  sind  aber  die  negativen  Terme  der  linken  Seite  nach  (53)  für 
i  =  w  alle  gleich  Null;  für  iijm  ist  genau  einer  von  Null 
verschieden,  nämlich  derjenige,  welcher  (Ä*^  enthält.  Man 
findet  daher  schließlich,  noch  mit  Benutzung  der  oben  ange- 
gebenen Werte  von  J&,: 

+  (*H^  +  kn^^i  H 1-  kn^y-,)    (i  =  0, 1, ...  n-1). 

Die  Zahlen  C\r^  sind  damit  explizit  berechnet,  sobald  die  i^ 
als  bekannt  angesehen  werden.  Setzt  man  v  —  n  an  Stelle 
von  r,  und  führt  noch  die  Abkürzungen 


1)  Für  n  =  l  ist  durchweg  kj^  =  l  zu  aetzen.    Für  «>  1   wftchst 
offenbar  ä*;^  monoton  mit  X  ins  Unendliche. 


(56) 
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I+^O^+^'O^,  ¥  +  •••  +  «.  «x"-«.-"V=ev, 

IVy  IVy  tVy 


ein,*)  so  gehen  die  letzten  Formeln  über  m: 

(57)  q»+n  =  -*^(2^  +  *,P^,.    (i  =  l,2....«-l) 

c^^+'^^-KQr  +  K- 

Also  schlieMich  durch  Division: 

(58)  "  ' 
^    '^            (7(1'+ 1)                 g 

Von  jetzt  ab  seien  die  Cy  reelle  positive  Zahlen.  In 
diesem  Fall  können  wir  das  Verhalten  von  P,,,,  und  Qy  für 
unendlich  wachsende  v  aufs  genaueste  bestimmen  und  daraus 
die  Konvergenz  der  Kette  folgern.  Um  uns  vor  allem  über 
das  Wachstum  der  Zahlen  ky  zu  orientieren,  von  welchen  ja 
Py^i  und  Qy  abhängen,  gehen  wir  aus  von  der  algebraischen 
Gleichung  n^^  Grades: 

f[x)~a^  —  a:»-!  — a?*-2 a;— 1  =0, 

deren  Wurzeln  ^,,  q^^  ...  q^  seien.  Diese  Gleichung  hat  die 
folgenden  bemerkenswerten  Eigenschaften,  deren  Beweis  wir, 
um  hier  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen, 
erst  in  §  8  nachtragen  werden: 

1.  Die  Gleichung /"(a:)  =  0  hat  eine  und  nur  eine 
positive  Wurzel  ^j;  diese  liegt  zwischen  1  und  2, 
während  alle  anderen  Wurzeln  absolut  kleiner  als  1  sind. 


^)  Dabei  setzen  wir  v >  w  —  1  voraus,  damit  die  Nenner  fry :{:  0  sind; 
wir  werden  später  v  ins  Unendliche  wachsen  lassen. 
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2.  Die  Gleichung  f(x)  =  0  ist  im  Bereich  der  ra- 
tionalen Zahlen  irreduzibel,  daher  insbesondere  ihre 
Wurzeln  ^p  ^g,  .  .  .  q^   alle    voneinander    verschieden. 

Wir  behaupten  nun,  es  ist: 

(59)  •      K=i:7,Q\, 

wo  die  Koeffizienten  y^  von  v  unabhängig  sind.  Denn  fordert 
man  diese  Gleichung  zunächst  für  v  =  0,  1,  .  .  .  n  —  1,  so 
hat  man  n  lineare  Gleichungen  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  für  die  w  Unbekannten  ^j,  ^2»  •  •  •  ^'n»  ^^®  hieraus 
eindeutig  berechnet  werden  können.  Da  aber  anderseits  q^ 
eine  Wurzel  von  f{x)  ist,  so  ist  Q^"*^  f{Q^  =  0,  oder,  was  das- 
selbe sagt: 


y  —  n 


Der  gleichen  Rekursionsformel,  wie  sie  hier  fQr  die  Zahlen 
Ql  gegeben  ist,  genügen  aber  nach  (54)  auch  die  Zahlen  X>. 
Daraus  folgt,  daß  die  Formel  (59)  für  einen  gegebenen  Wert  v 
richtig  ist,  sobald  sie  für  die  n  vorhergehenden  v -Werte  be- 
steht. Sie  gilt  aber  für  ^  =  0,  1,  ...n  —  1,  und  folglich 
auch  für  alle  größeren  v.  Zu  bemerken  ist  noch,  daß  die 
Koeffizienten  yj,  ^g»  •  •  •  ^'n  ^^^®  ^^^  ^uH  verschieden  sind.  Denn 
offenbar  sind  sie  wegen  der  Irreduzibilität  von  f(x)  konju- 
gierte algebraische  Zahlen,  die  bzw.  den  Körpern  von 
^j,  ^g,  ...  Q^  angehören;  wenn  daher  eine  gleich  Null  wäre, 
so  wären  sie  alle  gleich  Null,  was  nicht  angeht. 

Da  ^1  >  1,  sonst  aber  1^,1  <  1  ist,  so  folgt  aus  (59): 

(60)  lim  ^'  =  y,  1:0, 

oder  auch,  was  dasselbe  sagt: 

lim  ^'^  =  y,  *  0. 

Folglich  durch  Division  der  zwei  letzten  Gleichungen: 
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(61)  Um^  =  i. 

Hieraus  erhält  man  auch  noch  etwas  allgemeiner: 

(62)  lim*;-*  =  nm*'-^  *"-'  *.-,_! 


,f'  • 


Aus  der  zweiten  Definitionsgleichung  (56)  folgt  daher 
sofort: 

1  1      l  +  ^i+^?H \-q\ 

(63)  iin.P,.,  =  i  +  l  +  ...  +  ^ ^g.-rg.-r      -rg. 

Schwieriger  ist  der  Grenzwert  von  Q^  zu  bestimmen.    Wir 
müssen  da  zwei  Fälle  unterscheiden: 
I.   Die  Reihe 

(64)  1  +  —  +  — H-  H -3 h  •  •  • 

sei  divergent.     Dann  ist,    weil  ^1  und  alle  c^,,  hy  positiv  sind: 

Vr  =  1  +  Co -^ — h  ^0  Ol  —T — h  •  — r  Co  ci  •  •  •  e?y-n  -T— 

(65)  .  .  . 

1  +Cö-^r \-  CqCi  -t 1 H  (?0Ci  •  ••CA_i-^r— , 

/vy  Ky  Ky 

WO  A  eine  beliebige  Zahl  zwischen  1  und  v  —  »  +  1  bedeuten 
kann.  Wir  wählen  jetzt  X  willkürlich,  aber  fest,  während  v 
unbegrenzt  wachsen  soll.  Dann  nähert  sich  die  rechte  Seite 
von  (65)  dem  Grenzwert 

jr        1    ,    Co    ,    CoCi    ,  CqCi  . .  .Cji-i 

J^i—l+  —  +  —ö-  H 1 -i » 

und  es  folgt  daher  aus  (65): 

limgy^Z,. 

vrsoo 

Da  dies  einerseits  für  jeden  endlichen  Index  X  gilt,  da 
anderseits  aber  wegen  der  vorausgesetzten  Divergenz  der  Reihe 
(64)  Kx  mit  X  über  alle  Grenzen  wächst,  so  folgt: 
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lim  Qy  =  00. 

Geht  man  daher  in  den  Formeln  (58)  zur  Grenze  v  =  oo  über, 
so  ergeben  sich  die  folgenden  Grenzwerte: 

—  (?o  lim  ^j  =  —  Co       (i  =  1,  2,  .  .  .  »—  1), 

»'=00  *^0 

—  Co  lim  -;^  =  +  Co. 

y  =  oo^>Q 

In  diesem  Falle  konvergiert  also  die  Kette  (51)  und  zwar,  wie 
wieder  leicht  zu  sehen,  unbedingt. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Fall: 

IL  Die  Reihe  (64)  sei  konvergent  und  habe  den  Wert  K, 
Es  ist  dann: 

(66)  jr=l  +  -'-?  +  ^-f^* +  ..•>!. 

Qi         Qi  Qi 

,  .     K 

Multipliziert  man   jetzt  den  Ausdruck  Qy  in  (56)  mit  -; 

öl 
und  ersetzt  dann  alle  vorkommenden  kx  durch  ihren  in  Formel 
(59)  angegebenen  Wert,  so  erhält  man: 

+                    Co  Ci  .  .  .  Cv _ n  _— ,  n—l 

•••  + ir Ly.e; 

tfl  »=1 

===^.ii?'a(ö:+^oör'+^o^iör'+---+^o^r-^.-.ör')' 

öl  ,=1 

oder  auch,  indem  man  in  der  rechts  stehenden  Summe  den 
Term  fQr  s=  I  abtrennt: 

^y  r\  ^11^1    ^0^1    ,  ,    CoCi...Cv_A 

-Q,=)'.(i  +  -  +  ^  +  -  +  -^-_«+T-j 

(67)  ^ 

»=2  Vi 
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Hier  hat  nun  auf  der  rechten  Seite  das  Glied  außerhalb  des 
Summenzeichens  offenbar  für  v  =:  c»  den  Grenzwert  y^  K.  Von 
den  n — 1  Gliedern  unter  dem  Summenzeichen  aber  wollen 
wir  beweisen,  daß  jedes  einzelne  den  Grenzwert  0  hat.  Für 
«^  2,  3,  .  .  .  w  ist  nämlich  |^,|<1;   also: 

<-;(l  +  Co  +  ^o<?i  +  ---  +  ^o<?i  •••<?"-»•) 

<  U^o-^^o^.+  --fVr-^.^j ^  [c^c^^M^  + ...  in  infin.Y 

Dabei  ist  wieder  X  eine  beliebige  Zahl  zwischen  1  und  v—n  +  \. 
Wählt  man  i.  hinreichend  groß,  so  ist  die  Klammergröße  als 
Rest  einer  konvergenten  Reihe  beliebig  klein,  und  wenn  man 
bei  Festhaltung  dieses  Wertes  X  nachträglich  v  unbegrenzt 
wachsen  läßt,  so  wird  auch  der  Bruch 

beliebig  klein.     Hieraus  ergibt  sich  aber  in  der  Tat: 

(s=2,  3,  ...n), 
und  folglich  nach  Formel  (67)  für  die  Grenze  v  =  oo : 

Endlich  folgt  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (60): 

lim  Qr  =  K, 
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Führt  man  die  gewonnenen  Resultate  nun  wieder  in  die 
Formeln  (58)  ein,  indem  man  dort  zur  Grenze  v  =  oo  über- 
geht, so  kommt: 

1+eiH h^i        _ 


—  Cohm 

VSSOD 

—  Co- 

Q\ 

1  — 

K 

(i  = 

1,2, 

.  .  .  n 

-1). 

— -  Co  lim 

V=  3D 

-co^ 

K 
—  K' 

Da  nach  (66)  K>1  ist,  so  ist  der  hier  auftretende  Nenner 
von  Null  verschieden;  daher  ist  auch  im  gegenwärtigen  Fall 
die  Kette  konvergent,  und  zwar  wieder,  wie  man  leicht  er- 
kennt, unbedingt  konvergent.  Die  Zusammenfassung  dieser 
verschiedenen  Resultate  führt  nun  zu 

Theorem  XI.  Wenn  c^,  <?„  c,,  .  .  .  eine  unbegrenzte 
Folge  wesentlich  positiver  Zahlen  sind,  so  ist  die 
Kette  n*««"  Ordnung: 


—  c«. 


—  <^v 


—  c. 


—  (?o  +  1,  —  c,  +  1,  —  c,  +  1,  .  . 

—  Co  +  1,  —  Cj  +  1,  —  c,  4- 1, .  . 

Co+1,  Cj  +  1,  Cg+l,  ...J 


le 


in  deren  (v  +  1)*®' Kolonne  zuerst  ein  Element  — (V, 
sodann  (n — l)mal  das  Element  — Cy+1,  endlich  ein- 
mal c„  +  1  auftritt,  unbedingt  konvergent.  Ihr  Werte- 
system ist: 

7f Co    (i  =  l,  2,...n-l), 

yr^  +  ^'o; 

oder  aber: 


n 


■<«  =  c„ 


Q\{^K-\) 


(i  =  l,2,-..n-l), 


k-v 
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je  nachdem  die  Reihe 

2  ^  fo  _j.  ^  ^  OoCi^%  +  •  •  • 

divergiert  oder  gegen  den  Wert  Jf  konvergiert.  Dabei 
bedeutet  q^  die  positive  Wurzel  der  Gleichung: 

a;H_a;n-i  _a;*-2 ^_  i  =  o. 

§7. 
Ausdehnung  der  letzten  Untersuchung  auf  komplexe  Elemente. 

Die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  bleiben,  so- 
weit sie  sich  auf  den  Fall  der  Konvergenz  der  Reihe  (64)  be- 
ziehen, mit  geringen  Änderungen  noch  gültig,  wenn  die  Cy 
beliebige  komplexe  von  Null  verschiedene  Zahlen  sind.  Doch 
muß  dann  die  absolute  Konvergenz  der  Reihe  (64)  gefordert 
werden  (früher  waren  ihre  Glieder  alle  positiv,  die  Konvergenz 
also  von  selbst  eine  absolute). 

Sei  also  die  Reihe 

(64)  1  +  f?  +  5^  +  ?«^  _j.  . . . 

absolut  konvergent  und  ihre  Summe  gleich  K.  Wenn  dann 
Qy  und  Pv,,'  wieder  ihre  frühere,  durch  die  Definitionsglei- 
chungen (56)  festgesetzte  Bedeutung  haben,  so  bleiben  die 
Formeln  (58)  bestehen,  und  außerdem  ist  auch  jetzt  nach  (63): 

1  +  Öl  +  e?  +  •  •  •  +  öt 
lim  Pv.>=     ^^i^^ifT- -T^      (i=  1,  2,  .  .  .  n-  1), 

"=«  Q\ 

da  ja  P„,i  gar  nicht  von  den  Zahlen  Cx  abhängt.  Es  kommt 
also  nur  noch  darauf  an,  zu  zeigen,  daß  auch  wieder 

lim  Qy^K 

ist.  Das  wird  ganz  ähnlich  wie  früher  erreicht,  indem  wir 
beweisen,  daß  die  unter  dem  Summenzeichen  stehenden  Glieder 
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in  der  auch  jetzt  gültigen  Formel  (67)  mit  wachsendem  v  der 
Grenze  Null  zustreben.  In  der  Tat  ist  jetzt  für  5  =  2,  3,  ...  n 
analog  zu  der  Analyse  auf  pag.  461 : 

<T;(l  +  kol  +  ko^iH hl^oC,  •••(?.-«  I) 

^  1  +  I  gp  '  +  I  gp  ^1  I  H +  I  gpCi  "  •  ca-1  I 

Wegen  der  absoluten  Konvergenz  der  Reihe  (64)  können  wir 
hieraus  wieder  wie  früher  schließen: 

Wenn  man  also  in  Formel  (67)  zur  Grenze  v  =  c»  übergeht, 
so  kommt  wieder: 

lim  —  Qy  =  y^  K, 

und  folglich  auch: 

lim  Q,  =  K. 

Läßt  man  daher  endlich  auch  in  den  Formeln  (58)  v  wieder 
unbegrenzt  wachsen,  so  ergibt  sich: 

-Colim7^-,  =  -Co-       — , — rr (i  =  1, 2, ..  .n-1), 


Diese   Resultate   sind   die    gleichen    wie   die   des   vorigen 
Paragraphen.     Jedoch    ist  jetzt   die   Bedingung  K:^l    nicht 
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ohne  weiteres  erfallt ;  die  Formeln  zeigen  aber,  daß  die  Kette 
konvergiert  oder  divergiert,  je  nachdem  K ^  1  oder  K=  1 
ist.  Übrigens  ist  die  Konvergenz  für  K:^  1  nicht  immer  eine 
unbedingte.    Betrachtet  man  nämlich  die  Kette: 


(68) 


—  Ci+ly     —Cx  +  l+l       —  Ca+2+1, 


Cx  +  lj  Ca+1  +  1»  ^a+2+1,. 


so  ist  diese  von  gleicher  Bauart  wie  die  Kette  (51),    aber   an 
Stelle  der  Reihe  (64)  tritt  jetzt  die  folgende: 

welche  offenbar  auch  absolut  konvergiert  und  den  Wert 

^1     f^  _  1    _  fl?  _   ^^^ gpCi  .  ..Cjl-.2'\ 

hat.     Die  Kette  (68)  wird  daher  nur  dann  konvergieren,  wenn 
dieser  Reihenwert  ebenfalls  von  1  verschieden  ist,  d.  h.  wenn 


+ 


CoCi 


.  Ci-i 


q\ 


ist.  Bei  unbedingter  Konvergenz  der  Kette  (51)  muß  daher 
diese  Ungleichung  für  alle  endlichen  A  >  1  erfüllt  sein.  Wir 
erhalten  also: 

Theorem  XII.  Wenn  unter  Beibehaltung  der  Be- 
zeichnung von  Theorem  XI  die  Cy  beliebige  komplexe 
Zahlen  (Cy^O)  sind,   und   wenn   die   unendliche   Reihe 

1  4.  f^    ,    CoJ?i    ,    C0C1C2    , 

>i         ^?    ^      9\       ^ 

absolut  konvergiert,  so  ist  die  Kette  divergent  oder 
konvergent,  je  nachdem  der  Wert  K  dieser  Reihe 
gleich  1  oder  von  1  verschieden  ist;  das  Wertesystem 
der  Kette  ist  im  letzteren   Fall   das  gleiche  wie   bei 
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Theorem  XI.     Die  Konvergenz  ist  eine  bloß  bedingte 
oder  unbedingte,  je  nachdem  unter  den  Zahlen 

-^^=  1  +  -+  -7ä-  +  ---  + ~x (^=1,2, -..oo)») 

tri  ^l  tri 

mindestens  eine  gleich  K  ist  oder  nicht. 

Noch  weit  vollständiger  können  wir  das  Verhalten  der 
Kette  im  Fall  n  =  1,  also  fQr  Kettenbrüche,  bestimmen.  Dann 
ist  nämlich  nach  (58): 

wobei  aber,  da  jetzt  alle  K  den  Wert  1  haben,  einfach 

(2y  =  1  +  Co  +  Co  ci  + h  Co  ci  •  •  •  c„  _i 

zu  setzen  ist. 

Hieraus  kann  ohne  Schwierigkeit  folgendes  (im  wesent- 
lichen ja  bekannte)  Resultat  entnommen  werden: 

Die  Kette  erster  Ordnung 

U+i,  c,i\,  c,+i, ...j  ^'"'^^'^^ 

oder,  was  dasselbe  ist,  der  Eettenbruch 

.    ,  1 £i.J £._! _«s  J 

''^'        |c.  +  l  \c,  +  l  |c,H-l 

zeigt  folgendes  Verhalten: 

1.  Wenn  die  unendliche  Reihe 

konvergiert    und   ihr  Wert  K  von  1   verschieden   ist, 
so  konvergiert  der  Kettenbruch  gegen  den  Wert 


^)  Die  Klammer  (A  =  1,  2, ...  od)  bedeutet  natürlich  wie  seither  immer, 
daß  in  Kx  der  Index  k  alle  endlichen  Zahlen  durchlaufen  soll;  da- 
gegen ist  der  Grenzwert  lim  Kx  nicht  inbegriffen;  dieser  w&re  ja  nach 

Definition  gleich  K. 
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CqK 
K—V 

die  Konvergenz  ist  eine  bloß  bedingte  oder  unbe- 
dingte, je  nachdem  von  den  Zahlen 

1  +  ^0  +  ^0^1  H H  ^0^1  •  •  •  ^x-i     (^  =  1,  2,  3,  . .  •  oo) 

eine  gleich  K  ist  oder  nicht. 

2.  Wenn  die  obige  Reihe  gegen  den  Wert  1  kon- 
vergiert, so  ist  der  Kettenbruch  divergent. 

3.  Wenn  die  selbe  Reihe  derart  divergiert,  daß 
die  absolut  genommene  Summe  ihrer  v  ersten  Glieder 
für  wachsende  v  den  Grenzwert  oo  hat,  so  konvergiert 
der  Kettenbruch  gegen  den  Wert  c^,,  und  zwar  unbe- 
dingt. 

4.  Wenn  die  selbe  Reihe  derart  divergiert,  daß 
die  absolut  genommene  Summe  ihrer  v  ersten  Glieder 
doch  für  unendlich  viele  r-Werte  unter  einer  end- 
lichen Schranke  bleibt,  so  divergiert  der  Kettenbruch. 

Diese  vier  Möglichkeiten  bilden  eine  vollständige  Disjunk- 
tion, sodaß  das  Verhalten  des  Kettenbruches  jederzeit  aus 
dem  Verhalten  der  unendlichen  Reihe 

1  +  ^0  +  ^0^1  +  ^0^1^2-1 

abgelesen  werden  kann.  Sind  speziell  die  Cy  reelle  positive 
Zahlen,  so  können  bloß  der  erste  und  dritte  Fall  eintreten, 
sodaß  in  Übereinstimmung  mit  Theorem  XI  und  mit  dem  Prings- 
heimschen  Fundamentalkriterium  der  Kettenbruch  jetzt  immer 
konvergiert. 

§8. 
Hilfssatz  über  eine  besondere  algebraische  Gleichung. 

Es  sollen  jetzt  die  in  den  zwei  letzten  Paragraphen  be- 
nutzten Eigenschaften  der  Gleichung 

/j»  —  sd^"^  —  x^"^  —  ••  •  —  X  —  1=0 
nachträglich  bewiesen  werden.   Wir  betrachten  zu  dem  Zweck 
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gleich  die  folgende  Gleichung,  welche  die  vorige  als  Spezialfall 
umfaßt: 

f{x)  ^  c(f^  —  a^x^"^  — -agOf»"-*  —  •  •  •  — an-ia;  — a„  =  0, 

wobei  die  a,-  beliebige  positive  Zahlen  sind,    die   den  Unglei- 
chungen 

^i  ?^:  ^8  -^  ^8  ^  •  •  '  ^  ^"  -^  0 
genügen. 

Nach  der  Descartesschen  Zeichenregel  hat/(a?)  eine 
und  nur  eine  (einfache)  positive  Wurzel  ^,.  Es  ist  dann  das 
Polynom  f(x)  teilbar  durch  x  —  ^j,  und  man  kann  daher  den 
Ansatz  machen: 

(69)    -^^-(a;-l)  =  a:«— 6,a;— '— 6,a?"-2 l^^^x-K, 

X—  Q^ 

Zur  Berechnung  der  Koeffizienten  bi  findet  man,   indem    man 
mit  dem  Nenner  x  —  q^  ausmultipliziert,  die  Formeln 

Q^  bn  =  an 
QiK-^x  —  K  =  a^_^  —  an 


Da  hier  nach  Voraussetzung  a»  >  0,  im  übrigen  aber  die  rechts 
auftretenden  Differenzen  wenigstens  ^  0  sind,  und  da  außerdem 
auch  Q^  positiv  ist,  so  lehren  diese  Formeln    der  Reihe  nach: 

6n>  0,   6n-i  >  0,  .  .  .  ft2  >  0,   6i  >  0. 

Die  bi  sind  also  alle  positiv;   aulierdem  ist  ihre  Summe 

wie  sich  ohne  weiteres  aus  (69)  für  a;  =  1  ergibt. 

Wir  beweisen  nun:  Die  von  ^j  verschiedenen  Wur- 
zeln von  f{x)  sind  alle  absolut  kleiner  als  1.  Ange- 
nommen nämlich,  es  sei  q^  eine  von  q^  verschiedene  Wurzel, 
und  man  habe  |ß2|>  1.  Dann  ist  q^  auch  Wurzel  des  Poly- 
noms (69),  und  folglich: 
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<jje,|«-'  +  6,|e,i— *+-..  +  Jn-i|e,|  +  &,») 
^  (Ji  +  6,  +  •  •  •  +  6»  - 1  +  *-)  I  e,  I"- '  =  :  e,  I "  -  ^. 

Dies  besagt  aber  |^g|<l,  was  der  Voraussetzung  |^,|^1  wider- 
spricht; diese  ist  also  unzulässig,  und  daher  gewiß  |^^|<1; 
w.  z.  b.  w. 

Wir   nehmen   nun   weiter   die   Koeffizienten  a,-  als   ganze 
rationale  Zahlen  an.     Dann  ist: 

/•(l)  =  1  -  «1  -  a, a„  <  0, 

f{a,+l)^_  (a,+l)-~a,  [(a,+l)"-'+(a,+l)'»-2+. .  .+(a^+i)+i] 

=  (a,  +  l)~-a/A+i)llll=.i>o. 

Also  liegt  die  positive  Wurzel  zwischen  1  und  a,  +  1»  während 
nach  obigem  die  anderen  Wurzeln  absolut  kleiner  als  1  sind. 
Daraus  folgt  aber  auch  sofort  die  Irreduzibilität  des  Poly- 
noms f(x)  im  Bereich  der  rationalen  Zahlen;  denn  wäre  es 
reduzibel,  so  hätte  es  wenigstens  einen  Faktor 

mit  ganzzahligen*)  Koeffizienten,  dessen  sämtliche  Wurzeln 
absolut  <1  sind,  während  doch  ihr  Produkt  gleich  ±/i,  also 
absolut  ^1  ist.  Die  in  den  Paragraphen  6  und  7  benutzten 
Eigenschaften   des  Polynoms  f{x)   sind   hiemit   alle   bewiesen. 

§9. 
Anwendungen. 

Um  jetzt  eine  kleine  Anwendung  der  entwickelten  Kon- 
vergenzsätze  zu  geben,  setzen  wir: 

^"^ ^^"'^^  =  |r(u  +  .)?(.+.)T!' 

*)  Unter  Ausschluß  der  Gleichheit,  weil  ^2  als  eine  von  ßi   ver- 
schiedene Wurzel  nicht  positiv  sein  kann. 

^)  Nach  einem  bekannten  Satz  von  6au6. 
1907.  Biteungtb.  d.  matli.-phy8.  KI.  32 
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wobei  u,  V  irgendwelche  konstante  komplexe  Zahlen  sind, 
während  0  eine  komplexe  Variable  ist.  Es  ist  dann  q:  (u,  1;) 
eine  ganze  transzendente  Punktion  von  s. 

Man  verifiziert  nun  leicht  die  beiden  Funktionalgleichungen : 

(a)  <p  (w,  v)  —  U(p(u  +  1,  v)  =  £(p(u  +  2,v  + 1), 

(b)  (p{u,v)  —  v<p{u,v  +  l)  =  jB(p(u+l,v-\-2).  , 

1 
Schreibt  man  in  (b)  u  -\-l  an  Stelle  von  w,  multipliziert  1 

sodann   mit  u  und   addiert   die  entstehende  Gleichung  zu   (a), 

so  folgt: 

(c)  (p(u,v)-uvq>(u+l,v-^l)=£f<p{u+2,v+l)'\-ug<p{U'\'2yV+2). 

Schreibt  man  ferner  in  {hy  w  +  2  an  Stelle  von  w,  und  t;  +  1  I 

an  Stelle  von  1?,  so  kommt: 

i 

(d)  <p(u'\-2,v+l)-{v  +  l)<p(u+2,v+2)==£f<p{u+3,v+3). 

Multipliziert  man  endlich  diese  Gleichung  mit  js^  und  addiert 
sie  dann  zu  (c),  so  fallt  9?(w4"  2,  v -j-l)  heraus,  und  man 
erhält  schließlich  als  Endresultat: 

Wir  führen  jetzt   die  ganzen  transzendenten  Funktionen 
von  B  ein: 

(72)  0, (5)  =  £  ---.--— —^——•—-  (v  =  0, 1, ... 00). 
Es  ist  dann  offenbar: 

und   daher   erhält   man,    wenn  man  in  (71)  t*  +  v,  t;  +  v  an  j 

Stelle  von  m,  v  setzt,  die  Rekursionsformel :  I 

Schreibt  man  jetzt  zur  Abkürzung: 
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(74)    ir»  =  aM,    ji(u  +  v+2v-l)  =  a<{\    («+»')(»+»')  =  aW, 

^^^^  «P^W-a^')      (v  =  0,l,...oo), 

SO  resultiert  aus  dieser  Bezeichnungsweise  im  Verein  mit  (73) 
das  Gleichungssystem: 

(76) 

(v  =  0,l,...oo). 

Dieses  stimmt  formal  genau  mit  dem  System  (13)  überein 
(für  » =  2)  und  gibt  daher  Veranlassung  zum  Studium  der 
Kette  zweiter  Ordnung: 


(77) 


«r-  «i".  «f. 


af\  a('),  af),  .  . 
af\  ac»,  «w,  .  . 

Aus  (76)  erhält  man  auch  wieder  (vgl.  (14),  (14  a)): 

(78)   4«  =  Af>  a^'>  +  Äf+»  xf^  +  Äf+^  a^'>      (i  =  0,  1,  2), 

(78«)  4^>=^w  a^^+^'+^c^^ÄC^+^J+^w+^af+M)  (i  =  0,  1,  2), 

•  *»/*V  'if*'  "If** 

wobei  die  Ä  natürlich  durch  die  bekannten  Rekursionsformeln 
(für  n  =  2)  aus  den  durch  die  Formeln  (74)  definierten  Größen 
aW  gebildet  sind.  Dagegen  darf  aus  dem  Gleichungssystem  (76) 
allein  natürlich  nicht  geschlossen  werden,  daß  die  Kette  (77) 
konvergiert,  oder  gar,  daß  ihr  Wertesystem  wie  in  §  1  gleich 

wäre.^)     Doch  wollen  wir  dies  jetzt  tatsächlich  beweisen. 


')  Durch  diese  Schlußweise  ließe  sich  geradezu  beweisen,  daß  jede 
Kette  ein  willkürlich  vorgegebenes  Wertesystem  hat.  Vgl.  §  2  der 
folgenden  Mitteilung  des  Verfassers:  Über  die  Eettenbruchentwicklung 
des  Quotienten  zweier  Besselschen  Funktionen. 

32* 
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Wir  beschränken  zu  diesem  Zweck  die  Variable  e  in  der 
komplexen  Zahlenebene  auf  das  Innere  und  die  Peripherie  eines 
Kreises  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  von  beliebig 
großem  Radius  i2;  also: 

(79)  l^l^i«; 

den  Nullpunkt   selbst   schlieisen   wir    aus,    damit   die   stets  zu 
machende  Annahme  a\p  ^  0  erfüllt  ist;    also: 

(80)  l^|>0. 

Unter  diesen  Einschränkungen  folgt  aus  der  Definitionsgleichung 
(72),  wenn  i'>|w|,  v>|v|  ist: 

r(w  +  v)r(t;  +  v)       ^ 


|r(M  +  v)r(t;+r)Ö>,(^)-l|  = 


,= 1 A« + »- + s)  A» + »- -t- «) « '• 


s^ 


,^,(m+v)  (m+jM-I) •  •  •  (tt+v+s-l)  (tH-i')(»-l-»'+l) . . .  (v+r+s-1)  s! 


R 


<  S  7 r-rv77 .    1^      =e(<'-l«l)('-l»l)—  1. 

Dieser  Ausdruck   nähert  sich  für  unbegrenzt  wachsende  v  der 
Grenze  0;   also  folgt: 

(81)  lim  r(M  +  v)  r(v  +  v)  <P,  (e)  =  1. 

V=  00 

Setzt  man  hier  r  +  1  an  Stelle  von  v  und   dividiert  die  ent- 
stehende Gleichung  durch  (81),  so  kommt: 

(82)  lim  (t^+v)(.  +  v)^H±(l)  _  1. 

Daher  ist  x^^^  =  ^y  {z)  für  genügend  große  Werte  von  v 
gewiß  von  Null  verschieden,  und  man  erhält  als  erstes  wich- 
tiges Resultat: 

(83)  lim  S!  =  ^'  li™  -TrV^  =  0. 


Temer  ist  nach  den  Definitionsgleichungen  (75): 
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Hieraus  folgt  dann  unter  Berücksichtigung  von  (82),  (83)  das 
zweite  wichtige  Resultat: 

(84)  ^lk  =  ^- 

Wegen  |£^|  <iJ  folgt  aus  den  Definitionsgleichungen  (74) 

für  v>\u\,  v>|t;|: 

i«?^i^^,  >c^)|<iJ(iti|  +  |t;|  +  2r-l), 
|aW|^(v-|t.|)(v-|t;l). 

Daher  gibt  es  eine  nur  von  R,  nicht  aber  vom  speziellen 
Wert  js^  abhängende  Zahl  N,  derart,  dafi  für  v'>  N  durchweg 

KI  +  i<N^i(KI-i) 

ist.  Dann  nehmen  aber  nach  den  Entwicklungen  zu  Beginn 
des  §  3  die  Zahlen  \  Ä^^\  \  von  v  ==  1  ab  mit  wachsendem  v 
monoton  zu,  und  die  Kette 

(85)  af\   a<^+^\  af +2),  .  . 

erfüllt  die  Voraussetzungen  der  Theoreme  II  und  III  (mit 
il>  =  |).  Sie  ist  also  unbedingt  konvergent,  und,  wenn  ihrWerte- 
sjstem  mit  a^^^\  a^^^  bezeichnet  wird,  so  ist  (Theorem  III): 

(86)  i|aW:>loW|4.|aW|>0. 

Nun  ist  nach  der  Definition  des  Wertesystems  einer  Kette 
(pag.  407): 

(87)  «W  =  ac*)  lim  J^,   af '  =  a<^  lim  J-f. 
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Da  also  diese  Grenzwerte  existieren,  und  nach  (86)  über- 
dies a[f^  4=  0  ist,  so  ist  für  hinreichend  gro&e  Werte  von  i 
gewiß  auch: 

Femer  wurde  bereits  hervorgehoben,  daß  dann  auch  a:^^  ^  0 
ist,  sodaß  man  aus  (78*)  für  ju  =  N  und  für  hinreichend  große 
A  erhält: 


(88) 


(i  =  0,2). 

Der  Wert  i  =  1  ist  hier  aber  nicht  ohne  weiteres  zu- 
lässig, da  wir  nicht  wissen,  ob  der  dann  auftretende  Nenner 
Äf"^^^  ebenfalls  von  Null  verschieden  ist. 


Da  die  Größen 


(89) 


^0.  *v 


mit   V   monoton  wachsen,    so   ist: 

<l; 


<   1. 


Wählt  man  jetzt  in  Formel  (88)  für  i  den  Wert  0  und  läßt 
dann  A  unbegrenzt  wachsen,  so  folgt  unter  Berücksichtigung 
von  (83),  (84),  (89): 


<) 


=  1. 


Daher  ist  notwendig  x^f^  :(=  0,  und  außerdem: 
(90)  Um  af+J^^  ^(^+2)  ^  ^^)  ^  0. 

Um  in  Gleichung  (88)  denselben  Prozeß  auch  für  i  =  2 
ausführen  zu  können,  setze  man  in  der  zweiten  Gleichung  (87) 
an  Stelle  von  X  zuerst  A  -f  1,  sodann  A  +  2,  und  dividiere 
die  zwei  entstehenden  Gleichungen  durcheinander,  was  wegen 
u[p  4=  0  erlaubt  ist.     Es  kommt  so: 
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lim 


^  1 ;    also  auch :    lim 


-^2. -y 


.<i.') 


Infolgedessen  kann  jetzt  auch  für  i  =  2  aus  (88)   geschlossen 
werden: 


4" 


/™4^+*M(^+-^) 


=  1. 


Es  ist  also  auch  a^/^'  ^  0,  und  außerdem 

(91)  lim  af +*)  ^WH^2)  =  a^cjr)  ^  o. 

Dividiert  man  jetzt  (91)  durch  (90),  so  kommt: 


Um      '•* 


<) 


oder  auch  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  Gleichung  (87): 
(92)  af)  =  a<*>" 


<) 
4*'' 


Da  die  Kette  (85)  unbedingt  konvergiert,  so  setzen  wir: 
"aC/H-D,  a^^+2)^  a[,^+3)^  .  ^ 
auv+i)^  aUV+2)^  ^(2^+8)^  .  , 

und  erhalten  natürlich  (vgl.  (12)  pag.  413): 

Analog  zu  Formel  (92)  finden  wir  jetzt  aber  auch: 
a(jv+i)  ^  ^(JV-f  1)  _i . 


^)  Übrigens  kann  man  leicht  beweisen,  daß  auch  |-42,VI  ^^^  ^ 
monoton  wächst,  wodurch  die  obigen  Betrachtungen  sich  etwas  ver- 
einfachen würden. 
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letzteres  nach  (76)  für  v  =  N,  Mit  (92)  zusammen  besagt 
dies  aber,  daß  das  Wertesystem  der  konvergenten  Kette  (85) 
kein  anderes  ist  als: 

Jetzt  ist  es  nicht  mehr  schwer,  das  Analoge  auch  für  die 
Kette  (77)  nachzuweisen.  Nach  dem  Lemma  auf  pag.  414  wird 
diese  nämlich  J^onvergent  oder  divergent  sein,  je  nachdem  der 
A.usd  ruck 

von  Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist;  und  ihr  Werte- 
system ist  im  Konvergenzfall: 

Nach  unseren  Resultaten  ist  aber  für  i  =  0,  1,  2: 

=  ^)  xf^  (nach  Formel  (78)). 

Die  Kette  (77)  wird  daher  konvergieren  oder  divergieren,  je 
nachdem  x^^^  von  Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist,  und 
ihr  Wertesystem  ist  im  ersten  Fall: 

'*'0  0 

Nun  ist  nach  Formel  (75)  x^  =  jst*  4^^  (^),  also  eine  ganze 
transzendente  Funktion  von  -sr,  und  hat  als  solche  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Nullstellen  im  Gebiet  l^e^KJB.  Schließt  man 
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diese  nachträglich  noch  aus,  so  ist  demnach  die  Eette  (77) 
konvergent,  und  wenn  man  für  aj''^  off*  die  in  (74),  (75)  an- 
gegebenen Werte  einsetzt,  so  erhält  man  die  Formel: 


z(U'\-v  +  2v  —  l) 

(M  +  v)(t;  +  v)         jv=o 

oder  auch  (ygl.  pag.  409): 


0,  z(u-\-v-{-2v  —  \) 
0,  (M  +  r)(t;  +  v) 


z{u-\-v  —  1)  +  ^' 


v  =  i 


UV. 


Da  der  Radius  22  des  Kreises,  innerhalb  dessen  die  Variable  z 
gelegen  sein  sollte,  beliebig  groß  gewählt  werden  kann,  so  gilt 
diese  Formel  für  jeden  endlichen  Wert  von  ^,  welcher  nicht 
NuUstelle  der  Funktion  $,  {z)  ist.  Man  darf  nachträglich 
sogar  den  seither  ausgeschlossenen  Wert  z  =^Q  wieder  zulassen, 
da  unschwer  die  Formel 


1,  0 
0,  0 
LO,  (tt  +  v)  (t;  +  v)J 


y  =  l       l 


ZU  bestätigen  ist.^)     Wir  bekommen  demnach: 

Theorem  Xm.  Bedeuten  u,  t;  zwei  beliebige  Kon- 
stante, und  z  eine  komplexe  Variable,  so  gilt  die  Be- 
ziehung: 

■1,  ^ 

0,  igr  (tt  +  V  +  2  V  —  1) 
LO,  (w  +  v)(t;  +  v) 


y=l 


*,(^) 


—  UV 


^)  Bei  dieser  Eette  ist  nämlich  für  v>8  durchweg: 

wobei  dann  allerdings  vorausgesetzt  werden  muß,  da&  weder  u  noch  v 
eine  negative  ganze  Zahl  ist. 
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für  alle  endlichen  Werte  von  ^e^,  ausgenommen  die 
Nullstellen  der  Punktion  *i  (j?);  für  diese  divergiert 
die  Kette.  Dabei  bedeuten  ^oWi  *i  W>  ^%(/)  ^^^ 
ganzen  transzendenten  Funktionen: 


*.(-^)  =  L 


{v  =  0.  1.  2). 


.=0  r{u  +  v  +  s)riv  +  v  +  s)s\ 

übrigens  ist  die  obige  Kette  nicht  immer  unbedingt 
konvergent;  dies  ist  offenbar  nur  dann  d^r  Fall,  wenn  wir 
von  £r  die  Nullstellen  aller  Funktionen  $v  (^r)  (v  =  1,  2,  .  . .  oo) 
ausschließen.  Führt  man  die  analoge  Entwicklung  fUr  Ketten 
erster  Ordnung  durch,  so  gelangt  man  zu  einer  Formel,  welche 
im  wesentlichen  mit  der  bekannten^)  Kettenbruchdarstellung  für 
den  Quotienten  zweier  Be sseischen  Funktionen  übereinstimmt. 

Wir  wählen  jetzt  für  w,  v,  js^  speziell  rationale  Werte: 


u  = 


r 


v  =  l   .  =  1  +  0, 


wo  e,  /',  ^,  Ä  ganze  Zahlen  sind.  Dann  sind  die  Elemente  der 
in  Theorem  XIII  auftretenden  Kette  sämtlich  rationale  Zahlen. 
Es  gibt  daher  eine  äquivalente  Kette  mit  lauter  ganzzahligen 
Elementen,  nämlich: 


0, 


».(x+')(x+') 


Jv=\ 


CO 


0,  (e+W+A),    (^2Ä)(/H-2A),    (e+vA)(/'+vA) 


Diese  letzte  Kette  erfüllt  nun  aber  die  Voraussetzungen 
von   Theorem  IX.     Daraus   folgt   erstens,    daß   sie    unbedingt 

^)  In  der  Literatur  übrigens  meist  ohne  ausreichenden  Beweis. 
Vgl. 'die  folfifende  Mitteilung  des  Verfassers:  Über  die  Kettenbnichent- 
wicklung  des  Quotienten  zweier  B  esse  Ischen  Punktionen. 
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konvergiert,  daher  kann  der  Wert  -e- =  ^  keine  Nullstelle  von 

4^1  {z)  sein,  weil  sonst  nach  Theorem  XIII  die  Kette  diver- 
gieren müßte.  Zweitens  folgt  aber  auch  aus  Theorem  IX, 
dag  keine  Relation  der  Form 

mit  rationalen,  nicht  sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten  P 
bestehen  kann;  oder,  was  dasselbe  sagt,  da  u,  v,  z  rational 
sind:  keine  Relation  der  Form 

mit  rationalen,  nicht  sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten  Q,-. 
Dies  Resultat  läßt  sich  folgendermaßen  formulieren: 

Theorem  XIV.  Wenn  ^^{z),  0^(z),  ^^{0)  die  gleichen 
ganzen  transzendenten  Funktionen  sind  wie  in  Theorem 
XIII,  und  wenn  die  dabei  auftretenden  Konstanten  w,  v 
rationale  Werte  haben,  so  kann  die  Gleichung 

«o^oW  +  «,*,W  +  <?,*,(^)==  0  (^+  0) 

für  rationale  Qg,  Q^,  Q^^  z  nicht  bestehen,  es  sei  denn, 
daß  (^^=  ^j  =  (2,  ==  0  ist.  Insbesondere  haben  also  die 
Funktionen  ^q{z\  ^i(z\  ^i(z)  keine  rationalen  Null- 
stellen. 

Besonderes  Interesse  bietet  die  Annahme: 


-d)' 


Setzt  man  dann  noch  <er  =  ( 77 )  ,   so  findet  man  nach  leichter 
Reduktion : 
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wo  £  eine  primitive  dritte  Einheitswurzel  bedeutet,  und  q  = 
r{i)r{i)  ist.      Aus  Theorem  XIII  folgt  daher: 


1, 


1 


729 


f* 


«'27"^' 

o,a+v)(i+v) 


f=i 


{C^  eC  +  gVC  +  cg««c  _2_ 
Sle^'+ee'^:  +£»e'*f       81  ^ 

^    e^  +  g*^  +  g''^ 2 

9  e^+  ee'^  +  e^e'*^      9* 


Hierauf  wenden  wir  zur  Beseitigung  der  Nenner  die  auf  pag.  410 
betrachtete  Transformation  an  mit  ^^  =  81,  ^,  =  9(v^l), 
wodurch  das  Wertesystem  das  ^^(^  81) -fache  wird.  Dann 
kommt: 


81,  C«,    9C«,    C« 
0,  54t»,  12 1^  6vC» 
_0,   4.5,    7.8,  (H-3v)(2+3v) 


9C^ 


e^+ee*^  +  e^€'^^ 


18. 


Statt  des  Elementes  a^^  =  81  darf  natürlich  auch  nachträglich 
wieder  1  geschrieben  werden,  da  ja  das  Wertesystem  einer 
Kette  von  af^  nicht  abhängt.  Endlich  kann  man  die  rechts 
stehenden  Glieder  2  C'  und  18  als  af\  af^  unter  die  Kette 
bringen  (vgl.  pag.  409)  und  erhält  so: 


1,      C«,      9C«,    C« 

2c^  54  c^  12  c»,  6vc» 

_18,    4.5,     7.8,  (l+3v)(2+3v)_ 


.=8   |9C» 


e^  +  e'^  +  e'*^ 


bruch  für 


Wie    man    aus    diesem    mit    Hilfe    des 


Diese  Formel  ist  das  Äquivalent  zum  Lambert  sehen  Ketten- 
e^  +  e-^ 

Legendre sehen    Irrationalitätssatzes    die    Irrationalität    von 

e^  +  e-^ 

— z,  also  von  ef  für  rationale  C  erschließt,    so  schließen 

€>  —  e^^ 

wir  jetzt,  unter  Anwendung  von  Theorem  XIV,  daß  zwischen 

den  drei  Zahlen 
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wenn  f  rational  und  von  Null  verschieden  ist,  eine  Relation 
der  Form 

Qi  ^1  +  öa  ö>«  +  ös  ^8  =  0 

mit  rationalen  Koeffizienten  Qi  nicht  bestehen  kann,  außer 
es  ist  Qj  ==  ^j  =  ^j  =  0;  insbesondere  sind  (Oj,  a>g,  cOg  niemals 
gleich  Null.  Wenn  auch  dies  Resultat  nicht  Anspruch  auf 
Neuheit  erheben  kann,  weil  es  in  dem  viel  allgemeineren 
Lindem  an n  sehen  Satz  über  die  Zahl  e  enthalten  ist,  so  bietet 
doch  die  Herleitung  hinreichend  Interesse  und  zeigt  die  An- 
wendbarkeit der  Jacob iketten  auf  derartige  Fragen. 

Die  Untersuchungen  dieses  Paragraphen  lassen  sich  auf 
Ketten  behebiger  n^'  Ordnung  ausdehnen  und  liefern  dann 
insbesondere  auch  das  Resultat,  daß  zwischen  den  n-^-l  Zahlen 

ö>f  =  c^-|-e*VC-f-e2<e*ac4 f- «*<  g«*:       (i  =  0,  1  •  •  •  n), 

wo  f  (4=  0)  rational,  und  e  eine  primitive  (w  +  1)**  Einheitswurzel 
ist,  eine  Relation  ^  Qi  (Oi  =  0  mit  rationalen,  nicht  sämtlich 
verschwindenden  Koeffizienten  Qi  nicht  bestehen  kann.  Indes 
werden  diese  Untersuchungen  für  w  >  2  schon  äußerst  kom- 
pliziert; ich  werde  aber  an  anderer  Stelle  von  einem  neuen 
Gesichtspunkt  auf  die  Frage  zurückkommen. 
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Über  die  EettenbrnchentwicklüDg  des  Quotienten 
zweier  Besselschen  Funktionen. 

Von  Oskar  Perron. 

(Eingdattfim  7.  DiMsmbtr  2907.) 

Die    Besselsche    Funktion   definiere   ich   durch    die    be- 
ständig konvergente  Potenzreihe: 


(1)  ^f^vj—xöi  ^  of  rrj.,^s^iy 

wobei  der  Index  h  auch  einen  beliebigen  komplexen  Zahlwert 
haben  darf.     Speziell  ist: 


(2)  e^,W  =  |/^sin^,     J_^(,)  =  yi 


2 

-  cos  -er. 

z 


Aus  unserer  Definition  ergibt  sich  leicht  die  bekannte  Be- 
ziehung: 

(3)  J*_,  {z)  =  ^J,  (e)  -  J»+,  (z). 

Mit  dieser  Differenzengleichung  hängt  auch  die  Kettenbruch- 
entwicklung  für  den  Quotienten  zweier  Besselschen  Funktionen 
zusammen: 

(4)  ^^-^  (^)  -  2A  _         1        I 1 1 1_^  1 


Jk{z)         z        |2(A  +  1)      |2(A  +  2) 


2(A  +  3) 

z 
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Diese  Formel  ist  so  zu  verstehen,  daß  der  unendliche  Ketten- 
bruch für  jeden  endlichen  von  Null  verschiedenen  Wert  von  -er, 
welcher  nicht  Nullstelle   der  Funktion  Jh{^)  ist,    konvergiert 

und  den  Wert  -^^P-   ^^^'     Für  die  Nullstellen  von  Jkiß) 

dagegen  ist  der  Eettenbruch  eigentlich  divergent,  d.  h.  die 
reziproken  Werte  seiner  aufeinander  folgenden  Näherungsbrüche 
konvergieren  gegen  Null.*)  Statt  (4)  kann,  indem  man  beider- 
seits den  reziproken  Wert  nimmt  und  dann  den  Kettenbruch 
durch  einen  äquivalenten  ersetzt,  auch  geschrieben  werden: 

^^  JH-i(g)     |2Ä       |2(Ä+1)      |2(Ä-t-2)       |2(Ä+3)      "■■ 

Diese  Entwicklung  hat  nun  auch  für  e ^0  ihren  Sinn,  und 
die  eigentliche   Divergenz   tritt  jetzt  natürlich   fOr  die  Kull- 

stellen  von  J*_i  (ji)  ein.     Für  Ä  =  ^  erhält  man  speziell  den 

Lambertschen  Eettenbruch: 

,_,  .  0\         s*\         g*\         e*\ 

(5)  *g^=|l'—  IT--T5    --[7    -•••• 

Für  diese  Formeln  finden  sich  in  der  Literatur  neben 
wenigen  einwandfreien  auch  eine  Anzahl  ganz  unzulänglicher 
Beweise.  Insbesondere  ist  zu  konstatieren,  daß,  obwohl  Formel 
(4)  sehr  alt  ist,  doch  erst  im  Jahre  1895  ein  Beweis  für  sie 
erbracht  worden  ist,  der  allen  Anforderungen  mathematischer 
Strenge  genügt.  Ich  will  daher,  ehe  ich  selbst  einen  neuen 
einfachen  Beweis  hier  mitteile,  zunächst  einige  kurze  Bemer- 
kungen über  die  bisherigen  Beweisarten  vorausschicken. 

Eine  Formel,  welche  sich  von  (4)  nur  durch  die  Bezeich- 


*)  Diese  Terminologie  weicht  von  der  üblichen  etwas  ab.  »Der 
Eettenbruch  divergiert  schlechthin  oder  im  wesentlichen  naeh  oo'  wäre 
die  Aasdrucksweise  des  Herrn  Pringsheim,  während  in  der  Sprache 
von  Stolz  undGmeiner  (Einleitung  in  die  Funktionentheorie,  XI.  Ab- 
schnitt) der  Divergenzcharakter  des  Eettenbruches  überhaupt  nicht  aus- 
gedrückt werden  kann.  Übrigens  teilt  mir  Herr  Pringsheim  znit,  dafi 
er  in  Vorlesungen  ebenfalls  die  Terminologie  des  Textes  bevorzugt  habe. 
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nungsweise  unterscheidet,  dürfte  zum  erstenmal  im  Jahr  1737 
in  der  Literatur  vorkommen,  und  zwar  in  einer  Arbeit  von 
Euler. ^)  Dieser  stellt  sich  nämlich  dort  in  §  31  die  Aufgabe, 
den  Wert  des  unendlichen  Kettenbruches 

=     -I.  1       I     ,  1        i     ,  1       I     , 

^      ^'^  1(1 +n)a  "^  |(l  +  2n)a"*"  |(l  +  3w)a"^ 

zu  berechnen,  und  er  bildet  zu  diesem  Zweck  die  Reihe  der 
Näherungsbrüche : 

a     (14n)a»+l     (1  +w)(l  +  2n)a^  +  (2  +  2n)a  . 
V        (l-^n)a     '  (l+n)(l+2n)a«  +  l 

worauf  er  in  §  32  in  deutscher  Übersetzung  also  fortfahrt: 
,Wenn  diese  Brüche  weiter  fortgesetzt  werden,  erkennt  man 
leicht  ihr  Bildungsgesetz ;  aus  diesem  folgt  dann,  daß  der  un- 
endliche Bruch,  nachdem  man  Zähler  und  Nenner  durch  das 
erste  Glied  des  Nenners  dividiert  hat,  den  Wert  erhält: 

1  1  1 


M-na    l-2»l(l-fn)n»a^    l'2»3'l(Un)(U2n)n»a' 

1+:        '  '  ' 


l.(l+n)wa»    1.2.(l+nXl+2nKa*    l-2-3<l+w)(l+2nXl+3w)nV 

welchem  also  s  gleich  ist.  '^  Die  Gleichheit  dieses  Bruches  mit 
dem  obigen  Kettenbruch  besagt  aber  in  der  Tat  nichts  anderes 
als  Formel  (4);   man  braucht  nur 

2h  1 

ZU  setzen,  um  vollständige  Übereinstimmung  zu  haben.  Indes 
hat  Euler  zweifellos  unter  a  und  n  bloß  reelle  positive,  viel- 
leicht bloß  natürliche  Zahlen  verstehen  wollen.  Aber  auch 
bei  dieser  Einschränkung  ist  seine  Darstellung  durchaus  noch 
kein  exakter  Beweis.    Denn  selbst  wenn  Euler  das  recht  kom- 


^)  De  fractionibus  contiuuis.     Commentarii  Academiae  Petropoli- 
tanae,  tome  IX,  1737. 
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plizierte  Bildungsgesetz  der  Näherungsbrüche  wirklich  erkannt 
haben  sollte  und  nicht  bloß  durch  eine  unvollständige  Induktion 
erraten,  so  ließe  doch  sein  unvermittelter  Übergang  vom  End- 
lichen zum  Unendlichen  nach  heutigen  Begriffen  noch  viel  zu 
v\rünschen  übrig. 

Gewissermaßen  den  umgekehrten  Weg  wie  Euler  verfolgt 
Legendre  in  der  vierten  Note  seiner  ,, Elements  de  göometrie*. 
Während  nämlich  Euler  von  dem  Ketten bruch  ausgeht  und 
diesen  durch  den  Quotienten  zweier  Reihen  ausdrückt,  geht 
Legendre  umgekehrt  von  den  Reihen  aus  und  endet  bei  dem 
Kettenbruch.  Seine  noch  viel  weniger  befriedigende  Darstellung 
findet  sich  fast  ohne  Änderung  auch  in  Herrn  Bachmanns 
„Vorlesungen  über  die  Natur  der  Irrationalzahlen'  (Leipzig 
1892). 

Setzt  man  mit  Legendre-Bachmann : 

9i^)-l  +  W+^-.-.A  + ' ^     - 


^(^-1-1)1.2  ^^(^+l)(^  +  2)l-2-3 
so  ist  offenbar: 

und  entsprechend  der  Formel  (3)  hat  man  jetzt: 

<p(e)  =  <p(e  +  l)  +  j^/^j^  <P(^  +  2). 
Führt  man  dann  die  Abkürzung 

ein,  so  geht  die  vorige  Formel  über  in: 
Lidem  dann  im  Nenner  auch  wieder 

v(^  +  i)=  ^* 


gesetzt  werden  kann  etc.,   soll  hieraus  ohne  weiteres  der  un- 
endliche Kettenbruch 
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^^  ^         ,  13      ^   i^  +  1     ^   \b^  2     ^ 

hervorgehen,  welcher  im  wesentlichen  mit  (4*)  gleichbedeutend 
ist.  Aber  diese  rein  formale  Behandlung  entspricht  den  Anforde- 
rungen mathematischer  Strenge  nur  sehr  wenig,  und  wir  werden 
im  nächsten  Paragraphen  sogar  sehen,  wie  man  durch  einen 
derartigen  Schlulä  mit  Leichtigkeit  beweisen  kann,  daß  jeder 
Eettenbruch  einer  beliebig  angenommenen  Zahl  gleich  ist. 

Die  Legendresche  (^-Funktion  findet  sich  auch  in  einem 
Aufsatz  von  Stern,*)  der  indes  den  unendlichen  Kettenbruch 
nur  unter  der  ausdrücklichen  Voraussetzung  gelten  läiät,  „daß 
man  das  weggelassene  Glied  ohne  Nachteil  für  das  Resultat 
vernachlässigen  darf".  Da  aber  Stern  nicht  untersucht,  ob 
oder  wann  diese  Voraussetzung  erfüllt  ist,  kommt  seine  Dar- 
stellung hier  eigentlich  nicht  in  Betracht.  Nur  den  Spezialfall 
des  Lambertschen  Kettenbruches  glaubte  er  vollständig  er- 
ledigen zu  können;  doch  ist  sein  diesbezüglicher  Beweis  noch 
in  mehr  als  einer  Hinsicht  mangelhaft.*) 

Der  gleiche  Fehler  wie  bei  Legendre- Bachmann  findet 
sich  bei  Bessel,^)  der  indes  nur  ganzzahlige  Indices  betrachtet. 
Jedoch  gewinnt  seine  Darstellung  dadurch  erhöhte  Bedeutung, 
daß  die  dabei  auftretenden  unendlichen  Reihen  als  selbständige 
Transzendenten  in  die  Analysis  eingeführt  sind,  und  daher  hier 
zum  erstenmal  ein  zu  (4*)  äquivalenter  Ketten bruch  in  Ver- 
bindung mit  dem  Besselschen  Funktionszeichen  J  erscheint. 
Bessel  schreibt  die  Formel  (3)  in  der  Gestalt: 


*)  Theorie  der  Kettenbrüche  und  ihre  Anwendung.  Grelles  Journal 
för  Mathematik,  Bd.  11  (1834). 

*)  Bekanntlich  hat  Lambert  selbst  diesen  Spezialfall  schon  1767 
sehr  viel  besser  behandelt,  worüber  der  Aufsatz  des  Herrn  Prings- 
heim  zu  vergleichen  ist:  Über  die  ersten  Beweise  der  Irrationalität  von 
e  und  n.     Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  28,  1898. 

')  Untersuchungen  des  Teils  der  planetarischen  Störungen,  welcher 
aus  der  Bewegung  der  Sonne  entsteht,  §  11.  Mathematische  Abhand- 
lungen der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1824. 

33» 
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Jk(e)   ^  2h  , 

indem    er    dann    im    Nenner    für    — /" ,'  \      wieder  den  ent- 
sprechenden  Wert 


^»+l(^)  ^  2h  +  2 

2Ä+2J»+,(^) 

substituiert  und  in  der  gleichen  Weise   unbegrenzt  fortfahrt, 
schließt  Bessel  unbedenklich: 

e  i  e* 


Jk{z)     _     2Ä|         2Ä(2A-|-2) 


(2Ä  +  2)(2Ä+-4), 


J*-,W       I  1  I  1  I  1 

Dies  ist  also  ganz  der  gleiche  Fehler  wie  bei  Legendre. 
Übrigens  benutzt  Bessel  die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
brüche dieses  Eettenbruches  in  einwandfreier  Weise,  um  «7* 
linear  durch  Jq  und  J^  auszudrücken,  während  der  unendliche 
Kettenbruch  als  solcher  nur  eine  untergeordnete  Rolle  spielt. 

Eine  ganz  interessante  Variante  des  gleichen  Fehlschlusses 
möchte  ich  nicht  unerwähnt  lassen,  obwohl  sie  sich  nur  auf 
den  Spezialfall  des  Lambertschen  Kettenbruches  bezieht.  Sie 
findet  sich  in  einer  Note  des  Herrn  J.  W.  L.  Glaisher,*) 
welcher  die  Formel  (5)  auf  folgende  Art  „beweist*: 

Die  Funktion  y  =  J.  cos  (V^  +  -B)»  wo  A,  B  Konstante 
sind,  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

Aus  dieser  findet  man  durch  «-malige  Differentiation: 

*)  On  Lambert '8  proof  of  the  irrationality  of  ;r,  and  on  the  irra- 
tionality  of  certain  other  quantities.  Report  of  the  forty-first  meeting 
of  the  British  association  for  the  advancement  of  science,  held  at 
Edinburgh  1871. 
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y(.)  +  (2s  +  l)yc+i)  +  2a;y<'+2>  =  0, 
oder,  was  dasselbe  ist: 

Hieraus  soll  nun  wieder  folgen,  daß 

^g{y2x  +  B)-^-^    1-       |3  |5 

ist.  Die  Integrationskonstante  B  bestimmt  Herr  Glaisher  nach- 
träglich noch  dadurch,  daß  er  für  x  den  Spezialwert  o;  =  0 
einsetzt;  es  kommt  so  8=^0.  Aber  hier  ist  es  natürlich 
wieder  durchaus  unstatthaft,  aus  (6)  ohne  weiteres  einen  unend- 
lichen Kettenbruch  hervorgehen  zu  lassen,  und  durch  die  nach- 
trägliche Berechnung  einer  Integrationskonstanten,  wodurch 
die  Sache  offenbar  besonders  glaubhaft  gemacht  werden  soll, 
wird  hieran  nicht  das  geringste  gebessert. 

Viel  korrekter  ist  schon  die  Methode  von  Schlömilch,*) 
der  sich  aber  auch  auf  ganzzahlige  Indices  beschränkt.  Hier 
wird  die  Rekursionsformel  (3)  in  der  Form  geschrieben: 

2   M^) 

woraus  zunächst  der  endliche  Eettenbruch 


m  m      (01 


e 

Mel^_Ä 

J^e)     \h        |Ä  +  r      lÄ  +  2'      ■■    .  g  J^+k+i  je) 

hervorgeht.     Hiegegen  ist,  solange  £f  keine  Nullstelle  von 

«/ik-i(^),    Ja(^),  .  .  .  ^A+*(^) 

^)  Über  die  BesselBche  Funktion.  Zeitschrift  fOr  Mathematik  und 
Physik,  2.  Jahrg.,  1857.  Man  vergleiche  auch :  Über  den  Eettenbruch 
für  tan  j.    Gleiche  Zeitschrift,  16.  Jahrg.,  1871. 


490        Sitzung  der  math.-phjs.  Klasse  vom  7.  Dezember  1907. 

ist,  nichts  einzuwenden.    Nun  beweist  Schlömilch  weiter  ganz 

richtig,  daß  der  »Rest*  -^  Jt^ilAJ  mit  wachsendem  jfe  gegen 

Null  konvergiert.    Hiedurch  wird  es  ja  allerdings  recht  plau- 
sibel gemacht,  daß 


(fTI    (f)1    (01 


JH^^{z)        |A  |Ä  +  1  |A  +  2  |Ä  +  3 

gesetzt  werden  darf;  aber  nichtsdestoweniger  bedarf  doch  dieser 
Schluß  immer  noch  dringend  der  Rechtfertigung.  Denn  in  der 
Reihenlehre  gilt  ja  allerdings  der  leicht  zu  beweisende  und 
sehr  häufig  benutzte  Satz:  »Wenn  für  w  =  1,  2,  3,  ... 

ist,  so  besteht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  daß  die  Größe  u  gleich  der  unendlichen  Reihe 

»1  +  ««  +  aj  H 

gesetzt  werden  darf,  darin,  daß  der  absolute  Wert  des  Restes 
'Rn  mit  wachsendem  n  unter  jede  Grenze  herabsinkt.*  Wenn 
dagegen  eine  Kettenbruchentwicklung  der  Form 

«  =  *o  +  y,;L  +  _._  +  ...  +  _^___^_ 

vorliegt,  so  ist  die  Bezeichnung  der  Zahl  Ä»  als  Rest  des 
Kettenbruches  insofern  recht  irreführend,  als  die  Bedingung 
lim  ü;,  =  0  jetzt  weder  notwendig  noch  hinreichend  dafür  ist,  daß 

gesetzt  werden  kann.  Dies  hat  später  Schlömilch  selbst  in 
seinem  Handbuch  der  algebraischen  Analysis  hervorgehoben, 
und  er  hat  dort  zugleich  einige  besondere  Fälle  entwickelt,  in 
denen  die  Bedingung  wenigstens  hinreichend  ist.^)     Diese  be- 

*)  Auch  in  dem  oben  zitierten  Aufsatz  von  Stern  wird  die  Frage 
berührt,  wann  der  Rest  eines  Kettenbruehes  vernachlässigt  werden  darf. 
Doch  sind  die  dortigen  Angaben  sehr  unvollständig  und  unrichtig. 
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ziehen  sich  aber  nur  auf  reelle  Kettenbrüche  und  können  in 
der  Tat,  wenn  nicht  nur  h  sondern  auch  £f'^  reell  ist,  für  die 
vorliegende  Frage  nutzbar  gemacht  werden,  sodaß  für  diesen 
Spezialfall,  aber  auch  nur  für  diesen  die  Mittel  zu  einem 
exakten  Beweis  von  Schlömilch  im  wesentlichen  geliefert 
sind.^)  Trotzdem  ist  der  ursprüngliche  Schlömilchsche  Be- 
weis, bei  dem  das  schließliche  Verschwinden  des  Restex 
ohne  weiteres  als  ausreichend  erachtet  wird,  nie  angefochten 
worden,  er  scheint  vielmehr  noch  heute  für  einwandfrei 
gehalten  zu  werden  und  wird  sogar  für  beliebige  Indices 
in  Anspruch  genommen.  So  ist  er  in  die  Monographie  von 
Lommel*)  übergegangen  und  findet  sich  sogar  auch  in  dem 
neuen  Handbuch  des  Herrn  Nielsen.*)  In  letzterem  ist  auf 
pag.  38  zu  lesen:  „Sucht  man  nun  die  Bedingung  dafür, 
daß  der  Kettenbruch  unbegrenzt  fortgesetzt  werden  darf,  so 
ist  offenbar,  daß  lim  üj,  =  0  sein  muß,  eine  Bedingung, 
die  sowohl  notwendig  als  hinreichend  ist."  Demgegen- 
über zeigt  aber  doch  die  einfachste  Überlegung,  daß  die  Be- 
dingung gewiß  nicht  notwendig  sein  kann;  jeder  regelmäßige 
Kettenbruch,  dessen  Teilnenner  endlich  bleiben,  ist  ein  Beispiel 
dafür.  Dagegen  erweist  sich  hier  die  Bedingung  allerdings, 
wie  wir  im  nächsten  Paragraphen  sehen  werden,  bis  zu  einem 
gewissen  Grad  als  hinreichend.  Aber  mit  der  Wendung  „Es 
ist  offenbar,  daß  ...  *  ist  dies  natürlich  keineswegs  bewiesen. 
Vielmehr  ließe  sich  die  Konvergenz  des  Kettenbruches  noch 
mit  triftigen  Gründen  bezweifeln.     Denn  wenn  der  Kettenbruch 

wirklich  die  Funktion     ,  *   "t-n    darstellen    soll,,   so  wird   man 

Konvergenz  wohl  nicht  erwarten,  sobald  js  eine  Nullstelle  von 
Jh^\(js)  ist.  Nachdem  dann  aber  für  eine  gewisse  unend- 
liche Menge  von  je? -Werten  die  mögliche  Divergenz  des  Ketten- 


^)  Eine  an  Schlömilch  anschließende,  in  jeder  Hinsicht  muster- 
giltige  Durchführung  dieses  Spezialfalles  findet  sich  bei  Stolz  und 
Gm  ein  er:  Einleitung  in  die  Funktionentheorie.   Leipzig  1905,  pag.  579  ff. 

*)  Studien  über  die  Besselschen  Funktionen.    Leipzig  1868. 

^)  Handbuch  der  Theorie  der  Cylinderfunktionen.    Leipzig  1904. 
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braches  einmal  zugegeben  wird,  fallt  es  doch  schwer,  seine 
Konvergenz  für  alle  anderen  Werte  von  b  auf  Grund  einer 
so  zweifelhaften  Beweisführung  auch  nur  für  wahrscheinlich 
zu  halten. 

Schlömilch  hat  noch  einen  weiteren  Beweis  gegeben. 
In  seinem  Handbuch  der  algebraischen  Analysis  führt  er  in 
§71  die  beiden  Reihen  ein:^) 

^^W"^  1  .  2  y  (y  -f  i)"^  1  .  2  .  3  7  (y  +  1)  (7  +  2)  ^  "  * ' 


l.(l  +  yri.2(y+l)(y+2)"  1.2.3(7+l)(7  +  2)(y+3) 
welche  wieder  auf  die  Legendresche  9?-Funktion  hinauskommen. 
Man  kann 

0^=  Ihn  F(a,a,  7,?*),      F=  lim  J'^a,  a  +  1,  y  +  1,  ^*) 

setzen,  wo  F  die  Gaußsche  hypergeometrische  Reihe  bedeutet. 
Schlömilch  gewinnt  nun  den  Kettenbruch 

einfach  durch  Grenzübergang   aus   dem  bekannten  Gaußschen 
Kettenbruch  für  den  Quotienten: 

F{a,ß  +  l,y^\,x) 
F{a,ß,y,x) 
Aber  abgesehen  davon,  daß  der  Schlömilchsche  Beweis  für  den 
Gaußschen  Kettenbruch  nur  in  ganz  speziellen  Fällen  bindend 
ist,   während  später  Schlömilch  die  Sache  sehr  wohl  auch  für 
andere  Fälle   in  Anspruch   nimmt,   weist   diese  Methode   noch 

V 

einen  weiteren  Fehler  auf.    Um  nämlich  w  zu  erhalten,  müßte 

man  von  dem  den  Quotienten 


l^(a,«,y,g) 


^)  Ich  zitiere  nach  der  6.  Auflage,  zweiter  Druck.    Stuttgart  1889. 
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darstellenden  Eettenbruch,  nachdem  er  ins  Unendliche  fort- 
gesetzt ist,  hinterher  den  Grenzwert  für  a  =  oo  berechnen. 
Schlömilch  aber  geht  in  den  einzelnen  Gliedern  des  Eetten- 
bruches  zur  Grenze  a  =  oo  über  und  macht  sich  dadurch  einer 
ungerechtfertigten  Vertauschung  zweier  Grenzprozesse  schuldig. 
Das  Verdienst,  die  Formel  (4)  zum  erstenmal  in  ihrem 
vollen  Umfang  einwandfrei  bewiesen  zu  haben,  gebührt  Herrn 
J.  H.  Qraf,^)  der  allerdings  die  Mängel  der  anderen  Methoden 
selbst  nicht  erkannt  zu  haben  scheint.  Sein  eleganter  Beweis 
baut  sich  auf  ganz  anderer  Grundlage  auf  als  die  früheren 
Versuche.  Bezeichnet  man  den  Zähler  des  n**°  Näherungsbruches 
des  Eettenbruches 

, i_  !_  , 1     I        _i L 

mit  /i,4.i(a,  6),  so  ist  der  Nenner  des  gleichen  Näherungs- 
bruches gleich  fn  (a  +  ft,  6),  wobei  f^  (a,  6)  ==  1  gesetzt  wird. 
Der  Kettenbruch  ist  also  konvergent,  wenn  der  Grenzwert 

existiert,  und  er  ist  dann  diesem  Grenzwert  gleich.  Herr  Graf 
stellt  nun  einen  expliziten  Ausdruck  für  die  Funktion  fn  (a,  b) 
her  und  gewinnt  daraus  die  Grenzbeziehung:*) 


'''\    ix     '  ixj  fixy  fxV 
nc  +  l  +  n)    [2)    [2)  =^^ 


Ersetzt  man  hier  n  durch  w  + 1,  und  c  durch  c  —  1,  so  kommt 
auch: 


')  Relations  entre  la  fonction  Besselienne  de  premiere  esp^ce  et 
une  fraction  continue.     Annali  di  matematica,  Reihe  2,  Bd.  23  (1896). 

*)  Eine  Formel,  die  sich  von  dieser  nur  durch  die  Bezeichnungsweise 
unterscheidet,  hat  schon  etwas  früher  auf  anderem  Weg  Herr  Hurwitz 
abgeleitet  (Über  die  Nullstellen  der  Besselschen  Funktion.  Mathema- 
tische Annalen  83  (1889)).  In  dem  Beweis  von  Herrn  Graf  kommt  aller- 
dings eine  Vertauschung  von  zwei  Grenzprozessen  vor;  doch  ist  deren 
Rechtfertigung  so  leicht,  daß  sie  ohne  weiteres  dem  Leser  überlassen 
werden  konnte. 
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(8) 


lim 


/n+l 


/2c    ^\ 
\ix'  ix)  fi 


Durch  Division   der   zwei   letzten  Gleichungen  folgt,    wenn  x 
keine  Nullstelle  von  Jc{x)  ist: 


lim 

N  =00 


-  /2c       2     ^\        iJ«(a;)' 
'"  \ix~^  Ix'  ix) 


Mit  Rücksicht  auf  die   Definition   der   Funktion  /*»  ist  diese 
Gleichung  aher  völlig  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 


Je-]  (x)  _  2c 
iJ'c(a:)       ix 


2(£+i) 


+ 


I 


2(c+2) 


oder,  was  das  selbe  ist: 

Jc_i^_2c 1 

"Jc(x) 


IX 


1 


_1_   I 
2(c  +  3) 


+ 


tx 


X 


2(c+l) 


X 


2(c  +  2) 


X 


1_1 

2; 


Dies  ist  aber  genau  die  Gleichung  (4),  und  für  die  Nullstellen 
von  Je  (x)  gilt  oflFenbar  auch  das  dort  Gesagte,  wie  man  erkennt, 
wenn  man  nicht  Gleichung  (8)  durch  (7),  sondern  umgekehrt 
(7)  durch  (8)  dividiert.  *) 

Ein  von  dem  Graf  sehen  ganz  verschiedenes  Beweisverfahren 
besteht  darin,  daß  man  aus  irgendeinem  allgemeinen  Theorem 
die  Tatsache  entnimmt,  der  Kettenbruch  (4)  stellt  eine  im  End- 
lichen überall  meromorphe  analytische  Funktion  von  z  dar 
(wobei  in  den  Polen  eigentliche  Divergenz  stattfindet).  Nach- 
dem  dies   feststeht,    läßt   sich   dann   hinterher    leicht    zeigen, 


*)  Diese  Division  ist  sicher  erlaubt,  weil  Je  {x)  und  Je  —  1  {x)  außer 
allenfalls  x  =  0  keine  gemeinsame  Nullstelle  haben  können.  Für  eine 
solche  müßten  ja,  wie  man  aus  der  Rekursionsformel  (3)  erschließt,  auch 
die  Funktionen  e/c+i(a?),  Jc+2(.t),  Je-\-s{x).,.  alle  verschwinden.  Bei 
Jc^r{x)  ist  dies  aber  gewiß  nicht  möglich,  wenn  v  sehr  groß  ist,  wie 
sich  leicht  aus  der  Definitionsgleichung  (1)  ergibt. 
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dag  diese  Funktion   von      ST.  :—  nicht  verschieden  sein  kann. 

Dies  ist  die  Methode  des  Herrn  E.  B.  van  VleckJ) 

Ich  will  nun  in  den  folgenden  Zeilen  ein  ganz  einfaches 
direktes  Verfahren  angeben,  indem  ich  die  Schlömilchsche 
Methode  etwas  modifiziere  und  ihren  wunden  Punkt  beseitige. 
Dazu  bedarf  es  eines  einfachen,  wohl  auch  zu  anderen  Zwecken 
brauchbaren  Hilfssatzes  aus  der  Theorie  der  Kettenbrüche,  aus 
welchem  dann  die  Formel  (4)  selbst  fast  ohne  jede  Rechnung 
gefolgert  werden  kann. 

§2. 
Wo  immer  man  in  der  Analysis  auf  ein  System  von  un- 
endlich vielen  Gleichungen  der  Form 

(9)  - 

Xy     =     byXy^l     +     ay^lXv^2 


X 

geführt  wird,    ist   man  versucht,   die  Zahl  —   als  unendlichen 


Eettenbruch  darzustellen: 


^1 


und  es  wird  manchmal  nicht  beachtet;  daß  eine  solche  Dar- 
stellung durchaus  nicht  ohne  weiteres  erlaubt  ist.  Und  doch 
dürfen  die  Fälle,  in  denen  die  Gleichung  (10)  falsch  ist,  nicht 
als  eine  besonders  merkwürdige  Ausnahme  gelten,  für  deren 
Auftreten  man  erst  künstlich  Beispiele  konstruieren  muß,  sondern 
sie  hilden  die  Regel.     Denn  sei 

fe     .    JiL   1      ^2 1   4.    ^«     J 


*)  On  the  convergence  of  the  continued  fraction  of  Gauß  and  other 
continned  fractions.     Annais  of  mathematics,  Reihe  2,  Bd.  8  (1901). 
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«in  beliebiger  Eettenbruch,  bei  welchem  selbstverständlich  sämt- 
tuhe  «r  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  werden.  Wählt 
utün  dann  ganz  willkürlich  zwei  Zahlen  x^  und  x^j  deren  letztere 
vou  Null  verschieden  ist,  so  kann  man  aus  dem  System  (9) 
wegen  a^  :^  0  eine  unbegrenzte  Folge  von  Zahlen  a?,,  a^g,  x^,  . . . 
der  Reihe  nach  berechnen.  Die  so  gefundenen  Zahlen  genügen 
natürlich  dem  System  (9),  und  wenn  es  erlaubt  wäre,  hieraus 
die  Gleichung  (10)  zu  folgern,  so  hätten  wir  damit  wegen  der 
Willkürlich keit  von  Xq  und  x^  das  absurde  Resultat  gewonnen, 
daß  jeder  Kettenbruch  jeder  Zahl  gleich  ist.  Auch  ist  hienach 
klar,  daß,  selbst  wenn  für  die  Konvergenz  des  Ketten- 
bruches (10)  ein  eigener  Beweis  erbracht  werden  kann,  dies 
durchaus  noch  nicht  ausreicht,  um  die  Gleichung  (10)  aus  dem 
System  (9)  zu  folgern. 

Dagegen  lassen  sich  sehr  wohl  gewisse  zusätzliche  Bedin- 
gungen für  die  Zahlen  a^,  6v,  Xy  angeben,  deren  Erfülltsein 
dafür  ausreicht,  daß  das  System  (9)  die  Gleichung  (10)  nach 
sich  zieht.  Ich  will  nur  ein  derartiges  Kriterium  beweisen, 
welches  uns  für  den  gegenwärtigen  Zweck  gute  Dienste  leisten 
wird.     Es  lautet: 

Wenn  die  (komplexen)  Zahlen  a,,(4: 0),  K,  x^  das  Glei- 
chungssystem (9)  befriedigen  und  außerdem  von  einer 
gewissen  Stelle  v>^ab  den  Ungleichungen 

I  a?„  I  >  (1  +  I  a^  I)  I  Xyj^x  I  +  I  a,.4.i  rrv-f  2 1  >  0 

genügen,  so  besteht  auch  die  Gleichung  (10),  sofern 
nur  a?,  +  0  ist.  Für  a?,  =  0  aber  ist  notwendig  a;^  +  0 
und  der  Kettenbruch  (10)  ist  eigentlich  divergent. 

Vermöge  (9)  kann  man  x^  und  x^  linear  durch  Xy  und 
a?v+i  ausdrücken,  und  zwar  geschieht  dies  durch  die  Formeln: 

.j       .  X^^=^     Ay^XXy-\-    ayAy^2^y'\-l 

a?j      =     By^lXy     -f    OLyBy-iXy^X^ 

wobei  die  Koeffizienten  Ay^  By  den  Gleichungen  genügen : 
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(13)  A-iÄ  — ^5^-1  =(— 1)"»,  «j.  ..a^. 

Es  gilt  dann  die  Beziehung: 

(14)      ^^-^;-^^+  "■^-^=B.- 

Setzt  man  analog  zu  (11)  auch: 

so  ist  ebenso: 

Wenn  man  in  (11)  den  Index  v  durch  X  ersetzt,  sodann 
für  Xx^  Xi^\  ihre  Werte  aus  (15)  substituiert,  so  werden  x^  und  x^ 
linear  durch  x^j^x^  Xy^ji^x  ausgedrückt.  Das  gleiche  erreicht 
man  aber  auch  direkt,  wenn  man  in  (11)  v  +  A  an  Stelle  von  v 
setzt.  Indem  man  dann  die  beiden  so  entstehenden  Ausdrücke 
miteinander  vergleicht,  findet  man   die  bekannten  Relationen: 

Ay^x-\  ==  Ax-\Ay^y^x  +  axAx^iBy-\^x 
By^x^i  =  Bx^\Ay-\^x  +  axBx-2Bv-],x» 
Wir  nehmen  nun  zunächst  an,  die  geforderten  Bedingungen 

(18)  '\Xy\^{l    -{-     \ay\)\Xy^l\     +     \ay^lXy^2\>   0 

seien   bereits    von   v  =  1    ab    erfüllt,    also    insbesondere    auch 
ja?! :  >  0.     Dann  ist  wegen 

Xy    =    by  Xy^l    -|-    Äy-fl   Xy^2 

a  fortiori: 

\byXy-\.\    ;    +     I    ay^lXy-^2\    ^(1     +    |  «V  |  )    \  Xy  ^\    |     +    |av-|.l    3:^+2   1; 

oder  auch,  da  |a;v4.i|>0  gefordert  ist: 


^)  Man  könnte  hierbei  den  Bachstaben  B  vermeiden,  indem  offenbar 
fiv,ji  =  ^^— i,A-fi  ist;  indessen  ist  es  doch  zweckmä&ig,  auch  B  beizu- 
behalten. 
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(19)  |6.|>l  +  |a.|       (r=l,2,  ...00). 

Hieraus  folgt  bereits  nach  einem  bekannten  Satz  des  Herrn 
Pringsheim^)  die  Konvergenz  des  Ketten bruches;  doch  ist 
es  nicht  nötig,  dieses  Resultat,  welches  uns  an  sich  noch  gar 
nichts  nützt,  hier  als  bekannt  vorauszusetzen.  Aus  der  letzten 
der  Gleichungen  (12)  schlieM  man: 

I  i?,.  I  >  I  br  By-l\  I  ttv  Ä  -2  1 1 

also  mit  Rücksicht  auf  (19): 

|5,|-|S,_,|_>(|fe,|~l)JB,-,|-|a,5,.2| 

>|a,|(|JB._i|-|Ä.2|). 
Daher  auch: 

!JB,|-|Ä-i|>|a,a,_,;(|JB,-2|  — |jB,-8l)>... 

>  I ayür^i . . .  oa  I  ( 1 6i  ]  -  1)  >  I  ai  a2 .  . .  a,  I ; 

hieraus  folgt  endlich: 

(20)  |JB.|>l  +  |aJ  +  |a,a,|  +  ...  +  |a,a,...a,|. 

Ferner  ist  nach  Voraussetzung  (18): 

|rr.!>(l  +  |a.|)|a:.+i!, 
also  auch: 

(21)  a;i|>(l  +  |ai|)(l  +  |a2|)-...(l  +  |a.|)!a;.+i|. 

Ar 

.Es  ist  nun  zu  bew^eisen,  daß  der  Bruch  v>~9  dessen  Nenner 

jDy 

nach  Ungleichung  (20)  stets  von  Null  verschieden  ist,  mit 
wachsendem  v  der  Grenze  —  zustrebt.    Es  ist  aber  nach  (11): 

XO  ^V  ^1    ^y-l    Xy   -|-   tty  Äy-,2  ^»  +  1    -^-1 

Xl  By-\  JBy^XXy    -\-    ayBy-2Xy^\  -By-l 

(ly  {Ay-2  By^\     —    A^-\    By-i)  Xy4,l 

{By-l   Xy  +    «V   By^2Xy^l)By-\ 

—  r        1 V-1  ^1^  -  '  -  O'yXy^i 

Xl    JSy-l 

^)  Über  die  Konvergenz  unendlicher  KettenbrQcbe.    Diese  Sitzungs- 
berichte, Bd.  28  (T898). 
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und   hieraus   folgt  unter  Berücksichtigung  der  Ungleichungen 
(20)  und  (21): 

<aia2...ay\ 


Xo      Äy^i  \  ^  I  ai  ao . . .  ay 


Xi      By^x\     (l  +  |ai|)(l+|a2|)...(l+|a^i)ii^.-i| 


M- 


Von  den  zwei  Ausdrücken  auf  der  rechten  Seite  hat  aber 
wegen  (20)  mindestens  einer  den  Grenzwert  Null;  daher  ist  in 
der  Tat: 

..  Ay  X(i  , 

lim  ü~  =  "1    w.  z.  b.  w. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  die  Bedingung  (18)  sei  erst  von 
dem  Wert  r  =  ^  -[-  1  ab  erfüllt,  also  gewiü  |  x^4^\  \  >  0.  Dann 
ist  nach  dem  soeben  Bewiesenen  doch  jedenfalls  JBy,  n  \^^  und 
außerdem: 

,.  Ay^Ji  Xji 

hm  Tj  --  = • 

Wenn  man  dann  in  (17)  für  X  speziell  die  Zahl  JV"  wählt  und 
die  entstehenden  Gleichungen  durch  JB^^i,/^  dividiert,  so  kommt: 


By^l^Jf  By^\^Jf 

-ü =  -ojV-1   ü T  duriN-^' 

Jjy  —  \^a  Xfy^J^X 

Hieraus  folgt,  wenn  v  unbegrenzt  wächst: 

(22)        lim'^±I^  =  A,^.,^+a^Ä,.,=    ^ 


=00  xjy— 1,  iir  a?.v+i  i^N+i 

By  +  y-.l  T>  ^N  ,  T>  ^1 


(23)        lim:^±*iii  =  l?^_,^  +  aj,5,_2=  . 

Ist  nun  ajj  +  0,    so   kann  man  Gleichung  (22)  durch  (23) 
dividieren  und  erhält: 

r  =  00  -*5y  «C j 

Ist   aber   etwa   x,  =  0,    so   ist  jedenfalls   Xq:^0;   denn    sonst 
würde  aus  (9)  der  Reihe  nach  auch  a;^  =  0,  aj^  =  0,  ...  folgen, 
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während  doch  Xjff^i::^0  vorausgesetzt  ist.    Daher  ist  jetzt,  in- 
dem man  umgekehrt  (23)  durch  (22)  dividiert: 

ELiemit  ist  aber  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 

Schreibt  man  die  Ungleichung  (18)  in  der  Gestalt: 


so  erkennt  man  augenblicklich,  daß  sie  sicher  von  einem  ge- 
wissen V  ab  erfüllt  ist,  wenn  die  Zahlen  |  a^  {  unter  einer  end- 
lichen Schranke  bleiben,  und  außerdem  die  Beziehung 

besteht.     Wir  finden  also  speziell: 

Wenn  die  Zahlen  \ay\(>0)  unter  einer  von  v   un- 
abhängigen   Schranke    bleiben,    und   wenn    außerdem 

ist,  so  folgt  aus  dem  System  (9)  allemal  die  Gleichung 
(10),  sofern  nur  a?,  +  0  ist.  Für  x^  =  0  aber  ist  not- 
wendig :a?o=t=0  und  der  Kettenbruch  (10)  ist  eigentlich 
divergent. 

§3- 
Wenden  wir  uns  jetzt  wieder   zu  den  Besselschen  Punk- 
tionen, so  ist  leicht  zu  sehen,  daß  durch  den  letzten  Satz  der 
Schlö  milch  sehe  Beweis  legalisiert  wird.    In  der  Tat  ist  nach 
Gleichung  (3),  sobald  ^  von  Null  verschieden  ist: 
2h 

Z 


(24) 


^,,      2(A+1)^       .,       r      ,. 

z 
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Diese  Gleichungen  haben  die  Form  des  Systems  (9),  und  zwar 
ist  durchweg  a^  =  —  1.  Wenn  wir  also  noch  zeigen  können, 
daß  für  jedes  von  Null  verschiedene  endliche  e  die  Beziehung 


(25) 


statthat,  so  sind  die  Voraussetzungen  des  obigen  Satzes  erfüllt, 
und  wir  können  daher  aus  (24)  schließen: 

cA-i_W_2A___l I  1       I  1 \__ 

Ju(ßi)  z  2(A+1) 


2(A+2) 


2(fe+3) 


mit  dem  Zusatz,  daß  der  Kettenbruch  für  die  Nullstellen  von 
Jhisi)  eigentlich  divergent  ist.  Daß  aber  die  Gleichung  (25) 
in  der  Tat  richtig  ist,  ergibt  sich  sehr  einfach  aus  der  Defi- 
nition (1).    Setzt  man  dort  A  +  v  an  Stelle  von  A,  so  kommt: 


e7;+,(^)>r(A+y  +  i) 


ay 


ay 


n  + 


(t)' 


(Ä  +  r  +  l)!!   '   (A  +  v4-l)(Ä  +  v4-2).2! 


also  wenn  man  v  >  |  A  |  wählt 


w 


—  1 


(r  — |Ä|)l!^(r— |Ä|)*2f 


1*1« 


Hier   konvergiert    aber  die   rechte  Seite   für   jeden   endlichen 
Wert  von  z  mit  wachsendem  v  gegen  Null;  also  folgt: 


^)  Die  von  Herrn  Nielsen  angegebene  Abscb&tzungsformel  (Hand- 
buch, pag.  7  Formel  (3))  ist  nicht  allgemein  richtig. 

1907.  SiUnngsb.  d.  maÜL-phyB.  Kl.  34 
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„„A4..wr(>+v+i)_, 


Ebenso,  wenn  v — 1  an  Stelle  von  v  tritt: 

lim ,  \*+v-i =  1- 


(I)' 


Also  durch  Division  der  zwei  letzten  Gleichungen: 

hieraus  folgt  aber  augenblicklich  Gleichung  (25),  womit  dann 
alles  bewiesen  ist. 

Ich  bemerke,  daß  die  Konvergenz  des  Eettenbruches  (4) 
nicht  immer  eine  unbedingte  ist  im  Sinne  des  Herrn  Frings- 
heim;  dies  ist  offenbar  nur  dann  der  Fall,  wenn  wir  von  js 
auch  die  Nullstellen  aller  Funktionen  Ja+i,  Jh-j-ij  «^a+sv  •  •  • 
ausschließen. 

In  der  auf  pag.  493,  Fußnote  2  genannten  Arbeit  hat 
Herr  Hurwitz  die  Kettenbruchdarstellung  oder  vielmehr  ge- 
wisse Eigenschaften  der  Näherungsbrüche  dazu  benutzt,  um 
zu  beweisen,  daß  die  Nullstellen  der  Funktion  «7*  (jt),  wenn  der 
Index  h  reell  und  größer  als  — 1  ist,  alle  reell  sind.  Man 
kann  aber  aus  der  Eettenbruchentwiclclung  noch  eine  weitere 
Eigenschaft  dieser  Nullstellen  entnehmen,  die,  wie  es  scheint, 
noch  nicht  bemerkt  worden  ist.  Die  Nullstellen  sind  nämlich, 
wenn  der  Index  h  rational  ist,  stets  irrational  (abgesehen  von 
der  eventuellen  Nullstelle  jer  =  0).    Auch  die  Funktion 

jP^A(^)  +  gJi-i(^), 

wo  jp,  g,  Ä  irgendwelche  rationale  Zahlen  bedeuten,  hat  keine 
von  Null  vei-schiedene  rationale  Nullstelle.  Es  folgt  dies  aus 
dem  Legen  dreschen  Irrationalitätssatz,  den  ich  folgender- 
maßen formuliere: 

Wenn  in  dem  unendlichen  Ketten  bruch 
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die  ay{:^0)yK  ganze  rationale  Zahlen  sind,  welche  von  einer 
gewissen  Stelle  v^N  +  1  ab  der  Ungleichung 

6.^1  +  |a,| 

genügen,  so  ist  der  Kettenbruch  konvergent  und  hat  einen 
irrationalen  Wert,  es  sei  denn,  daJs  von  einem  bestimmten  v 
an  durchweg  a,,  <  0,  K  =  l  -]-  \ay\  ist. 

Herr  Pringsheim  hat  zwar  den  Beweis  dieses  Satzes  in 
der  auf  Seite  498  zitierten  Arbeit  nur  für  den  Fall  durchgeführt, 
daJs  die  Ungleichung  by  >l-^\ay\  schon  von  r  =  1  ab  besteht. 
Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  daß  der  Satz  gleichwohl  in  diesem 
weiteren  Umfang  gilt.    Denn  es  ist  jetzt  jedenfalls 

eine  irrationale  Zahl.  Indem  man  dann  wieder  in  (17)  X  =  N 
setzt,  sodann  durch  By-i^jf  dividiert  und  v  unbegrenzt  wachsen 
läßt,  erhält  man: 

(26)  lim  4^^±^  =  Ay-,  ßy  +  ay  Äy.^ 

(27)  lim  ^^±^^  =  By-i  ßy  +  ay  By.^ . 

Nun  ist  zu  beachten,  daß  dieser  letzte  Ausdruck  notwendig 
von  Null  verschieden  ist.  Denn  da  alle  a^,  by  rational  sind, 
so  gilt  das  gleiche  von  -Bjy_i,  £jf-2.  Aber  ßy  ist  irrational; 
also  könnte  der  Ausdruck  nur  dann  verschwinden,  wenn  gleich- 
zeitig By-i  =  0,  -Bjv-2  =  0  wäre,  was  bekanntlich  nicht  möglich 
ist  (wegen  Gleichung  (13)  für  v  =  N — 1).  Man  kann  also 
(26)  durch  (27)  dividieren  und  findet  so: 

lim  —  =  :4^^=L^^iL^?:4^?zl 

y-^By         By-]  ßy  +  ay  By-.% 

Daher  ist  unser  Kettenbruch  in  der  Tat  konvergent  und  hat 
einen  irrationalen  Wert.     Der  obige  Bruch  könnte  ja  offenbar 

34* 
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nur  dann  rational  werden,  wenn  die  Determinante  Ay^i  -B^-2 
—  Äs-2  ^N"!  den  Wert  Null  hätte,  was  wegen  (13)  nicht  der 
Fall  ist. 

Um  diesen  Satz  nun  anzuwenden,  führen  wir  in  Glei- 
chung (4)  für  h  und  -e  beliebige  rationale  Werte  ein;  man 
wird  stets 

9  9 

setzen  können,  wo  e,f,g  ganze  Zahlen  sind  und  (^^  positir.  Es 
folgt  dann: 

J>-.(^)_2e  1      I  1       I       1_ 


M")        f       \^t±9 


e±2g       \„e±3g 
f  ~       \        f 


oder  wenn   man   den   Kettenbruch    durch    einen   äquivalenten 
ersetzt:*) 

J,.,{d)^2e  f     \  P      \ r_[_ 

J^{£)        f       \2{e-\^g)      \2{e  +  2g)       \2{e^^g)       '"' 

Dieser  Eettenbruch  erfüllt  nun  die  Voraussetzungen  des  Irra- 
tionalitätssatzes, und  der  Ausnahmefall  tritt  offenbar  nicht  ein. 

f 
Er  ist  also   zunächst  einmal  konverffent;   daher  kann    js  s=   - 

9 
keine  Nullstelle  von  Ji,(-e)  sein,  sonst  müßte  ja  der  Ketten- 
bruch eigentlich  divergieren.  Aber  außerdem  ist  sein  Wert 
auch  irrational;    daher  ist  die  Zahl 

für  rationale  p,  q  notwendig  von  Null  verschieden.    Damit  ist 
aber  unsere  Behauptung  in  allen  Teilen  bewiesen. 

^)  Man  beachte,  daß  dadurch  Konvergenz  oder  Divergenz  nicht 
beeinflußt  wird,  weil  bei  zwei  äquivalenten  Eettenbrüchen  auch  die 
Reihe  der  sukzessiven  Näherungsbrüche  die  gleiche  ist. 
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Protokoll 

über  die  Sitzung  der  lüftelektrischen  Kommission  der 
kartellierten  Deutschen  Akademien  zu  München 

am  26.  Oktober  1907. 

{Bhtfftlau/tn  7.  Dtimbir.) 

Auf  Anregung'  der  Qöttinger  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften war  die  Erforschung  der  Luftelektrizität  wiederum  in 
das  Arbeitsprogramm  des  Kartells  Deutscher  Akademien  auf- 
genommen worden,  nachdem  sich  die  internationale  Assoziation 
der  Akademien  diesen  Fragen  gegenüber  ablehnend  verhalten 
hatte.  Von  der  Abhaltung  eines  Kartelltages  war  mit  Rücksicht 
auf  den  Mangel  an  anderweitigen  Beratungsgegenständen  Ab- 
stand genommen  worden,  wohl  aber  wurde  vorgeschlagen,  daß 
die  kartellierten  Akademien  Vertreter  zu  einer  Besprechung 
nach  München,  dem  diesjährigen  Vororte  des  Kartells,  delegieren 
sollten,  um  ein  Programm  über  die  zunächst  in  Angriff  zu 
nehmenden  Arbeiten  zu  entwerfen  und  verschiedene  von  diesen 
Arbeiten  selbst  an  die  einzelnen  Akademien  zu  verteilen. 
Dieser  Vorschlag  wurde  angenommen,  und  am  Samstag  den 
26.  Oktober  1907  vormittags  9  Uhr  traten  in  dem  Physika- 
lischen Institute  der  Technischen  Hochschule  zu  München  die 
folgenden  Delegierten  zu  der  genannten  Kommission  zusammen: 

Herr  Fr.  Exner,  Vertreter  der  Kaiserlichen  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Wien;  Herr  Ed.  Riecke  und  Herr 
E.  Wiechert,  beide  als  Vertreter  der  Qöttinger  Gesellschaft 
der  Wissenschaften;    Herr  W.  Ha  11  wachs,   als  Vertreter  der 
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Sächsischen  Gesellschafib  der  Wissenschaften  zu  Leipzig  und 
Herr  H.  Ebert,  als  Vertreter  der  Bayerischen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  München. 

Zunächst  begrüßte  Herr  Direktor  H.  von  Seeliger  die 
Anwesenden  im  Namen  der  Münchener  Akademie  in  Vertretung 
von  deren  Präsidenten,  welcher  sein  Bedauern  darüber  aus- 
sprechen ließ,  daß  es  ihm  nicht  möglich  sei,  die  Vertreter  der 
kartellierten  Akademien  persönlich  hier  in  München  willkommen 
zu  heißen,  da  er  habe  verreisen  müssen.  Herr  von  Seeliger 
hob  die  große  Bedeutung  der  geplanten  gemeinsamen  Arbeiten 
hervor.  Er  berichtete,  daß  auch  die  Preußische  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin  ihre  vollste  Sympathie  dem  Unter- 
nehmen gegenüber  zum  Ausdruck  gebracht  habe;  sie  zähle 
nur  zur  Zeit  unter  ihren  Mitgliedern  keinen  Gelehrten,  der 
den  luftelektrischen  Forschungen  nahe  genug  stehe,  um  als 
Delegierter  zu  den  Kommissionsberatungen  entsendet  zu  werden ; 
sie  wünsche  aber  über  die  Arbeiten  der  Kommission,  sowie 
über  die  in  Vorschlag  gebrachten  Unternehmungen  auf  dem 
laufenden  erhalten  zu  werden. 

Hierauf  ergriff  Herr  Riecke  das  Wort,  um  zunächst  im 
Namen  der  Anwesenden  für  die  freundliche  Begrüßung  zu 
danken ;  er  führte  weiter  aus,  daß  es  jetzt,  nachdem  die  inter- 
nationale Assoziation  auf  die  Vorschläge  der  Deutschen  Aka- 
demien nicht  eingegangen  sei,  geradezu  eine  Ehrenpflicht  des 
Kartells  sei,  nun  erst  recht  die  angeregten  Forschungen  aus 
eigener  Kraft  weiter  zu  fordern;  er  hofie,  daß  hierfür  auch 
die  nötigen  Mittel  zu  beschaffen  sein  würden,  insofern  nament- 
lich, als  es  sich  zunächst  vor  allem  um  die  Weiterbildung  und 
Klärung  der  luftelektrischen  Meßmethoden  handele.  Er  erin- 
nerte an  das  reiche  Maß  von  Anregungen,  das  die  Teilnehmer 
auf  den  Sitzungen  der  früheren  luftelektrischen  Kommission 
des  Kartells  gewonnen  hatten,  und  gibt  der  Zuversicht  Aus- 
druck, daß  sich  die  Sitzungen  der  wieder  erstandenen  Kom- 
mission nicht  minder  fruchtbar  erweisen  werden. 

Endlich  hieß  Herr  Ebert  die  Erschienenen  als  Hausherr 
willkommen;  man  habe  es  für  vorteilhaft  gehalten,  die  Sitzung 
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in  ein  Institut  zu  verlegen,  in  welchem  im  Anschlüsse  an  die 
Beratungen  einige  Neueinrichtungen  sowie  die  verschiedenen 
instrumentellen  Hilfsmittel  besichtigt  werden  könnten. 

Hierauf  wurde  in  die  Beratungen  selbst  eingetreten;  die 
Konmiission  wählte  Herrn  Riecke  zu  ihrem  Vorsitzenden  und 
betraute  Herrn  Ebert  mit  der  Führung  des  Protokolles. 

Herr  Riecke  knüpfte  zunächst  an  den  Antrag  der  König- 
lichen Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  an. 

Derselbe  lautet: 

9  Die  kartellierten  Akademien  mögen  eine  ständige  Kom- 
mission ernennen,  mit  der  Aufgabe,  die  Methoden  und  Instru- 
mente, welche  zur  Messung  der  luftelektrischen  Elemente  dienen, 
einer  planmäßigen  Prüfung  zu  unterziehen,  und  insbesondere 
diejenigen  Methoden  auszuarbeiten,  deren  Anwendung  bei 
ausgedehnteren  Beobachtungsnetzen  die  besten  Resultate  ver- 
spricht.« 

Herr  Riecke  führte  zur  Erläuterung  zu  diesem  Antrage 
weiter  folgendes  aus: 

„Auf  der  Versammlung  der  internationalen  Assoziation 
der  Akademien  in  London  wurde  eine  Kommission  gewählt, 
zur  Untersuchung  der  Frage,  ob  sich  zur  Zeit  eine  inter- 
nationale Bearbeitung  der  luftelektrischen  Forschung  in  die 
Wege  leiten  ließe.  Diese  Kommission  ist  im  Anfange  dieses 
Jahres  zu  dem  Schlüsse  gekommen,  daß  von  einer  solchen 
Aktion  vorläufig  abzusehen  sei,  da  eine  Reihe  von  Fragen,  die 
sich  auf  Methoden  und  Instrumente  beziehen,  noch  nicht  end- 
gültig geklärt  sei.  Unter  diesen  Umständen  tritt  an  das  Kartell, 
von  dem  die  Anregung  zu  internationaler  Verfolgung  der  luft- 
elektrischen Probleme  ausgegangen  ist,  die  Aufgabe  heran,  die 
noch  der  Diskussion  unterworfenen  Punkte  einer  erneuten  Be- 
arbeitung zu  unterziehen,  und  so  die  gegen  ein  internationales 
Vorgehen  erhobenen  Bedenken  zu  zerstreuen.  Die  kartellierten 
Akademien  zählen  eine  Reihe  von  Forschem  zu  ihren  Mit- 
gliedern, die  sich  in  hervorragender  Weise  an  der  luftelek- 
trischen Forschung  beteiligt  haben ;  der  genannte  Zweck  würde 
ohne    Zweifel    in    der    vollkommensten   Weise   erreicht,    wenn 
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diese  Forscher,  in  der  ständigen  Kommission  vereinigt,  Ge- 
legenheit haben .  würden,  in  regelmäßigen  Sitzungen,  etwa  im 
Anschluß  an  die  Eartellversammlungen,  ihre  Erfahrungen  aus- 
zutauschen und  über  eine  zweckmäßige  Verteilung  der  bei  den 
Beratungen  sich  ergebenden  Aufgaben  sich  zu  verständigen/ 

Diese  Ausführungen  begegneten  der  vollsten  Zustimmung 
aller  Anwesenden. 

Herr  Exner,  welcher  den  Vorsitz  in  der  erwähnten  Kom- 
mission der  Assoziation  geführt  hatte,  berichtete,  welchen  Ver- 
lauf die  Tätigkeit  dieser  Kommission  genommen,  und  wie  die 
ablehnende  Haltung  derselben  zum  Ausdruck  gekommen  sei; 
er  ist  der  Ansicht,  daß  diese  internationale  Kommission  auf- 
gehört habe,  zu  existieren,  was  sich  mit  der  Auffassung  der 
sämtlichen  Anwesenden  deckt. 

Herr  Biecke  machte  hierauf  den  Vorschlag,  um  der  gegen- 
wärtigen Tagung  ein  bestimmtes  Programm  zu  Grunde  legen 
zu  können,  zuerst  A)  die  allgemeinen  Gesichtspunkte  zur 
Sprache  zu  bringen  und  sodann  6)  in  die  Beratung  der  ein- 
zelnen Gegenstände  einzutreten,  wobei  jenes  Programm  als 
Richtschnur  dienen  könne,  welches  seinerzeit  der  Assoziation 
vorgeschlagen  worden  ist. 

Ad  A)  führte  Herr  Ebert  aus,  man  habe  in  der  Kom- 
mission der  Assoziation  das  Bedenken  erhoben,  daß  die  luft- 
elektrischen Meßmethoden  noch  nicht  genügend  ausgebildet 
seien,  um  ein  größeres  Unternehmen  internationaler  Art  zu 
rechtfertigen;  dies  könne  wohl  nicht  von  den  Methoden  der 
Potentialmessung  gelten,  wo  durch  Exner  und  seine  Schule 
ein  allen  Anforderungen  genügendes  und  nach  allen  Richtungen 
hin  durchprobiertes  transportables  Instrumentarium  geschaffen 
sei,  andererseits  erprobte  Registrierverfahren  fortlaufende  Auf- 
zeichnungen an  gewissen  Basisstationen  ermöglichten.  Gerade 
die  Messung  dieses  Elementes  sei  aber  —  wie  schon  früher 
oft  genug  betont  worden  ist,  —  wenn  sie  einmal  in  Termin- 
beobachtungen über  den  ganzen  Erdball  ausgedehnt  würde, 
eine  besonders  wichtige  und  für  die  Assoziation  auch  besonders 
geeignete  Aufgabe.     Von  den  anderen  Vertretern  wurde  hier- 
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gegen  geltend  gemacht,  man  solle  vorderhand  von  der  Be- 
teiligung der  Assoziation  überhaupt  Abstand  nehmen;  wenn 
von  Seiten  der  kartellierten  Deutschen  Akademien  aus  erst 
ausgedehntere  Unternehmungen  auf  luftelektrischem  Gebiete 
in  die  Wege  geleitet  seien,  würden  sich  sicher  auch  fremde 
Akademien  anschlie&en,  ohne  da£  es  nötig  wäre,  den  Apparat 
der  Assoziation  in  Bewegung  zu  setzen. 

Ad  B.    Der  Reihe   nach   werden  die  folgenden  einzelnen 
Punkte  genauer  durchberaten: 

1.  Potentialmessungen.  In  neuerer  Zeit  sind  ver- 
schiedene Elektrometerformen  in  Vorschlag  gebracht  worden, 
welche  dazu  bestimmt  sind,  das  Blättchenelektroskop  zu  er- 
setzen, dem  trotz  der  nicht  unwesentlichen  Vervollkommnungen, 
die  man  an  demselben  angebracht  hat,  noch  gewisse  Mängel 
ohne  Zweifel  anhaften.  In  Betracht  kommen  vor  allem  Blättchen- 
elektrometer mit  Mikroskopablesung,  das  Elektrometer  von 
Wulff  und  das  Lutz -Edelmannsehe  Saitenelektrometer.  Herr 
Wie  eher  t  teilt  mit,  daß  er  mit  Untersuchungen  über  die 
Brauchbarkeit  des  Torsionselektrometers  beschäftigt  ist.  Herr 
Hallwachs  erwähnt,  daß  er  seit  5  Jahren  mit  Blättchen- 
elektrometern mit  Mikroskopablesung  bei  seinen  Untersuchungen 
gearbeitet  und  sehr  gute  Erfahrungen  mit  denselben  gemacht 
habe.  Es  sollen  eingehende  Vergleiche  zwischen  diesen  ver- 
schiedenen Elektrometern  angestellt  werden,  namentlich  bezüg- 
lich ihrer  Verwendbarkeit  für  luftelektrische  Untersuchungen. 
Die  Herren  Ebert  und  Wiechert  übernehmen  den  Auftrag 
hierüber  im  nächsten  Jahre  an  die  Kommission  zu  berichten. 
Herr  Hallwachs  erklärt,  daß  er  die  Kommission  durch  seine 
Erfahrung  auf  elektrometrischem  Gebiete  gerne  unterstützen 
werde.  Es  wird  weiter  hervorgehoben,  wie  wichtig  es  ist,  daß 
an  einzelnen,  mit  größeren  wissenschaftlichen  Hilfsmitteln  aus- 
gerüsteten Stationen  Registrierungen  des  Potentialgefälles  aus- 
geführt werden.  Es  wird  betont,  daß  sich  das  mechanische 
Registrierverfahren  in  der  Benndorf sehen  Anordnung,  und 
diese  selbst  durchaus  bewährt  haben,  und  an  der  punktweisen 
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Registrierung  festgehalten  werden  könne,  trotz  der  gegen  dieses 
Verfahren  von  gewisser  Seite  erhobenen  Bedenken. 

Eine  ganz  besondere  Sorgfalt  erfordert  die  Wahl  der 
Sonden,  Kollektoren  oder  Elektroden.  Hier  haben  sich  die 
Polonium-  (also  Radium-F,  aber  nicht  die  Radium-)  Elektroden 
bewährt;  da  dieselben  in  ihrer  Wirksamkeit  aber  mit  der  Zeit 
abklingen,  ist  es  von  besonderem  Werte,  daß  Herr  Exner 
bekannt  gibt,  daß  die  Wiener  Akademie  über  einen  größeren 
Vorrat  an  Polonium  aus  den  Joachimstaler  Erzen  verfügt  und 
die  Neuaktivierung  von  Elektroden  für  die  Zwecke  der  wissen- 
schaftlichen Untersuchungen  des  Kartells  übernehmen  würde; 
nur  die  eine  Bedingung  sei  zu  erfüllen,  daß  die  eingeschickten 
Elektroden  und  ihre  Zuleitungen  nur  aus  Platin  bestehen, 
damit  die  das  Polonium  enthaltenden  Lösungen  nicht  verun- 
reinigt werden. 

So  wertvoll  die  Radiokollektoren  auch  im  allgemeinen 
sind,  so  kann  doch  im  speziellen  die  Wolke  von  Ionen,  welche 
sie  dauernd  um  sich  herum  erzeugen,  für  gleichzeitig  anzu- 
stellende andere  luftelektrische  Messungen  unter  umständen 
störend  wirken,  z.  B.  im  Luftballon.  Hier  können  die  soge- 
nannten „  Aktinoelektroden''  als  Ersatz  herangezogen 
werden,  frisch  amalgamierte  Zinkplatten,  welche  infolge  des 
Hallwachs-EfiFektes  im  Sonnen-  oder  hellen  Tageslichte 
elektrisch  ausgleichend  wirken.  Ein  Nachteil  haftet  ihnen 
nach  den  bisherigen  Erfahrungen  an:  sie  ermüden  ziemlich 
rasch,  wie  es  scheint,  besonders  rasch  in  den  höheren  Schichten 
der  Atmosphäre.  Herr  Hallwachs  spricht  die  Vermutung 
aus,  daß  vielleicht  der  größere  Ozongehalt  dieser  Schichten 
hierbei  mitwirke  und  fragt  an,  ob  zuverlässige  vergleichende 
Messungen  des  Ozongehaltes  der  höheren  Schichten  vorliegen; 
nach  eingehender  Erörterung  wird  festgestellt,  daß  zur  Zeit 
leider  noch  keine  zuverlässige  Methode  bekannt  ist,  den  Ozon- 
gehalt der  Luft  mit  einiger  Sicherheit  zu  messen.  Herr  Hall- 
wachs  stellt  in  Aussicht,  die  ganze  Frage  der  Aktinoelek- 
troden  einer  eingehenden  Prüfung  unterwerfen  zu  lassen  und 
darüber  im  nächsten  Jahre  zu  berichten. 
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Herr  Wiechert  hebt  die  Bedeutung  der  Spritzkollek- 
toren hervor,  die  sich  bei  den  Vervollkommnungen  von  Linke 
und  Ger  dien  sehr  gut  bewährt  haben.  Er  berichtet  ferner, 
daß  er  auf  die  schon  von  Palmieri  benutzten  mechanischen 
festen  Elektroden  aufinerksara  geworden  sei;  es  seien  über 
diese  am  Geophysikalischen  Institute  zu  Göttingen  Unter- 
suchungen im  Gange,  welche  Erfolg  versprechen,  und  über  die 
der  Genannte  im  nächsten  Jahre  Näheres  berichten  wird. 

Um  die  Angaben  der  Registrierapparate  „auf  die  Ebene 
reduzieren^  zu  können,  muß  man  gleichzeitige  Messungen  mit 
einem  transportablen  Instrumente  im  Terrain  anstellen;  dabei 
hat  sich  gezeigt,  daß  es  nicht  gleichgültig  ist,  in  welcher  Höhe 
über  dem  Boden  man  den  Kollektor  aufstellt.  Es  scheint  dem- 
nach das  PotentialgeföUe  in  den  untersten  Schichten  des  Luft- 
meeres nicht  konstant,  sondern  ziemlich  stark  veränderlich  zu 
sein.  Diesem  Punkte  soll  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  ge- 
widmet werden,  da  ja  Änderungen  im  Gefälle  nach  der  Pois- 
son sehen  Gleichung  mit  der  Anwesenheit  freier  räumlicher 
Ladungen  im  innigsten  Zusammenhange  stehen  müssen.  In 
Wien,  Göttingen  und  München  soll  diese  Frage,  sei  es  durch 
gleichzeitige  Anwendung  mehrerer,  in  verschiedenen  Höhen 
angebrachter  Kollektoren,  sei  es  mittels  kleiner  gefesselter 
Sondenballons  der  Klärung  näher  gebracht  und  über  die  dies- 
bezüglichen Ergebnisse  im  nächsten  Jahre  berichtet  werden. 

2.  Leitfähigkeitsbestimmungen.  Es  wird  zunächst  über 
die  Verwendung  des  Elster-Geitelschen  Apparates  gesprochen, 
der  sich  durch  seine  ungemeine  Handlichkeit  auszeichnet,  und 
dem  in  der  Entwicklung  der  luftelektrischen  Forschung  eine 
so  große  Bedeutung  zukommt.  Die  Mitglieder  der  Kommission 
sind  darüber  einig,  daß  die  früher  übliche  Benutzung  mit 
Schutzdach  auf  alle  Fälle  zu  verlassen  sei,  da  unter  diesen 
Umständen  die  Angaben  des  Apparates  in  keiner  genau  zu 
bestimmenden  Beziehung  zu  den  zu  messenden  luftelektrischen 
Elementen  stehen.  Dagegen  haben  die  Untersuchungen  von 
Schering  gezeigt,  daß  der  Apparat  vollkommen  brauchbare 
Werte  der  Leitfähigkeit  liefert,  wenn  man  ihn  der  freien  Luft 
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exponiert,  und  wenn  man  auäerdem  die  Anordnung  so  abändert, 
daß  die  gesättigten  Stromteile  zwischen  dem  geladenen  Körper 
und  zwischen  den  benachbarten  Teilen  des  Elektrometers  keine 
Rolle  spielen.  Gegen  das  Erdfeld  wird  der  Apparat  hinreichend 
geschützt,  wenn  er  unter  einer  Laube,  einem  Baume,  einem 
aus  Drahtnetz  hergestellten  Schutzdache  aufgestellt  wird. 
Wichtig  ist  es  vor  allen  Dingen,  daß  die  Geschwindigkeit  der 
Luftbewegung  dabei  ganz  herausfallt,  ein  Theorem,  welches 
für  alle  Formen  der  Leiterflächen  zu  beweisen  vor  kurzem 
Herrn  ßiecke  gelungen  ist  (die  betreflfende  Abhandlung  wird 
in  der  Sitzung  vorgelegt).  Die  Bedenken,  welche  von  Herrn 
K.  Kurz  gegen  den  Gebrauch  des  Gerdienschen  Apparates 
vor  kurzem  erhoben  worden  sind,  sollen  noch  eingehender  ge- 
prüft werden. 

Von  großer  Bedeutung  sind  die  fortlaufenden  Registrie- 
rungen der  Leitfähigkeit  in  absolutem  Maße,  welche  am  Gtöt- 
tinger  Observatorium  auf  Grund  der  Ri eck  eschen  Theorie  und 
im  Anschlüsse  an  die  Arbeiten  Scherings  durchgeführt  wer- 
den und  über  die  Herr  Wiechert  eingehender  berichtet.  Die 
Versuche  sollen  fortgesetzt  werden;  Herr  Wiechert  wird  über 
die  Ergebnisse  dieser  Registrierung  im  nächsten  Jahre  Näheres 
mitteilen. 

Kennt  man  das  Potentialgefalle  und  die  gleichzeitigen 
Werte  der  Leitfähigkeit,  so  kann  man  die  Litensität  des  verti- 
kalen lonenstromes  berechnen,  eine  Größe,  welche  zur  Be- 
urteilung des  Elektrizitätshaushaltes  in  der  Natur  von  größter 
Wichtigkeit  ist.  Herr  Ebert  kommt  auf  seine  seinerzeit  auf 
Anregung  der  luftelektrischen  Kommission  unternommenen  Ver- 
suche zurück,  diese  Intensität  direkt  galvanometrisch  zu  be- 
stimmen, und  hebt  die  Schwierigkeiten  hervor,  welche  hierbei 
die  Influenzwirkungen  von  Seiten  des  erdelektrischen  Feldes 
den  Messungen  entgegenstellen.  Er  erwähnt  die  Versuche  von 
Wilson,  welche  augenblicklich  von  Herrn  K.  Lutz  weiter 
verfolgt  werden  und  spricht  die  Hoffnung  aus,  daß  es  gelingen 
möge,    auch  diese  wichtige  Größe  fortlaufend  zu  registrieren. 

Ehe  dieser  Punkt  der  Tagesordnung  verlassen  wird,  wird 
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die  Frage  aufgeworfen,  ob  es  nicht  möglich  ist,  die  mit  dem 
Elster-Oeitelschen  Apparate  durchgeführten  Messungen  noch 
nachträglich  auf  absolutes  oder  doch  wenigstens  vergleich- 
bares Maß  zurückzuführen.  Herr  Exner  erwähnt,  daß  sich 
Herr  Schweidler  eingehend  mit  dieser  Frage  beschäftigt 
habe,  daß  die  Aussichten  hier  aber  sehr  wenig  günstig  sind. 
Um  dennoch  das  umfangreiche,  mit  diesem  Apparate  bereits 
erhaltene  Material  nach  Möglichkeit  nutzbar  zu  machen,  soll 
diese  Frage  noch  einmal  eingehender  behandelt  werden  und 
zwar  wird  vorgeschlagen,  daß  die  Wiener  Akademie  diesen 
Teil  des  Arbeitsprogramms  übernimmt. 

3.  lonenzählungen.  Gegenüber  den  Messungen  mit 
den  Aspirationsapparaten  zur  Bestimmung  der  lonendichte  in 
der  Atmosphäre,  wie  sie  namentlich  von  Ebert  eingeführt 
wurden,  sind  im  ganzen  drei  Bedenken  erhoben  worden: 

a)  diese  Apparate  ließen  einen  großen  Teil  der  in  der 
Atmosphäre  vorhandenen,  elektrisch  geladenen  Partikelchen 
ungezählt  durch  sich  hindurchfiiegen  (Langevin); 

b)  sie  täuschten  eine  Unipolarität  vor  infolge  der  Defor- 
mation, welche  die  Potentialflächen  des  Erdfeldes  durch  den 
Apparat  selbst  erleiden  (Gerdien); 

c)  sie  täuschten  ein  zu  großes  Überwiegen  der  positiven 
Ionen  vor,  weil  sich  bei  dem  Einfangen  derselben  auf  dem 
negativ  geladenen  Innenzylinder  aktive  Zerfallsprodukte  des 
Radiums  (induzierte  Aktivität)  niederschlagen  (E.  Kurz). 

Ad  a.  Die  Apparate  wurden  zunächst  zu  dem  Zwecke  kon- 
struiert, um  ein  Urteil  über  die  Zahl  der  Ionen  von  nor- 
maler Beweglichkeit  pro  Raumeinheit  zu  erlangen,  wie  sie 
durch  Röntgenstrahlen  oder  die  Strahlungen  der  Radioelemente 
direkt  erzeugt  werden.  Schon  bei  den  Versuchen,  welche  zum 
Ausprobieren  der  für  diesen  Zweck  zu  wählenden  Apparat- 
dimensionen angestellt  wurden,  entging  die  Tatsache  nicht, 
daß  neben  diesen  beweglichen  Ionen  noch  weit  trägere,  elek- 
trisch geladene  Partikelchen  in  der  Atmosphäre  regelmäßig 
mit  vorhanden  sind,  welche  eben  wegen  ihrer  Trägheit  durch 
den  Apparat  hindurchschlüpften   und  von  dem  in  diesem  be- 
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stehenden  elektrischen  Felde  nicht  mit  eingefangen  wurden. 
Ihr  Betrag  war  ein  sehr  wechselnder.  Sollten  sie  mit  abge- 
fangen werden,  so  hätte  der  Aspirationsapparat  weit  größere 
Dimensionen,  das  Feld  desselben  eine  unbequem  hohe  Starke 
erhalten  müssen,  der  Apparat  wäre  unhandlich  geworden,  seine 
Transportfahigkeit  stand  in  Frage.  Schließlich  entschied  die 
Erwägung,  daß  diese  trägen  Ionen,  selbst  wenn  sie  an  Zahl 
die  beweglichen  um  das  Mehrfache  übeiirafen,  zu  der  Leit- 
föhigkeit  der  Luft  doch  nur  einen  verschwindend  kleinen  Bei- 
trag liefern  konnten,  eben  wegen  ihrer  geringen  Wanderungs- 
geschwindigkeit. Der  Apparat  wurde  daher  in  den  kleinen 
Dimensionen  ausgeführt.  Immerhin  ist  diesen  „Langevin- 
Jonen"    seither   fortgesetzt  Aufmerksamkeit  gewidmet  worden.  | 

Es  zeigte  sich,  daß  ihre  Zahl  einen  gewissen  Parallelismus  mit  | 

dem  Staubgehalte  der  Luft   aufweist,    wie   er   mittels   eines  j 

Aitkenschen  Staubzählers  ermittelt  wurde.     Es  scheint  daher,  | 

daß  diese  Ionen  nichts   anderes   sind,    als  gewöhnliche  Ionen,  i 

welche  durch  Adsorption  an  Staubpartikelchen  gefesselt  sind; 
namentlich  die  negativen  Ionen  können  hierdurch  in  über- 
wiegender Zahl  „molisierf*  werden,  ebenso  bei  Taubildung 
infolge  von  Kondensation;  hierüber  -hat  Herr  Daunderer 
eingehende  Studien  gemacht,  welche  demnächst  veröffentlicht 
werden  sollen. 

Femer  ist  zu  bemerken,    daß   die   in   der  Umgebung  von  | 

München  außerhalb  der  Stadt  angestellten  Beobachtungen  bei  | 

weitem  nicht  den  hohen  Betrag  an  solchen  trägen  Ionen  er- 
geben, wie  ihn  Langevin  in  seiner  Mitteilung  angibt;  bei 
seinen  Beobachtungen  müssen  daher  wohl  besonders  ungünstige 
Verhältnisse  mitgewirkt  haben. 

Die  neuen  von  Günther  und  Tegetmeyer  (Braunschweig) 
gebauten  Apparate  sind  so  dimensioniert,  daß  alle  Ionen  bis 
herab  zu  einer  Beweglichkeit  von  0,2  cm/sec.  pro  1  Volt/cm 
Gefalle  sicher  abgefangen  werden ;  oberhalb  dieser  Grenze  liegt 
aber  die  Beweglichkeit  aller  jener  elektrischen  Träger,  welche 
man  als  „Gasionen*^  zu  bezeichnen  pflegt.  Unterhalb  dieser 
Grenze  liegen  zunächst  nur  sehr  wenige  (meist  positive  Träger), 
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dann  erst  kommen  die  Langevin-Ionen  mit  Beweglichkeiten 
von  1/1500  bis  herab  zu  1/4500  cm/sec.  pro  1  Volt/cm  Gefälle, 
also  von  einer  ganz  anderen  Gröi^enordnung.  Es  kann  daher 
als  ausgemacht  gelten,  daß  der  lonenaspirator  auch  wirklich 
, Ionen*  zählt. 

Ad  b.  Daß  das  meist  und  an  allen  Orten  unter  normalen 
Verhältnissen  konstatierte  Überwiegen  der  Zahl  der  positiven 
Ionen  eine  reale  Bedeutung  hat,  und  nicht  durch  eine  Beein- 
flussung des  Apparates  durch  das  Erdfeld  vorgetäuscht  wird, 
ist  durch  zahlreiche  Versuche  erwiesen,  bei  denen  besonders 
darauf  geachtet  wurde,  daß  die  Wirkungen  dieses  Feldes  ab- 
geschirmt waren;  auch  wurde  die  genannte  Unipolarität  in 
Kellerräumen  konstatiert,  in  welche  die  Luft  direkt  aus  den 
Erdkapillaren  übertrat,  in  denen  aber  natürlich  von  Störungen 
von  Seiten  des  Erdfeldes  nicht  die  Rede  sein  konnte.  Hierher 
gehören  namentlich  auch  interessante,  seither  noch  nicht  ver- 
öffentlichte Beobachtungen  in  der  Steinbruchshöhle  zu  Krems- 
münster. 

Ad  c.  Infolge  des  Emanationsgehaltes  der  Luft  schlagen 
sich  auf  negativ  geladenen  Körpern  Zerfallsprodukte  des  Radiums 
nieder,  welche  ihrerseits  bei  ihren  fortschreitenden  Verwand- 
lungen wieder  neue  Ionen  erzeugen.  Hierfür  sind  Spannungen 
von  ca.  200  Volt,  wie  sie  im  Aspirationsapparate  verwendet 
werden,  bereits  ausreichend.  Herr  Kurz  hatte  daraufhin  die 
Vermutung  ausgesprochen,  daß  ein  Teil  der  bei  diesen  Appa- 
raten gefundenen  Unipolaritäten  auf  diese  Ursache  zurückzu- 
führen sei.  Hier  ist  aber  noch  folgendes  zu  beachten  (worauf 
unterdessen  zum  Teil  auch  schon  Herr  K.  W.  F.  Kohlrausch 
aufmerksam  gemacht  hat):  Ist  der  Innenzylinder  —  geladen, 
so  ist  die  Innenwand  des  äußeren  Zylinders  +  geladen,  auf  dem 
inneren  Zylinder  setzen  sich  die  Zerfallsprodukte  der  Ema- 
nation ab,  die  nun  von  hier  aus  neue  Ionen  erzeugen,  ent- 
sprechend der  Reichweite  ihrer  a- Strahlen,  da  ja  diesen  der 
Hauptanteil  an  der  Ionisierung  der  umgebenden  Luft  zukommt. 

Bei  Umladung  müssen  sich  aber  diese  Produkte  an  der 
Innenwand  des  äußeren  Zylinders  absetzen;  sie  zerfallen  hier 
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und  senden  dabei  a- Strahlen  von  derselben  Reichweite  wie 
vorher  aus.  Daß  durch  die  Verschiedenheit  der  in  den  beiden 
Fällen  zur  Yei-fügung  stehenden  lonisierungsgebiete  die  Höhe 
der  tatsächlich  beobachteten  Unipolaritäten  bei  weitem  nicht 
erreicht  wird,  lehrt  sowohl  ein  ungefährer  Überschlag  als  auch 
eine  Reihe  direkter,  in  München  von  Herrn  Heis  unter  be- 
sonders günstigen  Umständen  angestellter  Versuche.  Wieweit 
der  von  Herrn  Kurz  angezeigte  Einfluß  in  Wirklichkeit 
reicht,  soll  durch  direkte  Versuche  noch  eingehender  studiert 
werden,  und  zwar  übernimmt  München  diesen  Teil  des  Pro- 
gramms. 

4.  Niederschlagselektrizität.  Herr  Wiechert  be- 
richtet über  die  neueren  Arbeiten  im  Qöttinger  Observatorium, 
welche  es  möglich  gemacht  haben,  die  Niederscblagselektrizität 
mittels  des  Galvanometers  zu  registrieren.  Es  wird  dabei  eine 
Auffangfläche  von  25  Quadratmetern  benutzt.  Die  Einrichtung 
wurde  von  Dr.Hermann  zusammengestellt.  Jetzt  ist  Dr.  Z  o  e  p  - 
pritz  damit  beschäftigt,  sie  anzuwenden  und  auch  noch  weiter 
zu  vervollkommnen. 

Auf  die  regelmäßige  Prüfung  der  Isolationen  und  auf  Ver- 
meidung von  Störungen  durch  verspritzendes  Wasser  (Lenard- 
EflFekt)  und  durch  das  Erdfeld  wurde  besonders  Bedacht  ge- 
nommen. Die  ganze  Apparatur  erfordert  freilich  einen  ziem- 
lichen Aufwand  an  Mitteln  und  Wartung,  so  daß  wohl  nur 
größere  Observatorien  ähnliche  Registrierungen  werden  aus- 
führen können. 

Daher  verweist  Herr  Exner  auf  die  sehr  bequeme  Methode 
der  direkten  Beobachtung  von  Herrn  Mache,  bei  welcher  die 
Niederschläge  auf  einer  isoliert  aufgestellten  Bürste  aufgefangen 
und  mit  dieser  in  das  Zimmer  hereingebracht  werden,  wo  ihre 
Ladung  geprüft  wird.  Diese  Methode  hat  sich  bei  der  Unter- 
suchung von  Herrn  Weiß  trefflich  bewährt  und  wird  augen- 
blicklich von  Herrn  K.  W.  F.  Kohlrausch  auf  einer  Expe- 
dition nach  Portoriko  dazu  benutzt,  die  elektrischen  Eigen- 
schaften der  Tropenregen  zu  studieren. 
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Von  den  erhaltenen  Resultaten  wird  zunächst  nur  die 
eigentümliche  Tatsache  hervorgehoben,  daß  im  Anfange  eines 
Niederschlages  die  Ladung  auch  dem  Vorzeichen  nach  außer- 
ordentlich wechselt.  Die  Fortführung  dieser  Untersuchungen 
empfiehlt  die  Kommission  ganz  besonders  dringlich,  damit 
einmal  klargelegt  wird,  welchen  Einfluß  dieser  augenscheinlich 
sehr  wichtige  Faktor  in  dem  Elektrizitätshaushalte  des  Systems 
Atmosphäre-Erde  eigentlich  besitzt. 

5.  Radioaktivität  der  Atmosphäre  und  des  Erd- 
bodens. Hierbei  handelt  es  sich  einerseits  um  die  aktiven 
Bestandteile  der  Luft,  andererseits  um  diejenigen  der  Boden- 
konstituenten. Was  erstere  betrieb,  so  ist  wohl  kaum  zu  leugnen, 
daß  die  auf  negativ  geladenen  und  frei  exponierten  Drähten 
induzierte  Aktivität  kein  genaues  Maaß  für  die  pro  Kubik- 
meter vorhandene  Emanationsmenge  abgeben  kann,  da  die  Akti- 
vierung des  Drahtes  ebenso  von  der  Menge  der  Induktions- 
träger in  der  Volumeinheit  wie  von  ihrer  Beweglichkeit  ab- 
hängt. Es  werden  die  Methoden  besprochen,  bei  denen  die 
Emanation  in  Flüssigkeiten  absorbiert  und  dann  aus  diesen 
wieder  ausgeschüttelt  wird.  Der  Versuch,  die  Emanation  auf 
gekühlter  Kohle  zu  adsorbieren,  führte  nicht  zum  Ziel,  da  die 
Emanation  nur  zum  Teil  wieder  losgelassen  wird.  Herr  Ebert 
erwähnt,  daß  in  München  die  Versuche  wieder  aufgenommen 
werden  sollen,  die  Emanation  durch  Verflüssigung  zunächst 
einzufangen  und  anzureichern,  und  dann  ihren  Betrag  im 
Laboratorium  quantitativ  zu  bestimmen.  Natürlich  wird  diese 
Methode  nur  in  einzelnen  geeignet  ausgerüsteten  Instituten 
Anwendung  finden  können. 

Herr  Riecke  erwähnt  eine  Untersuchung  von  Herrn 
Oerdien,  deren  Ziel  in  erster  Linie  die  Bestimmung  der  Be- 
weglichkeit war,  welche  die  Träger  der  radioaktiven  Induk- 
tionen in  der  Atmosphäre  besitzen.  Beobachtet  wurde  in 
einem  Bereiche  von  Beweglichkeiten,  das  von  25  cm/sec.  bis 
zu  */4oooo  cm/sec.  pro  Volt/cm  sich  erstreckte;  es  wurde  unter- 
sucht, wie  sich  die  Gesamtzahl  der  Träger  auf  die  einzelnen 
Beweglichkeitsintervalle   verteilt.     Aus   der   spezifischen   Zahl 
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der  Träger  wurde  die*  von  den  Radium-  und  den  Thorinduk- 
tionen in  der  Atmosphäre  entwickelte  lonisierungsstärke  be- 
rechnet. Sie  ergab  sich  als  ein  kleiner  Bruchteil  von  der- 
jenigen, die  zur  Aufrechterhaltung  der  Ionisation  in  der  Atmo- 
sphäre notwendig  ist. 

Bezüglich  der  Prüfung  von  Bodenproben  hat  sich  der 
Apparat  von  Elster  und  Geitel  in  der  neuen  Form  treflflichst 
bewährt.  Die  Kommission  beschließt,  an  die  genannten  beiden 
Herren  das  Ersuchen  zu  richten,  die  Arbeiten  des  Kartells 
nach  dieser  Richtung  hin  zu  unterstützen. 

6.  Ballonbeobachtungen.  Eines  der  wichtigsten  Pro- 
bleme bildet  hier  die  Elimination  der  durch  den  Ballonkörper 
hervorgerufenen  Störungen  des  freien  Feldes.  Die  theoretischen 
Arbeiten  der  Herren  Linke  und  Benndorf  werden  besprochen. 
Herr  Ebert  erwähnt,  daß  die  Frage  mittels  eines  in  ein  künst- 
liches Feld  gebrachten  Ballonmodells,  wie  er  es  früher  schon 
vorgeschlagen  habe,  von  Herrn  K.  Lutz  untersucht  worden 
ist,  worüber  demnächst  in  der  Zeitschrift  für  Physik  der  Atmo- 
sphäre eingehender  berichtet  werden  wird.  Trotzdem  kann  es 
natürlich  nur  begrüßt  werden,  wemi  auch  von  anderer  Seite, 
wie  Herr  Wiechert  hier  im  Namen  von  Dr.  Linke  ankündigt, 
die  Frage  nach  anderen  Methoden  noch  behandelt  wird. 

Für  die  Beobachtungen  im  Ballon  wie  übrigens  auch  auf 
der  See  bedarf  das  Instrumentarium  noch  einer  besonderen 
Aus-  und  Durchbildung.  Die  Kommission  spricht  aus,  wie 
wichtig  es  ist,  daß  Methoden  gefunden  werden,  welche  sichere 
luitelektrische  Messungen  auch  im  Ballon  und  auf  dem  Meere 
auszuführen  gestatten,  da  die  bisherigen  Metboden  der  Ver- 
vollkommnung gerade  nach  dieser  Richtung  hin  noch  bedürfen. 

7.  Beweglichkeit  und  Wiedervereinigung.  Die  Be- 
stimmung dieser  lonenkonstanten  ist  zwar  ebenfalls  als  sehr 
wichtig  zu  bezeichnen,  da  aber  das  entwickelte  Programm  an 
sich  schon  sehr  reichhaltig  ist,  so  möchte  die  Kommission 
nach  dieser  Richtung  hin  dem  Kartell  zunächst  noch  keine 
bestimmten  Vorschläge  unterbreiten,  sondern  überläßt  die  För- 
derung dieser  Fragen  privater  Initiative. 
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Als  das  große  Ziel,  auf  welches  alle  Arbeiten  des  Kartells 
in  letzter  Instanz  gerichtet  sein  müssen,  betrachtet  die  Kom- 
mission nach  wie  vor  die  Ausdehnung  luftelektrischer  Messung 
über  die  ganze  Oberfläche  der  Erde.  Als  Vorarbeit  für  ein 
so  umfassendes  Unternehmen  hält  die  Kommission  die  probe- 
weise Abhaltung  von  einigen  Terminbeobachtungen  in  dem 
Bereiche  des  Kartells  für  durchaus  nötig.  Denn  nur  so  kann 
man  sich  darüber  unterrichten,  wie  solche  Beobachtungen  am 
besten  zu  organisieren,  welches  die  äußeren  Bedingungen  sind, 
unter  denen  sie  Erfolg  versprechen.  Mit  Rücksicht  hierauf 
muß  in  hohem  Maße  bedauert  werden,  daß  sich  im  Königreich 
Sachsen  noch  keine  luftelektrische  Station  befindet;  dieselbe 
vTürde  in  hervorragendem  Maße  geeignet  sein,  als  Zwischen- 
station die  nord-  und  süddeutschen  Stationen  zu  verbinden. 
Die  Kommission  spricht  sich  dahin  aus,  daß  es  für  das  Zu- 
sammenarbeiten der  Deutschen  Luftelektriker  von  der  größten 
Bedeutung  wäre,  wenn  in  Sachsen  eine  Station  errichtet  würde. 
Herr  Hallwachs  erklärt  sich  bereit,  die  Wünsche  der  Kom- 
mission  der   K.   Sächsischen   Staatsregierung   zu   unterbreiten. 

Die  nächste  Tagung  der  Kommission  soll  im  Anschlüsse 
an  das  nächstjährige  Zusammentreten  des  Kartellverbandes, 
also  der  Reihenfolge  der  Vororte  entsprechend,  voraussichtlich 
in  Berlin  stattfinden. 

Nach  kurzer  nochmaliger  Zusammenfassung  der  Haupt- 
punkte der  stattgehabten  Besprechungen  schließt  Herr  Ri ecke 
die  Sitzung.  — 

Am  Nachmittage  wurde  ein  Rundgang  durch  das  Physi- 
kalische Institut  der  Technischen  Hochschule  vorgenommen, 
wobei  die  luftelektrischen  Apparate  und  Einrichtungen  daselbst 
besichtigt  wurden  und  sich  noch  Gelegenheit  gab,  eine  Reihe 
von  Einzelfragen  zu  erörtern. 

Gezeichnet: 
Riecke,  als  Vorsitzender.       Ebert,  als  Protokollführer. 
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öflfentliche  Sitzung 

zu  Ehren  Seiner  Königlichen  Hoheit  des 
Prinz-Regenten 

am   14.   Dezember   1907. 


Der  Präsident  der  Akademie,  Herr  K.  Th.  v.  Hei  gel, 
eröffnete  die  Festsitzung  mit  einer  Rede: 

Die  Anfänge  des  Weltbundes  der  Akademien, 
welche  besonders  im  Druck  erschienen  ist. 

Hierauf  verkündigte  der  Klassensekretär,  Herr  C.  v.  Voit, 
die  Wahlen  der  mathematisch-physikalischen  Klasse.  Es  wurden 
gewählt  und  von  Seiner  Königlichen  Hoheit  dem  Prinz- 
Regenten  bestätigt: 

zu  korrespondierenden  Mitgliedern: 

1.  Dr.  Theodor  Curtius,  Qroßh.  Bad.  Geheimrat,  Professor 
der  Chemie  an  der  Universität  Heidelberg; 

2.  Karl  örove  Gilbert,  Mitglied  der  ü.  S.  geological  Survey 
in  Washington; 

8.  Joseph  John  Thomson,  Professor  der  Experimental- 
physik am  Trinity-College  in  Cambridge  (England); 

4.  Dr.  Wilhelm  Wien,  K.  Geheimer  Hofrat,  Professor  der 
Physik  an  der  Universität  Wtirzburg. 
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Namen-Register. 


Bauer  Gustav  (Nekrolog)  249. 

V.  Bezold  Wilhelm  (Nekrolog)  249.  269. 

Burmester  Ludwig  16.  17. 

Boltzmann  Ludwig  (Nekrolog)  249.  263. 

CurtiuB  Theodor  (Wahl)  520. 

Ebert  Hermann  88.  506. 
Edelmann  Max  Thomas  38.  35. 

Gilbert  Karl  Georg  (Wahl)  520. 

Goebel  Karl  115.  119. 

Günther  Siegmund  116.  139.  277. 

V.  Heigel  Theodor  233.  520. 
Hertwig  Richard  173.  176.  286. 
Hofmann  Karl  Andreas  282. 

Joff^  A.  277.  279. 

Koenigs  Wilhelm  287.  257. 
Koch  Peter  Paul  175. 

Landsbeig  Georg  2.  B. 

▼.  Linde  Karl  15. 

Lindemann,  Ferdinand  173.  177.  284. 

Lutz  C.  W.  38.  61. 

Messerschmitt  J.  B.  881. 
Moissan  Henri  (Nekrolog)  271. 
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Parrot  Karl  175. 
Perron  Oskar  285.  401.  488. 
Perwanger  15. 
Pringsheim  Alfred  2.  285. 

Röntgen  Eonrad  118.  116.  175.  277.  278. 

Thalreiter  Franz  173.  211. 
Thomson  Joseph  John  (Wahl)  520. 

Toit  Erwin  16. 
Voß  Aurel  34.  77. 

Wassilieff  Dr.  285. 

Wien  Wilhelm  (Wahl)  520. 
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Sach-Register. 


Anfangsgeschwindigkeit   und    Menge   der   pbotoelektrischen   Elektronen 

277.  279. 
Aposporie,  künstliche  bei  Famen  119. 
Aspirations-Hjgrometer  33.  35. 

Blattbildung  amphibischer  Pflanzen  116. 

Cyanide,  Struktur  der  282. 

Oünenbildung,  Naturmodell  der  116.  139. 

Eiweißresorption,  über  den  zeitlichen  Ablauf  der  16. 
Elektronen,  über  die  Bewegung  der  1.  116.  155.  173. 
Elektronentheorie,  zur  177.  281.  284.  353. 
Elliptische  Modulfunkfcionen,  zur  Theorie  der  2.  3. 
Experimentell-morphologische  Untersuchungen  115. 

Fermatfiches  Theorem,  Über  das  sogenannte  letzte  284.  287. 
Flächen  eines  dreifach  unendlichen  Systems,  welche  mit  einer  gegebenen 
algebraischen  Raumkurve  eine  Berührung  3.  Ordnung  eingehen  173. 

Japanische  Aktinien  285. 

Kinetographische  Verwandtschaft  ebener  Systeme  16.  17. 
Kettenbruchentwicklung  des  Quotienfcen  zweier  Besselscher  Funktionen 

285. 
Konforme  Transformation  und  Krümmung  34.  77. 
Konvergenz   der   Jacobi -Kettenalgorithmen   mit   komplexen   Elementen 

285.  401. 
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Leitung  der  Elektrizität  in  Kalkspat  und  Einfluß  der  X-Strahlen  darauf  113. 
Luftelektrische  Kommission.   Protokoll  über  die  Sitzung  zu  München  am 
26.  Oktober  1907   505. 

Magnetische  Ortsbestimmungen  in  Bayern  881. 

Ornithologie :  Beiträge  zur  Ornithologie  Sumatras  und  der  Insel  Bangka  175. 

Portugiesischer  Portulanatlas  des  Entdeckungszeitalters  277. 

Saitenelektronen  33.  61. 

Sexualitätsproblem,  Untersuchungen  über  das  173. 

Spezifische  Wärme:  Ober  die  Abhängigkeit  des  Verhältnisses  der  spezi- 

fischen  Wärme  tt^  —  Ic  in  trockener  kohlensäurefreier  atmosphSr 

rischer  Luft  von  Druck  und  Temperatur  175. 

Wärmedurchgang  von  einem  wärmeren  zu  einem  kälteren  Wasserstrome 

durch  eine  Metallwand  15. 
Wurzelregeneration  137. 
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Verzeichnis  der  im  Jahre  1907  eingelaufenen  Druclcschriften. 


Di«  vorebrlieh«!!  GeBellsohaften  und  Institat«,  mit  welchen  unsere  Akademie  in 
Taaschverkehr  steht,  werden  gebeten,  nachstehendes  Verzeichnis  sogleich  als  Empfangs- 
beat&tignng  an  betrachten. 

Das  Format  ist,  wenn  nicht  anders  angegeben,  80. 


Von  folgenden  QeBellsohaften  and  Instituten: 

Geschichtsverein  in  Aachen: 
Zeitschrift.   Bd.  28.    1906. 

Historische  Gesellschaft  des  Kantons  Aargau  in  Aar  au: 
Argovia.    Bd.  31.    1905;  Bd.  32.    1907. 
Taschenbuch  für  das  Jahr  1906. 

SociSte  d'^mulation  in  Ahbeville: 
Bulletin  trimestriel  1906,  No.  3  et  4;  1907,  No.  1  et  2. 

üniversity  of  Aberdeen: 
Studies.    No.  14-21;  No.  24.    1905—06.    40. 
Handbook  to  City  and  üniversity  of  Aberdeen.    1906. 

Royal  Society  of  South- Australia  in  Adelaide: 

Transactions  and  Proceedinga.    Vol.  XXX.    1906. 

Index  to  the  Transactions.    Vol.  1—24.    1877—1900.    1907. 

Südslavische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Agram: 
Ljetopis.   21  Svezak.    1907. 
Rad.    Bd.  105—169.    1906-07. 
Zbornik.    Bd.  XI,  2;  XII,  1.    1906-07. 
Codex  diplomaticus.   Vol.  IV.    1906. 
Rjecnik  Svezak  26.    1907.    4» 

K.  KrocUrslavonrdalmatinisches  Landesarchiv  in  Agram: 
Vjestnik.   Bd.  IX,  Heft  1-4.    1907.    4». 

Kroatische  Archäologische  Gesellschaft  in  Agram: 
Vjestnik.   N.  Serie,  Bd.  IX.    1906/07.   4«. 
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2*  Vergeichnia  der  eingelaufenen  Druckschriften, 

FaciUti  de  droit  et  des  lettres  in  Aix: 
Annales.   Tome  II,  No.  2.   Paris  1907. 

Obsei'vatory  in  Allegheny: 
Miscellaneous  scientific  papers.   N.  S.    No.  18—20.    1907. 

NetD  York  State  Education  Department  in  Albany: 
New  York  State  Library.    87*^  annual  Report  1904,  2  vols.    1906. 
New  York  State  Museum.    Bulletin  85.    1905. 
1*^  annual  Report  of  the  Education  Department  und  Supplemental  volume. 

2nd  annual  Report.    1905—06. 
New  York  State  Library.   Bulletin  No.  98,  99.    1905. 

Naturforschende  Gesellschaft  des  Osterlandes  in  Altenburg: 
Mitteilungen  aus  dem  Osterlande.    N.  F.,  Bd.  XL    1907. 

Sociite  des  Antiquaires  de  Picardie  in  Amiens: 
Album  archäologique.    Fase.  1—4;  6—11,  1886-96;  Fase.  15,  1906.    fol. 
Bulletin.    Annee  1906,  trimestre  1 — 4;  1907  trimestre  1. 
La  Picardie  historique  et  monumentale.    Tome  III,  No.  3.    1906.   fol. 

K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Amsterdam: 
Verhandelingen.    Afd.  Natuurkunde,  I.  Sectie,  Deel  IX,  No.  4;  IL  Sectie, 

Deel  Xlll,  No.  1-8.    iy06— 07   4P, 
Verhandelingen.  Afd.  Letterkunde,  N.Reeks,  Deel  VII  et  VIII,  3.   1907.  4^. 
Zittingsverslagen.   Afd.  Natuurkunde,  Deel  XV,  1,  2.    1907.   gr.  S^. 
Verslagen  en  Mededeelingen.  Afd.  Letterkunde,  4«  Reeks.  Deel  VIII.  1907. 
Jaarboek  voor  1906.    1907. 
Rufius  Crispinus  poema.    1907. 

Eedaction  der  Nederlandsch  Tijdschrift  voor  Geneeskunde  in  Amsterdam: 
Opuscula  selecta  Neerlandicorum  de  arte  medica.   Fase.  1.    1907. 

Historischer  Verein  in  Afisbach: 
54.  Jahresbericht.    1907. 
Die  Handschrifteu  des  Histor.  Vereins  für  Mittelfranken  I.    1907. 

Stadt  Antwerpen: 
Paedologisch  Jaarboek.   Jahrg.  VI,  afl.  2.    1907. 

Naturwissenschaftlicher  Verein  in  Aschaffenburg: 
Mitteilungen  VI.    1907. 

Bedaktion  der  Zeitschrift  „Athena"  in  Athen: 
Athena.   Tome  18,  Heft  2—4,  tome  19  Heft  1,  2     1906-07. 

Ecole  Frangaise  in  Athen: 
Bulletin  de  Correspondance  hellönique.    30.  annde,  No.  9— 12;  31.  annee. 
No.  1—7.    Paris  1907. 

Universität  in  Athen: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1905—06. 
Aoyodoaiai.    1903—04  et  1904—05.    1907. 

Historischer  Verein  für  Schwaben  und  Neuburg  in  Augsburg: 
Zeitschrift.   Jahrg.  33.    1907. 


Vereeichnia  der  eingelaufenen  Druckschriften,  3* 

Naturwissenackafüicher  Verein  in  Augsburg: 
37.  Bericht.    1906. 

„Pollichia^'  in  Bad  Dürkheim: 
Mitteilungen.    63.  Jahrg.,  Nr.  22,  1906.    1907. 
Grundlagen  einer  Stabilitätstheorie  v.  H.  Zwick.    1907.    4P. 
Der  Arsengehalt  der  »Maxquelle*  v.  E.  Ehler.   Heidelberg  1907. 

Peabody  Institute  in  Baltimore: 

40.  annual  Report  1907. 

Johns  Hopkins  üniversity  in  Baltimore: 

Circulars.    1906,  No.  4,  5,  7-10;  1907,  No.  1—8. 

American  Journal  of  Mathematics.  Vol.  28,  No.  2—4, 1906 ;  vol.  29,  No.  1—4, 

1907.    40. 
The  American  Journal  of  Philology.    Vol.  27,  No.  1-4,    1906;  vol.  28, 

No.  1-3,  1907. 
American  Chemical  Journal.   Vol.  35,  No.  5,  6;  vol.  36,  No.  1—6;  vol.  37, 

No.  1—6;  vol.  38,  No.  1—5;  General  Index  zu  vol.  11-20.    1906—07. 
Johns  Hopkins  üniversity  Studies.    Series  XXIV,  No.  3—12;  Series  XXV, 

No.  1-7.    1906-07. 
Bulletin  of  the  Johns  Hopkins  Hospital.  Vol.  XYIU,  No.  190  -197, 199,  200. 

1907.    40. 
The  Johns  Hopkins  Hospital  Reporte.   Vol.  XIII,  XIV.    1906.   4«. 

Maryland  Geological  Survey  in  Baltimore: 
Pliocene  and  Pleistocene.    1906. 

Historischer  Verein  in  Bamberg: 
65.  Jahresbericht.    1907. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Basel: 
Verhandlungen.   Bd.  XIX,  Heft  1,  2.    1907. 

Historiadi-antiquarische  Gesellschaft  in  Basel: 
Basler  Zeitechrift  für  Geschichte  und  Altertumskunde.    Bd.  VI,  Heft  2; 
Bd.  VII,  Heft  1.    1907. 

Societe  des  sciences  in  Bastia: 
Bulletin.    Annee   25,    trimestre  1  et  2,    1904;    trimestre  3  et  4,    1905; 
trimestre  1,   1906. 

Bataviaasch  Genootschap  van  Künsten  en  Wetenschappen  in  Batavia: 
Tijdschrift.   Deel  49,  afl.  1-6;  Deel  50,  afl.  1,  2.    1906-07. 
Verhandelingen.   Deel  56,  stuk  5    1907.   4^. 
Notulen.    Deel  44,  afl.  2—4;  Deel  45,  afl.  1-3.    1906-07. 
De  Compagnie's  Kamer  van  het  Museum.    1907.    4®. 
Üagh-Register  gehouden  int  Casteel  Batavia.    Anno  1678.    1907.    4". 
Rapporten  van  de  Commissie  in  Nederlandsch-Indie  voor  oudheid kundig 
onderzoek  1905-06.    1907.    4». 

Departement  van  Landbouw  in  Nederlandsch-Indie  zu  Batavia: 
laarboek  1906. 

iJ.  Obseroatory  in  Batavia: 
Observations.   Vol.  28.    Appendix  I— III.    1907.    fol. 
Regenwaarnemingen  in  Nederlandsch-Indie.   27.  Jahrg.  1905.    1906.   4^. 
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K,  Natuurkundige  Vereeniging  in  Nederlandsch-Indie  zu  BcUavia: 

Natuurkundig  Tijdachrift.    Deel  66.    Weltevreden  1907. 

Museum  in  Bergen  (Norwegen): 

G.  0.  Sars,  An  Account  of  the  Crustacea  of  Norway.    Vol.  V,  parts  15—20. 

1906-07.   40. 
Aarbog.    1906,  Heft  3;  1907,  Heft  1.  2. 
Aarsberetning  for  1906.    1907. 

üniversity  of  California  in  Berkeley: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906-07  in  Af^  u.  8®. 

Lick  Ohservatory  in  Berkeley: 
Publications  of  the  Lick  Observatorj.   Vol.  IX,  parts  1-3.    1907.    4. 

K,  Preufi.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin: 
Corpus  inscriptionum  latinarum.  Vol.  18,  partis  secundae  fa8C.2.   1906.  fol. 
Acta  Borussica.    Die  Behördenorganisation,    Bd.  IV,    1.  Hälfte  1723—25, 

2.  Hälfte  1726-29,  1908;  Bd.  IX,  1750-53.1907. 
Abhandlungen  aus  dem  Jahre  1906.    4®. 
Sitzungsberichte.    1906,  Nr.  39-53;  1907,  Nr.  1-38.   gr.  8<>. 

K.  Preuß,  Geologische  Landesanstalt  in  Berlin: 

Abhandlungen.   N.  F.,  Heft  46,  50.  1906.   4«. 

Abbildungen    und   Beschreibungen  fossiler   Pflanzenreste.    Lief.  4  u.  5. 

1906-07.    40. 

Jahrbuch  für  das  Jahr  1903.    1907.  4». 

Fhysikal. -Technische  Reuhsanstält  in  Berlin: 
Die  Tätigkeit  der  Physikal.-Techn.  Reichsanstalt  im  Jahre  1906.    1907.  4®. 

K,  Bibliothek  in  Berlin: 
Jahresbericht  für  1905/06  u.  1906/07. 

Zentraihureau  der  internationalen  IHrdmessung  in  Berlin: 
Veröffentlichungen.   N.  F.,  Nr.  14.    1907.   4«. 

Deutsche  Chemische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Berichte.   39.  Jahrg.,  Nr.  16,  18,  1906;  40.  Jahrg.,  Nr.  1—18.    1907. 

Deutsche  Geologische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Zeitschrift.   Bd.  58,  Heft  2—4;  Bd.  59,  Heft  1—3.    1906-07. 
Monatsberichte  1907  Nr.  1—9. 

Medizinische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Verhandlungen.   Bd.  37.    1907. 

Deutsche  Physikalische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1906.    3  Bde.    Braunschweig  1907. 
Verhandlungen.    Jahrg.  H,  1906,  Nr.  24;  Jahrg.  9,  1907,  Nr.  1-24.    Braun- 
schweig 1906-07. 

Physiologisclie  Gesellschaft  in  Berlin: 
Zentralblatt  für  Physiologie.    Bd.  20  (1906j,  Nr.  20-26  u.  Register;  Bd.  21 

(1907),  Nr.  1-20. 
Verhandlungen.    Jahrg.  1906-07.  Nr.  1-7. 
Bibliographia  physiologica.  3.  Serie,  Bd.  2,  Nr.  3,  4;  Bd.  3,  Nr.  1.  1906-07. 
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K.  Technische  Hochschule  in  Berlin: 
Grantz,  Kulturelle  Bedeutuog  der  Wasserwirtschaft.   Rede.    1907.   4^. 

Kaiserlich  Deutsdies  Archäologisches  InstitiU  in  Berlin: 
Jahrbuch.    Bd.  21,  Heft  4;  Bd.  22,  Heft  1-2.    1907.    4^. 
Bericht  über  die   Fortschritte  der  römisch-germanischen  Forschung  im 

Jahre  1905.    Frankfurt  a.  M,,  1906. 
Veröffentlichungen.   N.  F.   Nr.  30-33.    1907.   4». 

K.  Preuß.  Meteorologisches  Institut  in  Berlin: 
Deutsches  meteorologisches  Jahrbuch  für  1906,  Heft  1,  2  und  1906,  Heft  1  : 

Preußen  und  benachbarte  Staaten.    1907.   4^. 
Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen  in  Potsdam  im  Jahre  1903. 

1907.    40. 
Ergebnisse  der  magnet.  Beobachtungen  in  Potsdam  im  Jahre  1902.  1907.  4®. 
Ergebnisse  der   Niederschlagsbeobachtungen   im   Jahre  1903   und   1904. 

1906-07.    40. 
Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  den  Stationen  II.  und  III.  Ordnung  im 

Jahre  1901.    1906.    49. 
Ergebnisse  der  Gewitterbeobachtungen  1901  und  1902.    Berlin  1907.   4P, 
Bericht  über  das  Jahr  1906.    1907. 

Redaktion  des  „Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik"  in  Berlin: 
Jahrbuch.   Bd.  35,  Heft  3;  Bd.  36,  Heft  1  u.  2.    1907. 

Verein  zur  Beförderung  des  Gartenbaues  in  den  preuß.  Staaten 
in  Berlin: 
Verzeichnis  der  Mitglieder  1907. 
Gartenflora.   Jahrg.  1907,  Heft  1—24. 

Verein  für  Geschichte  der  Mark  Brandenburg  in  Berlin: 
Forschungen  zur  Brandenburgischen  und  Preußischen  Geschichte.   Bd.  XX, 
1.  und  2.  Hälfte.   Leipzig  1907. 

Verein  Deutscher  Ingenieure  in  Berlin: 
Hubert  Jansen,   Rechtschreibung  der  naturwissenschaftlichen   und  tech- 
nischen Fremdwörter.    1907. 

Zeitschrift  für  Instrumentenkunde  in  Berlin: 
Zeitschrift.    27.  Jahrg.,  Nr.  1—12.    1907.    4«. 

Allgemeine  Elektruiitätsgesellschaft  in  Berlin: 
Jahresbericht  Juli  1906  bis  Juni  1907.    1907.    4^. 

Schweizerische  Naturforschende  Gesellsclhaft  in  Bern: 
Verhandlungen  der  89.  Jahresversammlung  in  Set.  Gallen.    Aarau  1907. 
Compte  rendu  des  travaux  1904—06.    Genöve  1904—06. 

Allgemeine  Geschichtforschende  Gesellschaft  der  Schweiz  in  Bern: 
Quellen  zur  Schweizer  Geschichte.    Bd.  XXV.    Basel  1906. 
Jahrbuch  der  Schweizerischen  Geschichte.    Bd.  XXXII.    Zürich  1907. 

Allgem,  Schweiz.  Gesellschaft  für  die  gesamten  Naturwissenschaften 

in  Bern: 
Neue  Denkschriften.    Bd.  40.    Basel  1906.    4^. 
Nuesch  Jak.,  Das  Schweizerbild,  2.  Aufl.    Zürich  1902.   4^. 
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Historischer  Verein  in  Bern: 
Archiv.    Bd.  18,  Heft  2.    1906. 

Schweizerische  Geodätische  Kommission  in  Bern: 
Astronomisch-geodätische  Arbeiten  in  der  Schweiz.  Bd.  X.  Zürich  1907.  4**. 

Societi  d' Emulation  du  Doubs  in  Besangon: 
Memoires.   VI!«  Serie,  Tom.  9  u.  10,   1905,   und  Table  g^n^rale  1841— 
1905.    1906-07. 

R,  Accademia  delle  Scienee  delV  IstütUo  di  Bologna: 
Memorie.    Serie  VI,  tomo  3.    1906.   4<>. 
Rendiconto.   N.  Serie,  vol.  10  (1905-06).    1906. 

JB.  Deputazione  di  storia  pcUria  per  le  Provincie  di  Bamagna 

in  Bologna: 

Atti  e  Memorie.    Serie  III,  vol.  24,  fasc.  4—6;  vol.  25,  fasc.  1—3.    1906—07. 

Oeservalorio  a^tronomico  e  metearologieo  in  Bologna: 
Osservazioni  meteorologiche  deir  annata  1905.    1906.   4^. 
Michele  Rajna,  Esame  di  una  livella  difettosa.    1906.   4^. 

Universität  in  Bonn: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4<>  u.  8®. 

Verein  von  Altertumsfreunden  im  BheinLande  in  Bonn: 
Bonner  Jahrbücher.    Heft  114,  115;  116,  1,  2.    1906-07.    4<>. 

Naturhistorischer  Verein  der  preußischen  Bheinlande  in  Bonn: 
Verhandlungen.   62.  Jahrg.  1906,  2.  Hälfte.    1906. 
Sitzungsberichte  1906,  2.  Hälfte.    1907. 

SociSte  des  sciences  physiques  et  naturelles  in  Bordeaux: 
Proces-verbaux.   Annee  1905—06.   Paris  1906. 
Observations  meteorologiques  1905—06.    1906. 
Cinquantenaire  de  la  Societö.    Paris  1906. 

SocUti  de  giographie  commerciäle  in  Bordeaux: 
Bulletin.    1907,  No.  1—12. 

Societi  LinnSenne  in  Bordeaux: 
Actes.    Vol.  60  u.  61.    1905—06. 

American  Academy  of  Arts  and  Sciences  in  Boston: 
Proceedings.   Vol.  42,  No.  14—29;  vol.  43,  No.  1-7-    1906—07. 
Memoirs.    Vol.  XIII,  No.  4  u.  5.    Cambridge  1906-07.   4^. 

American  Phitological  Association  in  Boston: 
Transactions.    Vol.  36.    1905. 

Massachusetts  General  Hospital  in  Boston: 
Publications.   Vol.  1,  No.  3.    1906. 

Stadtarchiv  und  StadtbibliotheJc  in  Braunschtoeig : 
Urkundenbuch  der  Stadt  Braunschweig.    Bd.  IV,  Abt.  1.    1907.    4«^. 
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Meteorolögigehes  Observatorium  in  Bremen: 
Meteorologisches  Jahrbuch.    XXVIl.  Jahrg.  1906.    1907.   40 

Naturwissensehaftlieher  Verein  in  Bremen: 
Abhandlungen.   Bd.  XIX,  Heft  1.    1907. 

SMesische  Gesellschaft  für  vaterländische  Kultur  in  Breslau: 
84.  Jahresbericht  im  Jahre  1906  und  Ergänzungsheft  1907. 
Institute  of  Ärts  and  Sciences  in  Brooklyn: 
Science  Bulletin.   Vol.  I,  No.  4  u.  10.    1907.   40. 

Deutscher  Verein  für  die  Geschichte  Mährens  und  Schlesiens  in  Brunn: 
Zeitschrift.    11.  Jahrg.,  Heft  1—4.    1907. 

Naturforschender  Verein  in  Brunn: 
Verhandlungen  der  meteorologischen  Kommission  im  Jahre  1904.    1906. 
Verhandlungen.   Bd.  41,  1905.    19 J6. 

Mährisches  Landesmuseum  in  Brunn: 
Casopis.    Bd.  VII,  1,  2.    1907. 
Zeitschrift.   Bd.  VII,  1,  2.    1907. 

Acadimie  Boy  die  de  midecine  in  Brüssel: 
Mömoires  couronn^s.    Collection  in  8®,  tom.  19,  fasc.  2—7.    1906—07. 
Bulletin.   IV^  Serie,  tom.  20,  No.  9-11,  1906;  tom.  21,  No.  1-9,  1907. 

Acadimie  Boyale  des  scienees  in  Bi-üssel: 
Annnaire  1907.    Ann^e  73. 
Bulletin,   a)  Classe  des  lettres  1906,  No.  9-12;  1907,  No.  1—10. 

b)  Classe  des  scienees  1906,  No.  9— 12;  1907,  No.  1—10. 
Memoires.    Classe  des  scienees.   Collection  in  8®,  II®  S^rie,  tom.  I,  fasc.  4 — 8 ; 

tom.  II,  fasc.  1,  2.    1906-07. 
Memoires.   Classe  des  lettres.    Collection  in  4^,  tom.  I,  fasc.  2.    1906. 
Memoires.  Classe  des  scienees.  Collection  in  4®.  II«  Sörie,  tom.  1 ,  fasc.  3,  4. 

1906—07. 
Memoires.   Classe  des  lettres.    Collection  in  8^    II®  S^rie,  tom.  3,  fasc.  1. 
Biographie  nationale.   Tom.  XIX,  fasc.  1.    1906. 
Lodewijk  van  Velthenes,  Vöortzetting  van  den  Spiegel  Historiael  (1248 

—1316).    Deel  I.    1906.   4». 

Observatoire  Boy  die  in  Brüssel: 
Les  Observations  astronomiques  et  les  astronomes  1907. 
Annales.   N.  Serie.    Physique  du  globe,    Tome  III,  fasc.  2.    1906.   4®. 
Annales  Astronomiques.    Tom.  IX,  fasc.  2,  3.    1906.    4®. 

M^t^orologiques.    Tom.  V— XI,  XIII,  XIV.    1901-05.    4». 
Observations  m^teorologiques.    1900—02.    4®. 
Annuaire  astronomique  pour  1907. 

1901—06. 
Bulletin  climatologique.    1899,  part  1,  2. 

SociSti  Beige  d'astronomie  in  Brüssel: 
Bulletin.    1907,  No.  6. 

SociStS  des  Bollaridistes  in  Brüssel: 
Analecta  Bollandiana.    Tom.  26,  fasc.  1—4.    1907. 
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Societi  entomologique  de  Belgique  in  Brüssel: 
Annales.   Tom.  50.    1906. 

SociSU  Beige  de  giologie  in  Brüssel: 
Bulletin.    Tom.  20,  fasc.  3—5;  tom.  21,  fasc.  1,  2. 
Tables  genetales  des  tomes  1  ä  XX.    1907. 
Proces  verbaux  du  Jan  vier— Juillet  1907. 

Folar-Institut  in  Brüssel: 
Congres  international  pour  Tetude  des  regions  polaires,  tenu  ä  Bruxelles 
1906,  rapport  d'enaemble.    1906. 

K.  Ungarische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Budapest: 
Die  im  Jahre  1906  erschienenen  Schriften  der  Akademie  in  4®  und  8^. 

K.  Ungarische  Geologische  Anstalt  in  Budapest: 
Mitteilungen.   Bd.  XV,  Heft  3  u.  4;  Bd.  XVI,  Heft  1.    1906-07.   4®. 
Földtani  Közlöny.    Bd.  36,  Heft  6— 12;  Bd.  37,  Heft  1-8.    1906-07.   4<> 

und  3  Blätter  der  geologischen  Karte  von  Ungarn. 
Jahresbericht  für  1905.    1907. 
A   Magyar  Kir.  földtani  intezet  ^vkönyve.    Bd.  XV,  2—4;  Bd.  XVI,  1. 

1906-07.    4«. 
fivkönyve.   Bd.  XV,  2.    1906. 
A .  V.  Kalecsinszky,  Die  untersuchten  Tone  der  Länder  der  ungar.  Krone.  1906. 

Magistrat  der  Stadt  Budapest: 
Budapest  Regisegei.   Bd.  IX.    1906.    49. 

Museo  nacional  in  Buenos  Aires: 
Annales.   Serie  III,  tom.  6,  8.    1906. 

Secdön  hidromedrica  in  Buenos  Aires: 
Gunnar  Lange,  The  River  Pilcomayo  mit  Karten  in  fol.    1906. 

Deutseher  wissenschaftlicher  Verein  in  Buenos  Aires: 
K.  Th.  Stöpel,  Eine  Reise  in  das  Innere  der  Insel  Formosa.    1903. 

Society  of  natural  history  in  Buffalo: 
Bulletin.    Vol.  VIII,  No.  4—6.    1906-07. 

Departement  de  Vagricülture  in  Buitemorg  (Java): 
Bulletin.    No.  4-9.    1906-07.   4«. 
Observations  metdorologiques.    Annee  1906.    1907.   fol. 

Academia  Bomana  in  Bukarest: 
Analele.    4  Bände  in  4^  und  8  weitere  Hefte  in  4°  und  8^.    1906. 
Cresterile  Colectiunilor  in  anul  1905  u.  1906.    1907,  Jan.— April.    1907.  4P. 

Eumäniaches  Meteorologisches  Institut  in  Bukarest: 
Analele.    Tom.  18.    1907.   4^ 

Service  de  la  Statistique  ginirale  des  finances  in  Bukarest: 
Bericht  an  den  Herrn  Finanzminister  über  die  Steuereinschätzung  vom 
Jahre  1905.    1906.    4^ 
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SociiU  Linnienne  de  Normandie  in  Öaen: 
Bulletin.    5«  Särie,  vol.  9.    1906. 
M^moires.   Vol.  22.    1907.   4». 

Institut  igyptien  in  Cairo: 
Memoires.   Tome  V,  fasc.  1.    1906.   40. 
Bulletin.    IV«  Serie,  No.  6,  7,  1906-07;  V^  Serie,  tom.  1,  fasc.  1.    1907. 

Meteorölogieal  Department  of  the  Government  of  India  in  Cälcutta: 
Memoirs.    Vol.  XVIII,  part  1  and  3.    1907.    4. 
Monthly  Weather  Review.   May— December  1906.    1906.   fol. 
India  Weather  Review  and  Annual  Summary  1905.   fol. 
Report  on  the  Administration  in  1906—07.    1907.   fol. 

Boyal  Asiatic  Society  of  Bengcd  in  Ccdcutta: 

The  Adventures  of  Haji  Baba  of  Ispahan  translated  into  Persian.    1905. 
Bibliotheca  Indiea.    New  Series,   No.  1139,    1142,   1145—47,   1150,    1153, 

1165-60,   1162,  1169.  1170. 
Memoirs.   Vol.  I,  No.  10—19  and  Vol.  I,  Suppl.  pp.  I— V,  IX— XI,  1906; 

Vol.  II,  No.  1—4.    1907.   40. 
Journal  and  Proceedings.   Vol.  II. 

Office  of  Superintendent  of  Government  Printing  in  Ccdcutta: 
Anthropometric  Data  from  Bombay  and  Burma.    1906. 

Gcological  Survey  of  India  in  Caicutta  : 
Records.    Vol.  30,  part  2;  vol.  34,  part  4;   vol.  85  part  1,  3,  4;  vol.  36 

part.  1.    1906-07.   4». 
Paläontologica    Indica.     Serie    XV,    vol.  V;    Memoir    No.  2.     1907.    fol. 
N.  S.   Vol.  II,  No.  3.    1906.   fol. 

Board  of  scientific  advice  for  India  in  Cälcutta: 
Annual  Report  for  the  year  1905-06.    1907.   4^ 

Museum  of  comparative  Zoology  at  Harvard  College  in  Cambridge,  Mass. ; 
Bulletin.    Vol.  43,    No.  5;    vol.  48,    No.  4;    vol.  50,    No.  6-9;    vol.  51, 

Nr.  1-6.     1906-07. 
Memoirs.    Vol.  34,  No.  1;  vol.  35  Nr.  1.    1907.    4«. 
Annual  Report  1905—06.    1906. 

Astronomical  Observatory  of  Harvard  College  in  Cambridge,  Mass.: 
61.  annual  Report  for  1905-06.    1906. 
Annais.    Vol.  47,  part  1:  vol.  50,  part.  1;   vol.  52,  part  1;  vol.  57,  part  1; 

vol.  60,  No.  2-5;  vol.  62,  part  1.    1907.    4». 
Circular.    No.  119—130.    1906    07.    4P. 

Harvard  Unioersity  in  Cambridge,  Mass.: 
Harvard  Oriental  Series.    Vol.  X.    1906.    4^. 

Observatory  in  Cambridge: 
Annual  Report  for  1906-07.    1907.   4P. 

Philosophical  Society  in  Cambridge: 
Proceedings.   Vol.  14,  part  1—3.    1907. 
Transactions.   Vol.  XX,  No.  11— 14.    1907.    4«. 
List  of  Fellows.   August  1907. 


10'*'  Verzeichnis  der  eingelaufenen  Druckechriften. 

Geologieäl  Commiseion  of  the  Colony  of  the  Cape  of  Oood  Hope 
in  Capetown: 
Annual  Report  for  1906.    1907.    4^ 

Geologieäl  Survey  of  the  Cape  Colony  in  Capetown: 
Geologieäl  Map.   Sheet  2,  4,  45.    1906. 

South  African  Museum  in  Capetown: 
Annais.   Part  VII.    1906. 

Äcccuiemia  CHoenia  di  seienze  naturaii  in  Catania: 
Atti.   Serie  IV,  vol.  19.    1906.    4«. 
Bollettino  mensile.   Nuova  Serie,  fasc.  92—94.   1907. 

Societä  di  storia  patria  per  la  Sicilia  Orientale  in  Catania: 
Arcliivio  atorico.   Anno  IV,  fasc.  1—3.    1907. 

SociSte  des  seiences  naturelles  in  Cherbourg: 
Memoires.   Tom.  36.   Paris  1905-06. 

Academy  of  Sciences  in  Chicago: 
Bulletin.    No.  IV,  2;  No.  VI.    1907. 

John  Crerar  Library  in  Chicago: 
12th  annual  Report  for  1906.    1907. 

Field  Colunibian  Museum  in  Chicago: 
Publications.   No.  115,  117—120.    1907. 

Videnskabsselskabet  in  Christiania: 
Forhandlinger.   Aar  1906.    1907. 
Skrifter.    1906, 1.  math.-naturwiss.  Klasse;  II.  histor.-filos.  Klasse.  1906.  4<>. 

Historisch-antiquarische  Gesellschaft  für  Graubünden  in  Chur: 
36.  Jahresbericht,   Jahi^.  1906.    1907. 

Lloyd  lÄbrary  in  Cindnnati: 
Bulletin.   No.  9.    1907. 

Unioersity  of  Cindnnati: 
Record.    Series  I,  vol.  3,  No.  2—9,  vol.  4,  No.  2.    1906-07. 
üniversity  Studies.    Series  II,  vol.  2,  No.  3,  4,  1906;  vol.  3,  No.  1,  2.    1907. 

Acadimie  des  seiences  in  Clermont: 
Memoires.    Fasc.  18,  19.    1904—05. 

Archaeological  Institute  of  America  in  Cleveland: 
American  Journal   of  Archaeology.    Vol.  X,   No.  4  und  Suppl.;    vol.  XI, 
No.  1-3.   Norwood  1906. 

Naturhistorische  Gesellschaft  in  Colmar: 
Mitteilungen.    N.  F.   Bd.  VIII.   Jahrg.  1905  u.  1906.    1906. 

Üniversity  of  Missouri  in  Columbia: 
Bulletin  of  Laws  Observatory.    No.  8—11.    1907.   4®. 
Bulletin.    Vol.  VIII,  No.  5.    1907.   8«. 
Studies.   Vol.  I,  No.  2.    1907.   gr.  8^- 
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Societä  starica  in  Como: 
Periodico.   Vol.  17,  fasc.  66-68.    1907. 

Frane-Josephs' Universität  in  Geemowitz: 

Die  feierliche  Inauj^uration  des  Rektors  fQr  das  Jahr  1906/07.    1906. 
Verzeichnis  der  Vorlesungen.    S.S.  1907.   8®. 

Naturforsehende  GeeelUehaft  in  Damig: 
Schriften.   N.  F.,  Bd.  XII,  Heft  1.    1907. 

Westpreußischer  Geschichtsverein  in  Dansig: 
Zeitschrift.   Heft  49.    1907.   gr.  S». 
Mitteilungen.   6.  Jahrg.,  Nr.  1—4.    1907. 

K.  Gouvernement  von  Deutsch'Ostafrika  in  Dar-es-Salam: 
Berichte  über  Land-  and  Forstwirtschaft  in  Deutsch-Ostafrika.    Bd.  3, 
Heft  2,  3.   Heidelberg  1907. 

Historischer  Verein  für  das  Grofiherzogtum  Hessen  in  Darmstadt: 
Archiv  für  hessische  Geschichte.    N.  F.,  Bd.  IV,  3;  Bd.  V  u.  Ergänzungs- 
band III,  2.    1907. 
Quartalblätter.    1906,  Nr.  3,  4;  1907,  Nr.  1.    1906—07. 

Academy  of  sciences  in  Davenport: 
Proceedings.   Vol.  X,   1904—06;    vol.  XI,  p.  1—117;    vol.  XII,  p.  1—94. 
1906-07. 

Technische  Hoogesehool  in  Delft: 
F.  C.  Huygen,  Over  de  Ezhaust  Werking  by  Locomotieven.  Mit  4  Beilagen. 
1907-    gr.  8«. 

Colorado  Scientific  Society  in  Denver ^  Colorado: 
Proceedings.   Vol.  VIII,  p.  183—314.    1906    07. 

Verein  für  Änhaltische  Geschichte  in  Dessau: 
Mitteilungen.   Bd.  X,  Heft  4.    1907. 

Äcadimie  des  sciences  in  Dijon: 
Memoires.   IV«  Serie,  tome  10.    1906. 

Union  giographique  du  Nord  de  la  France  in  Douai: 
Bulletin.   Vol.  22,  trimestre  3,  4;  vol.  23,  trim.  3;  vol.  27,  trim.  1;  vol.  32, 
trim.  3,  4;    vol.  33,  trim.  4;    vol.  34,   trim.  1—4;   vol.  36,   trim.  1—4. 
1906—07. 

K,  Sächsicher  Ältertumsverein  in  Dresden: 
Neues  Archiv  für  sächsische  Geschichte.   Bd.  28.   1907. 

Verein  für  Erdkunde  in  Dresden: 
Mitteilungen.   Heft  5  u.  6.    1907. 
Mitglieder  Verzeichnis.    April  1907. 

Boyal  Irish  Academy  in  Dublin: 
Proceedings.    Vol.  XXVI,   Section  A,   part  2  u.  3;   Sect.  B,  part  6—10; 

Sect.  C,  part  10—16.    1907. 
Transactions.   Vol.  XXVII,  Section  A,  part  1,  2,4—7.    1906-07. 
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Boyäl  Society  in  Dublin: 
The  economic  Proceedings.   Vol.  I,  part  9—11.    1907. 
The  scientific  Proceedings.   Vol.  XI,  part  13,  U,  16-20,    1907. 
The  scientific  Transactions.    Series  II,  vol.  IX,  part  4-6.    1906.    4''. 

American  ChemiccU  Society  in  Boston,  Fa.: 

The  Journal.   Vol.  29,  No.  9-5. 
Chemical  Abstracts.   Vol.  1,  No.  1. 

Boy  dl  Society  in  Edinburgh: 
Proceedings.    Vol.  27  part  1-5;  vol.  28,  part  1.    1907. 
Transactions.    Vol.  45,  part  2,  3.   1907.    4P. 

Geological  Society  in  Edinburgh: 
Transactions.   Vol.  IX,  part  1.    1907. 

Boyäl  Physical  Society  in  Edinburgh: 
Proceedings.   Vol.  16,  No.  8;  vol.  17,  No.  2,  3.    1907. 
Boy  cd  Observatory  in  Edinburgh: 
Annais,   Vol.  2.    Glasgow  1906.   4». 

Gesellschaft  für  büdende  Kunst  und  vaterländische  Altertümer 
in  Emden: 
Jahrbuch.    Bd.  16,  Heft  1  u.  2.     1907. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Emden: 
90.  Jahresbericht  för  1904-05.    1906. 

K.  Akademie  gemeinnütziger  Wissenschaften  in  Erfurt: 
Jahrbücher.    N.  F.   Heft  32  u.  33.    1906—07. 

K,  Universitätsbibliothek  in  Erlangen: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4»  u.  S®. 

Beale  Accademia  dei  Georgoßi  in  Florenz: 
Atti.    Serie  V,  vol.  3,  disp.  4;  supplemento  alla  disp.  4;  vol.  4,  disp,  1  u.  2. 
1906—07. 

Societä  Astatica  Italiana  in  Florenz: 
Giornale.   Vol.  19.    1906.    1907. 

Senckenbergische  Naturforschende  Gesellschaft  in  Frankfurt  a.  M.: 
Festschrift  zur  Erinnerung  an  die  Eröffnung  des  neuerbauten  Museums 

der  Senckenb.  Naturf.  Gesellschaft.    1907, 
Abhandlungen.    Bd.  29,  Heft  1  u.  2;  Bd.  30,  Heft  1—3.    1907.    4° 
Bericht.    1907. 

Verein  für  Geschichte  und  Altertumskunde  in  Frankfurt  a.  M.: 
Mitteilungen  über  römische  Funde  in  Heddernheim  IV.    1907.    4. 
Archiv  für  Frankfurts  Geschichte.   III.  Folge.   Bo,  IX.    1907.   gr.  8. 

Physikalischer  Verein  in  Frankfurt  a,  M,: 
Jahresbericht  für  1905/06.    1907. 

Breisgau' Verein  Schau-ins-Land  in  Fretburg  i.  Er,: 
,Schau-ins-Land/    84.  Jahrlauf  1907.  I.  u.  II.  Teil.    fol. 
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KirchengescfUchtlicher  Verein  in  Freiburg  i.  Br.: 
Freiburger  Diözesan-Archiv.   N.  F.,  Bd.  VIII.    1907. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Freiburg  i.  Br.: 
Berichte.   Bd.  XV.    1907. 

Universität  in  Freibwg  i,  Br,: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4<>  u.  S^. 

Univeristät  Freiburg  i,  Schweiz: 
Collectanea  Friburgensia.   N.  S.   Fase.  VIII.    1907.   gr.  8«. 

Insiüut  national  in  Genf: 
Bulletin.   Tome  S7.    1907. 

Musee  d'histoire  naturelle  in  Genf: 

Oeuvres  de  J.  C.  Galissard  de  Marignac.   2  vols.   49. 

Obsercatoire  in  Genf: 

Observations  meteorologiques  pendant  les  annees  1904  et  1905.    1906. 
R^ume  met^orologique  de  Tann^e  1905.    1906. 

SoditS  d'histoire  et  d'archSologie  in  Genf: 
Bulletin.    Tom  3,  livr.  1.    1907. 

Univ&rsität  in  Genf: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4^  u.  8®. 

Societe  de  physique  et  d^histoire  naturelle  in  Genf: 
Memoire«.   Vol.  35,  fasc.  8.    1907.   4P. 

Museo  civico  in  Genua: 
Annali.    Serie  3»,  vol.  2.    1905.    4®. 

Oberhessische  GesellscJhaft  für  Natur-  und  Heilkunde  in  Gießen: 
Bericht.   N.  F.    1.  Medizinische  Abteilung,  Bd.  2.    1907. 

2.  Naturwissenschaft].  Abteilung,  Bd.  1.   1907. 

Oberhessischer  Geschichts verein  in  Gießen: 
Mitteilungen.    N.  F.,  Bd.  15.    1907. 

Unioersität  in  Gießen: 

Ludoviciana.   Festzeitung  zur  3.  Jahrhundertfeier  der  Universität  Gießen. 

1907.    fol. 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4^  u.  89. 

Naturforsehende  Gesellschaft  in  Görlitz: 
Abhandlungen.    Bd.  XXV,  Heft  2.   1907. 

Oberlausitzische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Görlitz: 
Neues  Lausitzisches  Magazin.   Bd.  83.    1907. 
Codex  diplomaticus  Lusatiae  superioris.   III.  Bd.,  3.  Heft.    1907. 

K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Göttingen: 
Göttingische  Gelehrte  Anzeigen.    1906,  Nr.  12;    1907,  Nr.  1—11.    Berlin. 

gr.  80. 
Abhandlungen.  N.  F.  a)  Philol.-hist.  Klasse.   Bd.  IX,  Nr.  1-5. 

b)  Math..phys.  Klasse.  Bd.V,  Nr.  1-5.  Berlin.  4\ 
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Nachrichten,     a)  Philol.-hist.  Klasse.  1906,  Heft 4;  1907,  Heft  1  u.  Beiheft; 
1907,  Heft  2. 

b)  Math.-phys.  Klasse.     190Ü,   Heft  5;    1907,    Heft  1—3. 
Berlin.    4». 

c)  Geschäftliche  Mitteilungen.    1907,  Heft  1.   Berlin.   A^. 

K,  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Gothemburg: 
Handlingar.   IV.  Folge.   Bd.  7—9.    1906/07. 

Historischer  Verein  für  Steiermark  in  Gras: 
Steirische  Zeitschrift.  IV.  Jahig-,  Heft  1—4, 1 906 ;  V.  Jahrg.,  Heft  1—4, 1907. 
Beiträge  zur  Erforschung  steirischer  Geschichte.   35.  Jahrg.    1906. 

Eligisch-Poinmerscher  Geschichtsverein  in  Greifswaid: 
Pommersche  Jahrbücher.    Bd.  8.    1907. 

Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Neu- Vorpommern  in  Greifswald: 
Mitteilungen.   38.  Jahrg.  1906.    Berlin  1907. 

Üniversiti  in  Grenoble: 
Centenaire  de  la  facult^  de  droit.    1906. 

K,  Instituut  voor  de  Taal-,  Land-  en  Volkenkunde  van  Nederlandscli- 
Indie  im  Haag: 
Bijdragen.   VII.  Reeks,  Deel  3;  Deel  6,  Lief.  1,  2.    1907. 

Musee  Teyler  in  Haarlem: 
Archives.    Serie  II,  vol.  10,  partie  1,  8,  4.    1906—07.   4®. 

SociitS  Hollandaise  des  Sciences  in  Haarlem: 
Archives  N^erlandaises  des  sciences  exactes.   Ser.  11,  tome  12,  livr.  1 — 5. 
La  Haye  1907. 

K.  Leopoldinisch'Karolinische  Deutsche  Akademie  der  Naturforseher 

in  Halle: 
Leopoldina.   Heft  42,  Nr.  11,  12;  Heft  43,  Nr.  1—11.    1907.   4«. 
Nova  Acta.    Bd.  85,  86.    1906.    40. 

Deutsche  Morgenländische  Gesellschaft  in  Halle: 
Zeitschrift.   Bd.  60,  Heft  4;  Bd.  61,  Heft  1—3.    1906—07. 

Universität  Halle: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4<>  u.  8^ 

Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Sachsen  und  Tfiüringen  in  Haue: 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.   Bd.  78,  Heft  4—6;  Bd.  79,  Heft  1—4. 
Leipzig  1907. 

Thüringisch-Sächsischer  Verein  für  Erforschung  des  vaterländisdien 
Altertums  in  Halle: 
Neue  Mitteilungen.   Bd.  23,  Heft  1.    1907. 

Mathematische  Gesellschaft  in  Hamburg: 
Katalog  der  auf  den  Hamburger  Bibliotheken  vorhandenen  Literatur  aas 

der  Mathematik  und  Physik.    2.  Nachtrag  1906. 
Mitteilungen.    Bd.  IV,  Heft  7.    Leipzig  1907. 
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Deutsche  Seewarte  in  Hamburg: 
29.  Jahresbericht  för  1906.    1907. 
VII.  Nachtrag  zum  Katalog  der  Bibliothek  der  Deutschen  Seewarte.    1907. 

Sternwarte  in  Hamburg: 
Mitteilungen.   Nr.  9.    1907.   gr.  8. 

Naturwissenschaftiieher  Verein  in  Hamburg: 

Verhandlungen.   III.  Folge,  Bd.  XFV.    1907. 
Abhandlungen.   Bd.  XIX,  Heft  1,  2.    1907.   4». 

Verein  für  Naturwissenschaftliche  Unterhaltung  in  Hamburg: 
Verhandlungen.   XIII.  Bd.   1905—07.    1907. 

beeile  frangaise  d^Extreme  Orient  in  Hanoi: 
Bulletin.   Tom.  VI,  No.  1,  2.    1906.   4®. 

Historischer  Verein  für  Niedersachsen  in  Hannover: 
Zeitschrift.   Jahrg.  1907,  Heft  1—4. 

American  Fhüological  Association  in  Hanooer: 
Transactions  and  Proceedings  1906.   Vol.  37.   Boston  1907. 

Grofiherzogliche  Sternwarte  in  Heidelberg: 
Veröffentlichungen.    Bd.  4.    Karlsruhe  1906.   4<>. 

Astrophysikdlisches  InstitiU  in  Heidelberg: 
Publikationen.   Bd.  II.  Nr.  1—12;  Bd.  III,  Nr.  1— S.    1907.    4«. 

Unioersität  Heidelberg: 
Schriften  der  Universität  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4<>  u.  8®. 
Die  Trennung   von   Staat   und   Kirche.    Akademische   Rede   von   Emil 

Troeltsch.    1906.   4». 
Der  Kampf  des  alten  mit  dem  neuen  Recht.     Akademische  Rede  von 

Georg  Jellinek.    1907.   49. 
Die  Matrikel  der  Universität  Heidelberg.    Teil  VI.    1907. 

NcUurhistortsch-medisinischer  Verein  in  Heidelberg: 
Verhandlungen.   N.  F.,  Bd.  VIII,  Heft  3  u.  4.    1907. 

Geschäftsführender  Ausschuß  der  Beichslimeskommission 
in  Heidelberg: 

Der   obergermanisch- rätische   Limes    des    Römerreiches.     Lief.  28,    29. 
1907.   4«. 

Gommission  giologique  de  Finnlande  in  Helsingfors: 
Bulletin.   No.  17,  18,  20—23.    1906-07. 

Institut  metiorologique  central  in  Helsingfors: 
Observations  m^t^orologiques  fitat  des  glaces  et  des  neiges.    1895—96. 
1907.   40. 

ünivei-sität  Helsingfors: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4^  u.  S9. 
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Verein  für  siebenbürgische  Landeskunde  in  Hermannstadt: 
Archiv.   N.  F.,  Bd.  84,  Heft  1  u.  2.    1907. 

Siebenhürgischer  Verein  für  Naturwissenschaften  in  Hermannstadi: 
Verhandlungen  u.  Mitteilungen.   Bd.  55,  Jahrg.  1905;  Bd.  56,  Jahrg.  1906. 
1907. 

Verein  für  Sachsen- Meiningische  Geschichte  in  Hildburghausen: 
Schriften.   Heft  56.    1907. 

Voig Hündischer  Ältertumsverein  in  Hohenleüben: 
76.  u.  77.  Jahresbericht.    1907. 

Ungarischer  Karpathen- Verein  in  Iglö: 
Jahrbuch.    34.  Jahrg.  1907. 

Historischer  Verein  in  Ingolstadt: 
Sammelblatt.   Heft  30.    1906. 

Ferdinandeum  in  Innsbruck: 
Zeitschrift.    3.  Folge,  Heft  50,  51.    1906—07. 

Naturwissenschaftlich-medizinischer  Verein  in  Inw^uck: 
Berichte.    30.  Jahrg.  1905/06  u.  1906/07. 

Journal  of  Physical  Chemistry  in  Ithaca,  N.T.: 
The  Journal.    Vol.  10,  No.  9,  1906;  Vol.  11,  Nr.  1—9.    1907. 

Universität  i7i  Jassy: 
Annales  scientifiques.    Tome  4,  fasc.  2—4.    1907. 

Medisinisch-naturwissenschaftiiche  Gesellschaft  in  Jena: 
Jenaische  Zeitschrift  für  Naturwissenschaft.    Bd.  42,  Heft  1—3;  Bd.  43, 

Heft  1.    1906-07. 
Denkschriften.   Lief.  29.   Text  u.  Atlas.    1907.   fol. 

Verein  für  Thüringische  Geschichte  und  Altertumskunde  in  Jena: 
Zeitschrift.   N.  F.,  Bd.XVIL  2;  XVIII,  1.    1907. 

Gelehrte  Estnische  Gesellschaft  in  Jurjew  (Dorpat): 
Sitzungsberichte  1906.    1907. 
Verhandlungen.    Bd.  XXII,  1.    1907. 

Naturforschende  Gesellschaft  bei  der  Universität  Jurjew  (Dorpat): 
Sitzungsberichte.    Bd.  XV,  2— 4;  Bd.  XVI,  1.    1906-07. 

Unicersität  Jurjew  (Dorpat): 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4<>  u.  8®. 

Badische  Bistorische  Kommission  in  Karlsruhe: 
Zeitschrift  für  die  Geschichte   des  Oberrheins.   N.  F.,  Bd.  22,  Heft  2—4. 

Heidelberg  1907. 
Neujahrsblätter  1907.    Heidelberg. 

ZentraJbureau  für  Meteorologie  und  Hydrographie  in  Karlsruhe: 
Jahresbericht  für  das  Jahr  1906.    1907.    4^ 
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Oroßherzoglich  Technische  Hochschule  in  Karlsruhe: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4P  u.  BP. 

SocUti  physico-mathimatique  in  Kasan: 
Bulletin.   II.  S^rie,  tome  16,  No.  8.    1906. 

üniversUät  Kasan: 
UtBchenia  Sapiski.   Bd.  73,  No.  11  u.  12,  1906,  Bd.  74,  No.  1-12,  1907. 

Verein  für  hessische  Geschichte  und  Landeskunde  in  Kassel: 
Zeitschrift.   N.  F.,  Bd.  30,  1.  u.  2.  H&lfte.    1907. 

Verein  für  Naturkunde  in  Kassel: 
Abhandlangen  und  Bericht  LI.    1907. 

Sociili  mathitnatique  in  Kharkow: 
Communications.   2«  S^rie,  tome  IX,  No.  1—6.   1904—6.  gr.  8^. 

üniversiti  Imperiale  in  Kharkow: 
Sapiski.    1906,  Heft  3,  4;  1907,  Heft  1.  2. 

Gesellschaft  für  schleswig-holsteinische  Geschichte  in  Kiel: 
Zeitschrift.   Bd.  37.   Leipzig  1907. 

Briefwechsel    des    Herzogs   Friedrich   Christian    zu   Schleswig -Holstein. 
Herausgeben  von  H^s  Schulz.   Leipzig  1908. 

Kommission  sur  wissenschaftlichen  Untersuchung  der  deutschen  Meere 

in  Kiel: 
Wissenschaftliche  Meeresuntersuchungen.   N.  F.,  Bd.  8  (Abteilung  Helgo- 
land, Heft  1).   1906.   40. 

K.  Universität  in  Kiel: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4P  u.  BP. 

Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Schleswig-Holstein  in  Kiel: 
Schrifljen.   Bd.  XHI,  Heft  2.   1906. 

Universität  in  Kiew: 
Iswestija.   Bd.  46,  Nr.  9—12,  1906;  Bd.  47,  Nr.  1—6,  8-9.    1907. 

Geschichtsverein  für  Kärnten  in  Klagenfurt: 
Jahresbericht  über  1906  und  1906.    1906—07. 
Carinthia  I.   96.  Jahrg.,  1906,  Nr.  1—6;  97.  Jahrg.,  1907,  Nr.  1-6. 

Naturhistorisches  Landesmuseum  in  Klagenfurt: 
Carinthia  II.   Jahrg.  1906,  Nr.  5,  6;  Jahrg.  1907,  Nr.  3,  4. 

Siebenbürgisches  Museum  in  Klausenburg: 
Erdelyi  Mtizeum.   Bd.  23,  Heft  6;  Bd.  24,  No.  1—6.    1906-07.   4P. 

Physikalisch-ökonomische  Gesellschaft  in  Königsberg: 
Schriften.   47.  Jahrg.  1906.    1907. 

Universität  in  Königsberg: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4^^  u.  8^^. 
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K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Kopenhagen: 
Oversigt.    1907,  No.  1—4. 

Memoire8.    I.  Section  des  Lettres,  6«  S^rie,  tome  6,  No.  4;  7«  Serie,  tom.  1, 
No.  1,  tome  4,  No.  3,  4; 
II.  Section  des  Sciences,  tome  3,  No.  2,  tome  4,  No.  1,  2,  tome  5. 
No.  1.    19Ü7.   4P, 
Regesta  diplomatica  historiae  Danicae.   Serie  II,  tom.  2,  No.  6.    1907.   4®. 

Conseil  permanent  internaiiondl  pour  Vexploration  de  la  wer 
in  Kopenhagen: 

Bulletin  trimestriel.   Ann^e  1905—06,  No.  4;  1906-07,  No.  1-2. 
Publications  de  circoristance.   No,  36— 41.    1906-07.   49, 

Gesellschaft  für  nordische  Altertumskunde  in  Kopenhagen: 
AarbOger.    1906,  II.  Raekke,  Bd.  21. 

Akademie  der  Wissenschaften  in  Krakau: 
Anzeiger.   (Bulletin  international),  1.  Classe  de  philologie,  1906,  No.  4— 10; 

1^*07,  Nr.  1—7.    2.  Classe  des  sciences  math^matiques,  1906,  No.  4—10; 

1907,  No.  1-8. 
Atlas  geologiczny  Galicyi.    Zeszyt  18—20  (Tablice),  Mapy  i  tekst.    1906. 
Katalog  literatury  naukowej.    Tome  6,  Heft  1—4.    1907. 
Rozprawy  mathem.    Tome  45  A  i.B.    1906. 
Corpus  juris  Polonici.    Vol.  III.    1906.    4®* 
Spraw.  kom.  bist,  sztuki.    Tom.  VlII,  4.    1906.    fol. 

College  of  Science  in  Kyoto : 
Memoirs.   Vol.  I,  No.  3.    1907. 

Historischer  Verein  in  Landshut: 
Verhandlungen.   Bd.  43.    1907. 

üniversidad  in  La  Plata: 
Comunicaciones.   Diciembre  1906.    1907.   fol. 

SociHS  Vaudoise  des  sciences  naturelles  in  Lausanne: 
Bulletin.   6«  Serie,  vol.  42,  No.  156,  157;  vol.  48,  No.  158-160.    1906—07. 
Observations  möteorologiques  faites  au  Champ  de  Tair.   Ann^e  1906.    1907. 

Societe  d'histoire  de  la  Suisse  romande  in  Lausanne: 
M^moires  et  Documenta.   11»  Sörie,  tome  6,  Melanges.   1907. 

University  of  Kansas  in  Lawrence: 
Bulletin.   Vol.  VII,  No.  5.    1907.   4». 
Mineral  Resources  of  Kansas  1902,  1903.    1903-04.   4«. 
The  University  Geological  Survey  of  Kansas.    Vol.  Vlll.    1904.    4<>. 

Maatschappij  van  Nederlandsche  Letterkunde  in  Leiden: 
Tijdschrift.   N.  Serie,  Deel  24,  afl.4;  Deel  25,  afl.  1-4;  Deel  26,  afl.  1,  2. 

1905-07. 
Handelingen  en  Mededeelingen,  jaar  1905-06  und  1906—07.    1906-07. 
Levensberichten.    1905 -OG  und  1906—07.    1906-07. 

Sterntcarte  in  Leiden: 

Verslag  1904—06.    1907. 

Sternwarte.   Bd.  IX,  Heft  1.   Haag  1906.    4«. 
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K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipzig: 

Abhandlungen  der  philol.-hist.  Klasse.   Bd.  28,  Nr.  3,  4;  Bd.  25,  Nr.  2—5; 

Bd.  26,  Nr.  1.    1907.    4». 
Abhandlungen  der  math.-phys.  Klasse.   Bd.  30,  Nr.  1—3.    1907.   4P. 
Berichte  der  philol.-hist.  Klasse.   Bd.  58,  Nr.  3-5;  Bd.  59,  Nr.  1—3. 

,  ,     mathem.-phys.  Klasse.   Bd.  58,  Nr.  6-8;  Bd.  59,  Nr.  1—3. 

1906—07. 

Fürstlich  Jablonowsk^sche  Gesellschaft  in  Leipzig: 
Jahresbericht  1907. 

Verein  für  Erdkunde  in  Leipzig: 
Mitteilungen  1906.    1907. 

Cuerpo  de  ingemeros  de  minas  del  Peru  in  Lima: 
Boletin.   No.  41,  44,  46-49,  51,  52,  64.    1906-07. 

Museum  Francisca^Carolinum  in  Lins: 
66.  Jahresbericht.    1907. 

Sociedade  de  geographia  in  Lissabon: 
Boletim.   24.  S^rie  1906,  No.  11,  12;  25.  Sörie  1907,  No.  1—4,  6-10.  1907. 

Liter ary  and  philasophicdl  Society  in  Liverpool: 
Proceedings.   No.  59  u.  60.   1906—07. 

üniversiti  Catholique  in  Loewen: 
Publications  acadämiques  de  Tann^e  1906. 

Zeitschrift  ^La  Cellule*  in  Loewen: 
La  Cellule.   Tome  XXIII,  fiwc.  1;  tome  XXIV,  faac.  1.    1906-07.   4». 

Briti^  Academy  in  London: 
Proceedings  1903—04  u.  1905—06. 

Boyal  Iv^üuiion  of  Great  Britain  in  London: 
Proceedings.   Vol.  18,  part  2.    1907. 

India  Office  in  London: 
Gazetteer  of  the  Vizagapatam  District.   Vol.  1.   Madras  1907. 
Vol.  32  of  the  District  Gazeteer  of  the  United  Provinces   of  Agra  and 

Oudh.    Allahabad  1907. 
The  State  Manual  of  Travancore.   3  Vols.    Trivandmm  1906. 
Madras  District  Gazetteers.   21  Vols.   Madras  1906—07. 

The  JEnglish  Historical  Beview  in  London: 
Historical  Reriew.   Vol.  XXII,  No.  85—88;  Vol.  XXIII,  No.  b9.   1907-08. 

Boy  cd  Society  in  London: 
Report  on  the  Perl  Oyster  Fisheries  of  the  Gulf  of  Manaar.    Part  V. 

1906.   40. 
Year-Book.    1907. 
Proceedings.   Series  A,  vol.  78,  No.  526,  vol.  79,  No.  A  527—536;  Series  B, 

vol.  79,  No.  A  528-585.    1907. 
Philosophical  Transactions.   Series  A,  vol.  200 ;  Series  B,  vol.  195.    1907.   4®. 
Reports  of  the  Commission  for  the  investigation  of  Mediterranean  Fever. 

Part  V,  VI,  VII.    1907. 
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R.  Astronomicäl  Society  in  London: 
Monihly  Notices.   Vol.  67,  No.  1—9;  vol.  68,  No.  1.   1906-07. 
Memoirs.   Appendix  to  vol.  57.    1906.   4<>. 

Chemical  Society  in  London: 
Journal.   No.  631-542.    1907. 
ProceedingB.   Vol.  22,  No.  318—333.    1907. 

Oeologieal  Society  in  London: 
The  quarterly  Journal.    Vol.  63,  pari  1—4.    1907. 
Geological  Literature  for  the  year  1906.    1907. 

Linnean  Society  in  London: 
ProceedingB.   Nov.  1906  to  June  1907. 
The  Journal,   a)  ßotany,  vol.  88,  No.  263, 264;  b)  Zoology,  vol.  30,  No.  195, 

196.    1907. 
List  of  the  Linnean  Society  1907—08. 
Transactions.    Zoology,  vol.  IX,  part  11,  vol.  X,  part  6, 7;  ßotany,  vol.  Vll, 

part  4,  5.    1906—07.    4». 

B,  Microacopicdl  Society  in  London: 

Journal.    1907,  part  1—6. 

Zodogicod  Society  in  London: 

Proceedings.    1906,  vol.  I,  part  1,  2:  vol.  II,  part  l,  2.    1907,  January— June. 
Transactions.    Vol.  XVII,  No.  6;  vol.  XVIII,  No.  1.    1907.   4®. 

Zeitschrift  „ Natur e"  in  London: 
Nature.   No.  1941—1992.    Index  sbu  tom.  76  u.  76.   4«. 

Museums- Verein  für  das  Fürstentum  Lüneburg  in  Lüneburg: 
Ltineburger  Museumsblätter.   Bd.  1,  Heft  1—4.    1907. 

Sociiti  gkilogique  de  Belgique  in  Lüttich: 
Annales.   Tome  34,  livr.  1,  2.    1906-08. 

Institut  Orand  Ducdl  in  Luxemburg: 
Archives  trimestrielles   de  la  section  des  sciences  naturelles.   Fase.  3,  4. 
1906.   4<>. 

Section  historique  de  V Institut  Grand-Bucal  in  Luxemburg: 
Publications.   Vol.  53.    1906. 

Historischer  Verein  der  fünf  Orte  in  Lutern: 
Der  Geschichtsfreund.   Bd.  LXII.   Stans  1907. 

SociitS  d'agriculture  science  et  industrie  in  Lyon: 
Annales.    1905  u.  1906.    1906-07.   gr.  S®. 

Sociiti  Linnienne  in  Lyon: 
Annales.    Tom.  52  u.  53.    1906—07.    gr.  8^. 

Üniversiti  in  Lyon: 
Annales.   Nouv.  S^rie,  I.  Sc.-med.  Nr.  19;  IL  Dr.-let.  No.  16— 18.    1906. 

Wisconsin  Academy  of  Sciences  in  Madison: 
Transactions.   Vol.  XV,  part  1.    1905. 
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WaMum  Oheervatory  in  Madiean: 
Publications.   Vol.  X,  pari  S.    1907,   4fi. 

Wisconsin  Geohgicai  and  Natural  Histary  Survey  in  Madison: 
Bnlletin.   No.  15.    1906. 

Chvemment  Museum  in  Madras: 
Bulletin.   Vol.  V,  No.  3.   1907. 

Kodaikanal  and  Madras  Ohservatories  in  Madras: 
Annual  Report  for  1906.    1907.    fol. 
Bulletin.   No.  VIU-XI.    1906-07.    4P. 

B,  Academia  de  eieneias  exactas  in  Madrid: 
Eevigta.    Tomo  5,  No.  1—4  u.  7—12.    1906. 
Memorias.   Tomo  25.    1907.   4®. 
Annario.    1907. 

B.  Academia  de  la  historia  in  Madrid: 
Boletin.    Tomo  50,  cuad.  1,  2  u.  4—6;  tom.  51,  cuad  1—6.    1907. 

B.  Istituto  Lombardo  di  seienze  in  Mailand: 
Rendiconti.    Serie  II,  vol.  39,  fasc.  17—20;  vol.  40,  fasc.  1—16.    1906—07. 
Memorie.   Classe  di  seienze,  vol.  XX,  fasc.  9;  Classe  di  lettere,  vol.  XXI, 
fasc.  6.    1906.    4<>. 

Museo  storico  civico  in  Mailand: 
Raccolta  Vinciana.   Pasc.  1,  2  (1905—06). 

B.  Osservatorio  di  Brera  in  Maüand: 
Pubblicazioni.   No.  XLIII.    1907.   4P. 

Societä  Italiana  di  sciense  naturcUi  in  Mailand: 
Atti.    Vol.  45.  fasc.  3  u.  4;  vol.  46,  fasc.  1,  2.    1907. 

Societä  Storica  Lomharda  in  Maüand: 

Archivio  Storico  Lombardo.    Serie  IV,  anno  84,  fasc.  13—15.    1907. 
Raccolta  Vinciana.   Fasc.  III.    1907. 

Bömisch-germanisches  Zentralmuseum  in  Maine: 
Mainzer  Zeitschrift.    Jahrg.  IL    1907.    4P. 

IMerary  and  fhüosophical  Society  in  Manchester: 
Memoirs  and  Proceedings.   Vol.  51,  part  1—3.    1907. 
Ältertumsverein  in  Mannheim: 
Mannheimer  Geschichtsblfttter.    1906,  Nr.  12;  1907,  Nr.  1—12.   4^. 

Universität  in  Marburg: 
Schriften  aus  dem  .Tahre  1906/07  in  4^  u.  ^. 

Abbaye  de  Maredsous: 
Revue  B^n^dictine.   Ann^e  24,  No.  1—4;  ann^e  25,  No.  1.    1907—08. 

Naturtcissefischaftliche  Gesellschaft  Isis  in  Meißen: 
Mitteilungen  1906/07. 
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Verein  für  Gesehichte  der  Stadt  Meißen  in  Meißen: 
Mitteilungen.   Bd.  VII,  2,  3.    1906-07. 

Boy  öl  Society  of  Victoria  in  Melbourne: 
Proceedings.   New  Series,  vol.  XiX,  part  2;  vol.  XX,  part  I.    1907. 

Äccademia  Peloritana  in  Messina: 
Atti.    Vol.  XXII,  fasc.  1,  2.    1907. 
Resoconti.   Marzo-Giugno  1907. 

Gesellschaß  für  lothringische  Geschichte  in  Mets: 
Jahrbuch.    18.  Jahrg.  1906.   4«. 

Instituto  geolögico  in  Mexico: 
Boletfn.    No.  22  u.  24.    1906.   4^. 

Observatorio  meteorolögieo-magnitico  central  in  Mixico: 
Boletin  mensual.    Diciembre  1902,  Enero— Abril  1903,  Julio— Septiembre 
1904.    1902-04.    4». 

Sociedad  cientifica  „Antonio  Älzate"  in  Mexico: 
Memorias  y  revista.    Tomo  22,  No.  9-12;   tom.  23,  No.  5— 12;   tom.  24, 
No.  1—12;  tom.  25,  No.  1.    1906-07. 

Sociedad  de  geografia  in  Mexico: 
Boletin.    Tomo  I,  tom.  II,  No.  1—5.    1904-07. 

Regia  Äccademia  di  seienze  lettere  ed  arti  in  Modena: 
Memorie.    Serie  III,  vol.  6.    1906.   4». 

Musie  ocSanographique  in  Monaco: 
Bulletin.   No.  87—108.    1906  -  07. 

Meteorological  Researchea  in  the  High  Atmospherea,  by  the  Prince  of 
Monaco.    1907. 

Museo  nacioncd  in  Montevideo: 
Annales.   Vol.  VI,  entrega  1. 

AcadSmie  de  sciences  et  lettres  in  Montpellier: 

Section  des  sciences.   Tom.  III,  No.  6,  7.    Section  des  lettres.   Tom.  III, 
No.  3.    1907. 

Sociite  Imperiale  des  Naturalistes  in  Moskau: 
Bulletin.    No.  4;  1906,  No.  1,  3,  4.    1906-07. 
Nouveaux  M^moires.    Tom.  XVII,  No.  1.    1907.   4P. 

Mathematische  Gesetlschaft  in  Moskau: 
Matematitscheskij  Sbomik.   Bd.  XXV,  4;  Bd.  XXVI,  1,  2.    1906-07. 

Lick  ObservcAory  in  Mount  Hamüton,  California: 
Bulletin.   No.  104—124. 

K.  Staatsministerium  des  lunern  für  Kirchen-  und  Sdiuiangelegenheiten 

in  München: 
Das  Deutsche  Reich  in  gesundheitlicher  und  demographischer  Beziehung. 
Berlin.    1907.    4. 
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Statistischee  Amt  der  Stadt  München: 
Hygiene  und  soziale  Fürsorge  in  München  von  E.  Singer.    1907. 

Deutsche  Gesellschaft  für  Anthropologie  in  Berlin  und  München: 
Korrespondenzblatt.    88.  Jahrg.,  1907,  Nr.  1  —  12.   Braunschweig.    4<>. 

Hydrotechnisches  Bureau  in  München: 
Jahrbuch.   VUI.  Jahrg.,  1906,  Heft  3;  IX.  Jahrg.,  1907,  Heft  1,  2.   fol, 
Generäldirektion  der  K,  B,  Posten  und  Telegraphen  in  München: 
Preisverzeichnis  der  Zeitungen  etc.  für  das  Jahr  1908,  I.  Abt.    1907.   fol. 

K  Bayer.  Technische  Hochschule  in  München: 
Bericht  für  das  Jahr  1905-06.    1907.  4<>. 
Programm  für  das  Jahr  1906—07.    1906. 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906—07  in  4®  u.  8®. 
Personalstand  im  Sommersemester  1907  und  im  Wintersemester  1907—08. 

Laboratorium  für  technische  Physik  an  der  K,  Technischen  Hochschule 

in  München: 
Mitteilungen  über  Forschungsarbeiten.   Heft  36  u.  36.   Berlin  1906.    4^. 

Metropolitan- Kapitel  München-Freising  in  München: 
Schematismus  der  Geistlichkeit  für  das  Jahr  1907. 
Amtsblatt  der  Erzdiözese  München  und  Freising.    1907,  Nr.  1—31. 

K,  Oberbergamt  in  München: 
Geognostische  Jahreshefte.   XVIII.  Jahrg.  (1905).    1907.   49. 

Universität  in  München: 
Amtliches  Verzeichnis  der  Lehrer  etc.  im  Sommersemester  1907  und  im 

Wintersemester  1907—08. 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4<>  u.  S^. 
Die  Leistungsföhigkeit  der  Forstwirtschaft.   Rede.    1907.    49. 
Verzeichnis  der  Vorlesungen  im  Sommersemester  1907  und  im  Winter- 
semester 1907-08.    4<>. 

Historischer  Verein  in  München: 
Altbayerische  Monatsschrift.   Jahrg.  6,  Nr.  6;  Jahrg.  7,  Nr.  1,  2.   1907. 

Verein  für  Luftschiffahrt  in  München: 
17.  Jahresbericht  für  1906. 

Omithologische  Gesellschaft  in  München: 
Verhandlungen.    Bd.  VI.    1906. 

Meteorologische  Zentralstation  in  München: 
Beobachtungen  der  meteorologischen  Stationen  des  Königreichs  Bayern. 

Jahrg.  XV— XXII  (1893—1900).   4P. 
Die  Schneedecke  in  Bayern  im  Winter  1898/99  u.  1899/1900   49. 
Deutsches  Meteorologisches  Jahrbuch  für  1901-03.   Bayern  1907.   fol. 

Verein  für  Geschichte  und  Altertumskunde  Westfalens  in  Münster: 
Zeitschrift.   Bd.  64,  Abt.  2    1906. 

Academie  de  Stanislas  in  Naticy: 
Memoires.    6«  Serie,  tome  3,  4.    1906—07. 
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Becde  Äeccidemia  di  seiense  morali  et  pdlüiehe  in  Neapel: 
Rendiconto.   Serie  3,  vol.  12,  fasc.  9—12;  vol.  13,  fiisc.  1,  3—7.   1906-07. 

Zoologisehe  Station  in  Neapel: 
Mitteilungen.   Bd.  18,  Heft  1—3.   Berlin  1906—07. 

Gesellschaft  Phäomathie  in  Neisse: 
88.  Bericht  1904—06.    1907. 

Historiseher  Verein  in  Neumarkt  i.  0. : 
Jahresbericht.   3.  Jahrg.    1906—07. 

Institute  of  Engineers  in  New-Castle  (upon  Tyne): 
Transetions.   Vol.  54,  part  9;  vol.  55,  part  7;  vol.  66,  part  4,  5;  vol.  57, 

partl— 5.    1907. 
Annual  Report  for  the  year  1906/07.    1907. 

Gonnectitut  Academy  of  Arts  and  Sciences  in  New-Haven: 
Transactions.   Vol.  XII,  vol.  XIII,  p.  1—297.    1907. 

The  American  Journal  of  Science  in  New-Haven  ; 
Journal.   4.  Series,  No.  133—145.    1907. 

American  Orient al  Society  in  Neto-Haven: 
Journal.   Vol.  27,  second  half;  vol.  28,  firsth  half.    1907. 

Academy  of  Sciences  in  New -York: 
Annais.   Vol.  XVII,  part  1,  2.   1906-07. 

New- York  State  Museum  in  New -York: 
57**»  annual  Report  1908.   Vol.  1,1,  2;  vol.  II— IV.    1905.   4«. 
58*»»  annual  Report  1904.   Vol.  I-V.    1906.    4» 
Bulletin.   No.  83,  84,  86—92,  94-98,  100,  102-104,  106-109.    1905-07. 

American  Museum  of  Natural  History  in  New -York: 
Peruvian  Mummies  by  Charles  W.  Mead.    1907. 
Anthropological  Papers.   Vol.  I,  part  1—3.    1907. 
Pioneers  of  American  Science.    1907. 
Journal.   Vol.  VII,  No.  1—8.    1907. 
Annual  Report  for  the  year  1906. 

BuUetin.   Vol.  XVII,  part  5  u.  6;   vol.  VIII,  part  4;  vol.  XXU.    1906-07. 
Memoirs.   Vol.  IV,  6;  vol.  XI,  2.    1907.   4<>. 

American  Oeographical  Society  in  New -York: 
Bulletin.   Vol.  88,  No.  12;  vol.  39,  No.  1-12.    1906-07. 

Nederiandsehe  botanische  Vereeniging  in  Nijmegen: 
Recueil  des  travaux  botaniques  Neerlandais.   Vol.  III,  livr.  3,  4.    1907. 

Naturhistorische  Gesellschaft  in  Nürnberg: 
Abhandlungen.   XVI.  Bd.    1906. 
Jahresbericht  für  1905  und  1906.    1906-07. 

Verein  für  Geschichte  der  Stadt  Nürnberg: 
Jahresbericht  für  das  Jahr  1905.    1906. 
Mitteilungen.    17.  Heft.    1906. 
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Germanieehes  Natianälmuseum  in  Nürnberg: 
Anzeiger.   Jahrg.  1906,  Heft  1—4. 

Ortsausschuß  des  16.  Deutschen  Oeographentages  in  Nürnberg: 
Feetechrift.    1907. 
Katalog  der  Ausstellung.    1907. 

Verein  für  Geschichte  und  Landeshunde  in  Osnabrück: 
Mitteilungen.   81.  Bd.,  1906.    1907. 

GecHogieai  Survey  of  Öanada  vn  Ottawa: 
Section  of  Mines.    Annual  Report  for  1904.    1906. 
Summarj  Report  of  the  Geological  Survey  Departement  for  1906. 
Preliminary  Report  on  the  Rossland  Mining  District.    1906. 
Report  on  the  Ghibougaman  Mining  Region,  1905.    1906. 

Boyal  Society  of  Canada  in  Ottawa: 
Proceedings  and  Transactions.   II.  Series,  vol.  XII,  part  1.    1906. 

Äccademia  seientifiea  Veneto-TrenttfUhlstriana  in  Padova: 
Atti.   N.  Serie,  anno  III,  fasc.  1,  2;  anno  IV,  fasc.  1,  2.    1906—07. 

B.  Äccademia  di  scienze  in  Padua: 
Atti  e  Memorie.   Nuova  Serie,  vol.  22.   1906. 

Redaction  der  Zeitschrift  „Rivista  di  storica  antica^  in  Padua: 
Rivista.   N.  Serie,  anno  XI,  flEisc.  1—4.    1907. 

Gvrcdo  matematico  in  Palermo: 
Annuario  1907. 

Rendiconti.    Tomo  XXII,  fasc.  3;   tomo  XXIII,  fasc.  1—3;    tomo  XXIV, 
fasc.  1—3  u.  Supplemente,  vol.  2,  No.  3  e  4.    1906-  07.   gr.  S^. 

Reale  Äccademia  di  scienze,  lettere  e  belle  arti  in  Palermo: 
Bullettino.   Anni  1903—1906.    1907.    4». 

CoUegio  degli  Ingegneri  in  Palermo: 
Atti.    1906,  Luglio— Dicembre.   4<^. 

Acadimie  de  midecine  in  Paris: 
Bulletin.    1907,  No.  1—46. 

Acadimie  des  Sciences  in  Paris: 
Ck)mpte8  rendus.    1907,  No.  1—27.   4«. 

iJcole  {Panthropologie  in  Paris: 
L'ficole  d'anthropologie  de  Paris,  1876—1906.    1907. 

Institut  de  France  in  Paris: 
Annuaire  pour  1907. 

jßcole  politechnique  in  Paris: 
Journal.    II.  Serie,  cahier  11.    1906.   4<^. 

Monüeur  Scientifique  in  Paris: 
Moniteur.   Livr.  781—792  (Janvier— Döcembre  1907).   4^. 
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Musie  Quimet  in  Paris: 
Annales.   Bibliotheque  d'^tudes,  tome  22  u.  28.    1906—07. 
Revue  de  Thistoire  des  räligions.   Tome  53,  No.  2,  3;  tome  54,  No.  1—3. 
1906. 

Musium  d'histoire  naturelle  in  Paris: 
Bulletin.   Ann^e  1906,  No.  4—7;  ann^e  1907,  No.  1—5. 
Nouvelles  Archives.    Serie  IV,   tome  VIII,   &8C.  1,  2;   tome  IX,   fasc.  1. 
1906-07.    40. 

SociitS  d'anthropologie  in  Paris: 
Bulletins.    1906,  No.  1-6;  1907,  No.  1. 

Sociiti  des  etudes  historiques  in  Paris: 
Revue.    73«  ann^e,  Jan  vier —Avril  1907. 

SociHi  de  gSographie  in  Paris: 
La  Geographie.   Ann^e  XIH,  No.  5,  6;    XIV,  1—6;   XV,  1-6;  XVI,  1,  2. 
1906-08. 

SociHi  mathimattqtte  de  France  in  Paris: 
Bulletin.    Tome  34,  fasc.  4;  tome  85,  fasc.  1—4.    1906—07. 

Sociiti  soologique  de  France  in  Paris: 
Bulletin.   Tome  XXX  u.  XXXI.    1905-06. 
Memoires.    Annee  XVIII  u.  XIX.    1905-06. 

Western  Äustralia  Geologicdl  Survey  in  Perth: 
Bulletin.    Anno  1907,  No.  23—26. 

Äcadimie  Impiriaie  des  seiences  in  St,  Petersburg: 
Schedae  ad  Herbarium  Florae  Rossicae.    No.  IV,  V.    1902—05. 
A.  Liapounoff,  Sur  les  figures  d'^quilibre.    1906.   4^. 
Travaux  du  Musöe  botanique.    Fasc.  1—3.    1902-07. 
Bulletin.    1907,  No.  1—18,  4®,  und  5^  Serie,  tome  21,  No.  5,  tome  22-24, 

tome  25,  No.  1,  2.    1904-07.   40. 
Annuaire  du  Musee  zoologique.   Tome  X,  No.  3,  4;  tome  XI;  tome  XII, 

No.  1,  2.    1907. 

Section  giologique  du  cahinet  de  Sa  Majesti  in  St.  Petersburg : 
Travaux.   Tom.  VI,  livr.  2.    1907. 

Gomiti  giologique  in  St.  Petersburg: 
Explorations  g^ologiques  dans  les  regions  auriferes  de  la  Siberie.    10  Hefte 

und  Karten.    1906-07. 
Bulletins.   Vol.  24,  No.  1-10;  vol.  25,  No.l— 9.    1905-06. 
Memoires.    Nouv.  Serie,  livr.  16,  21,  23-27,  29,  81,  33.    1906—07.    4®, 

Kaiserl,  Botanischer  Garten  in  St.  Petersburg: 

Scripta  Botanica.    Fasc.  24,  25.    1907. 

Acta  horti  Petropolitani.    Tome  26,  livr.  2;  tome  27,  livr.  1.    1907. 

Kaiserl.  Bussische  Archäologische  Gesellschaft  in  St,  Petersburg: 

Sapiski.   Bd.  VIII,  Heft  1. 

Numismatische  Abteilung,  Bd.  I,  Heft  1.    1906.   4P. 
Klassische  Abteilung,  Bd.  IV.    1907. 
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Kcnaerh  Minerdlogisehe  Gesellschaft  in  St,  Petenhurg: 
Verhandlongen.   II.  Serie,  Bd.  44,  Lief.  1,  2.    1006. 

Physik,-chem,  Gesellschaft  an  der  KaiserL  Universität  St.  Petersburg : 
Schumal.   Bd.  38,  Heft  2—9;  Bd.  89,  Heft  1—9.    1906—07. 

Socüti  Imp,  des  Naiuralistes  in  St.  Petersburg: 

Travaux.    Vol.  35,  livr.  3,  No.  I— 4,  livr.  4;   Vol.  36,   livr.  1,   No.  6— 8, 

livr.  2,  No.  2—6;  Vol.  37,  livr.  4;  Vol.  38,  livr.  2-4.    1906—07. 

Observatoire  phgsique  central  Nicolas  in  St,  Petersburg: 
5  Memoires  de  la  Commission  pour  la  mesure  d'un  arc  de  m^ridieu  au 

Spitzberg.    1904—05.   4». 
Annalea.    Annöe  1904,  part.  I  et  IL    1906.   4«. 
Etade  de  Tatmosphöre.   Fase.  2.    1906.   49. 

Histor.'philölog.  Fakultät  der  Kais.  Universität  St.  Petersburg: 
Sapiski.   Bd.  65,  Heft  4;  Bd.  78— 80,  83.    1902-07. 

Kaiserl.  Universität  in  St.  Petersburg: 
ütschenia  Sapiski.   Bd.  74,  No.  8,  9.   1907. 
Ottschet  1906.    1907. 
Eatanov,  N.  F.    Versach  einer  Studie  über  die  Sprache  der  Urjanchaier. 

Kasan  1903. 
Kunceviö,  6.  Z.   Geschichte  des  Reiches  von  Kasan.   St.  Petersburg  1905. 
La- Bart,  Graf  F.  de.  Chateaubriand  und  die  Dichtkunst  des  Weltschmerzes 

in  Frankreich.    Kiew  1905. 
LatySev,  V.   Über  einige  aolische  und  dorische  Kaiendarien.    St.  Peters- 
burg 1888. 
Malinin,  V.   Der  Mönch  des  Eleazar-KIosters  Philotheus  und  seine  Briefe. 

Kiew  1901. 
H^dnikov,  N.  A.    Palastina  von  seiner  Eroberung  durch  die  Araber  bis 

zu  den  Kreuzzfigen  nach  arabischen  Quellen.    1.  Untersuchung  der 

Quellen.    St  Petersburg  1902. 
Nikitsk^*,  A.   Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  griechischer  Inschriften. 

Juijew  1901. 
Novgorodcev,  P.  Kant  und  Hegel  in  ihren  Lehren  von  Recht  und  Regierung. 

Moskau  1901. 
Pirogov,  N.  J.    Briefe  aus  Sebastopol  1854—55.    St.  Petersburg  1899. 
Rudakov,  A.   Materialien  zur  Geschichte  der  chinesischen  Kultur  in  der 

Provinz  Kinn  (1644-1902).    1.  Die  Übersetzung  des  Czi-liü  tun-6zi. 

Wladiwostok  1903. 
Serosevskij,  V.  L.   Die  Jakuten.    Versuch  einer  ethnographischen  Unter- 
suchung.   St.  Petersburg  1896. . 
8ozonovi6,  J .    Zur  Frage  nach  dem  Einfluß  des  Westens  auf  die  slavische 

und  russische  Poesie.    Warschau  1898. 
Str^lcov,  A.   Die  Ärzte  bei  den  alten  Römern.    Moskau  1888. 

Academy  of  naturai  Sciences  in  Philadelphia: 
Journal.   II««  Series,  vol.  XIII,  part  8.    1907.   4P. 
Proceedings.   Vol.  58,  part  2,  3;  voL  59,  part  1.    1906-07.   gr.  8®. 

Historieal  Society  of  Pennsylvania  in  Philadelphia: 
The  Pennsylvania  Magazine  of  History.   Vol.  XXX,  No.  120;   vol.  XXXI, 
No.  121—123.    1906-07. 
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American  PhüoeophiceU  Society  in  Philadelphia: 
Proceedings.   Vol.  45,  No.  183,  184;  vol.  46,  No.  186  u.  186.    1906-07. 
The  Volume  of  the  Franklin  Bicentennial  Celebration.    1906. 

Societä  Toscana  di  seienze  naturali  in  Pisa: 
Atti.   Processi  verbali,  vol.  XVI,  No.  2—5.    1906—07.   4<>. 
Atti.   Memorie,  vol.  XXII.    1906.   gr.  8*. 

Societä  Italiana  di  fisiea  in  Pisa: 
II  nuovo  Cimento.   Serie  V,  tomo  12,  Ottobre— Dicembre  1906,  tomo  13, 
Genajo— Maggo  1907,  tomo  14,  Giugno— Ottobre  1907. 

Ältertumsverein  in  Plauen: 
Mitteilungen.    18.  Jahresschrift  für  1907—08.    1907. 

Historische  Gesellschaft  in  Posen: 
Zeitschrift.   21.  Jahg.,  1.  u.  2.  Halbband.    1906. 
Historische  Monatsblatter.   Jahrg.  VII,  1906,  Nr.  1-12, 

Ästrophysikalisches  Observatorium  in  Potsdam: 
Publikationen.    Bd.  XV,  stuk  1 ;  Bd.  XVII.    1907.    4^. 
Photographische  Himmelskarte.   Katalog,  Bd.  IV.    1907.   4^ 

Böhmische  Kaiser  Franz  Joseph-Akademie  in  Prag: 
Sbirka  pramenä.   Skupina  I,   cfslo  7;  Skupina  II,   öislo  8;   Skupina  HI, 

öfslo  5,  6.    1905-06. 
Pamatky  archaeologick^.   Bd.  XXII,  Heft  6,  6.    1907.   4P. 
Historicky  Archiv.    Cfslo  25—29.    1905-07. 
V&tmic.    Bd.  Xiy,  XV.    1904-05. 
Bulletin  international.    Classe  des  sciences  mathematiques.    IX®  annee, 

Heft  2;  X«  ann^e.  Heft  1,  2.    1904—05. 
Almanach.   Roinik  XVI,  XVII.    1906—07, 
Archiv  pro  Lexikographie.    Cfslo  IV,  VI,  1,  2.    1906. 
Bibliografie  Ceskö  Historie.   Tom.  III,  svazek  2,  8.    1905—06. 
Rozpravy.   Th'da  I,  öfslo  34-36,  Tffda  II;   Roönfk  XIV,  XV,  TKda  Ul 

öfslo  21,  22.    1905—06. 
Zfkmund  Winter,  Dejiny  femesel.    1906. 
Katalog  6esk^ch  fossilnfch.    1905. 
J.  Baborovsk^,  Elektrochemie.    1904. 
Bibliotäka  Klassikfi.    Cfslo  11—14.    1905—07. 
Filip  Poöta,  Palaeozoologie.    Bd.  1,  2.    1904—05. 
A.  Reychler,  Chemie  fysikalnö».    1902. 
Antonfn  Pavliöek,  Dodatek.    1905. 
Filosofickä  Bibliotheka.   Rada  II,  öfslo  1.    1906. 
Max  Kfepinsky,  0  pom^ru  pfedlohy.    1905. 
Karel  Ghodounsky,  Nastuzenf.    1906. 

Landesarchiv  in  Prag: 
Mitteilungen.   I.  Bd.    1904. 
Archiv  Cesk^.   Dfl  23.    1906.   4<>. 
Codex  diplomaticus  et  epistolaris  regni  Bohemiae.  Tomi  I,  fiEwe.  2.  1907.  4  . 

Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissenschaft,  Kunst  und  LUeratur 

in  Prag: 
Rechenschaftsbericht  für  das  Jahr  1906.    1907. 
Bibliothek  deutscher  Schriftsteller  aus  Böhmen.    18.  u.  19.  Bd.    1906-0^ 
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K.  Böhmische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Prag: 
Monumenta  Yaticana  res  gestas  Boliemicas  illustrantia.    1907.   4^.» 

Lese-  und  Eedehalle  der  deutschen  Studenten  in  Prag: 
58.  Bericht  über  das  Jahr  1906.    1907. 

K.  Böhmisches  Museum  in  Prag: 
Bericht  für  das  Jahr  1906.    1907. 
Öaaopis.   Bd.  81,  Heft  1-4.    1907. 
Pamdtky  archaeologisckö.    Dfl22,  Heft3-6.    1906-07.    40. 

K,  K,  Sternwarte  in  Prag: 

Magnetische  und  meteorolog.  Beobachtungen.   67.  Jahrg.  1906.    1907.   fol. 

Verein  böhmischer  Mathematiker  in  Prag: 

Öasopis.   Tome  86,  No.  1—4.    1906. 

Verein  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen  in  Prag: 

Mitteilungen.   46.  Jahrg.,  Nr.  1—4.    1907. 

Deutscher  naturwissenschaftlich-medizinischer  Verein  für  Böhmen  „Lotos" 

in  Prag: 

Sitzungsberichte.   Jahrg.  1906,  N.  F.,  Bd.  26.    1906. 
Naturwissenschaftliche  Zeitschrift.    Neue  Folge,  Bd.  1,  Nr.  1—8.    1907.  4<>. 

Meteorologiecd  Department  of  Transvaal  in  Pretoria: 
Annual  Reports  for  the  year  1905—06.    1907.  fol. 

Ägricülturai  Besearch  Institute  in  Pusa: 
Bulletin.   No.  4.    1907.   4« 

Memoirs.   Botanical  Series,  vol.  I,  No.  1,  part  II,  No.  5.   Chemical  Series, 
vol.  II,  No.  2.    1907.    40. 

Historischer  Verein  in  Begensburg: 
Verhandlungen.   Bd.  58.    1907. 

Naturforscher- Verein  in  Biga: 

Eorrespondenzblatt.   Bd.  49  u.  50.    1906—07. 
Statut  des  Naturforscher- Vereins.    1906. 

Bibliothkque  nationale  in  Bio  de  Janeiro: 
Annaes.    Vol.  27,  1905.    1906.   4«. 
k  Bibliotheca  Nacional  em  1904.    1906. 
Catalogo  da  collec9äo  Salvador  de  Mendon9a.    1906. 
Documentos  relativos  a  Mem  de  Sä.    1906. 
General  F.  M.  de  Souza  Aguiar,  Relatocio.    1906. 
Madeira  e  Mamore.    1885. 

ObservcUorio  in  Bio  de  Janeiro: 

Annuario.   Anno  28.    1907. 

Boletim  mensal.   Jan.— Dezembro  1906.   4®. 

Beaie  Äccademia  dei  Lincei  in  Born: 
Annuario.    1907. 
Memorie.   Classe  di  scienze  fisiche.   Serie  V,  vol.  6,  fasc.  9— 12.    1906.   4^. 

,  Notizie  degli  scavi  di  antichitä.    Serie  V,  vol.  3,  fasc.  7 — 12  und 

Indici;  vol.  4,  fasc.  1—6.    1906-07.   49, 
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Atti.  Serie  Y,  Rendiconti.  Classe  di  scienze  fisiche.  Vol.  16,  semesis-e  2, 
fasc.  11,  12;  vol.  16,  semestre  1,  fjMC.  1—12,  semeatre  2,   üewc.  1 — 11. 

Rendiconti.  Classe  di  scienze  morali.  Serie  lY,  vol.  15,  fasc.  5—10;  vol.  16, 
fasc.  1—6.    1906-07. 

Atti.  Rendiconto dell'adunanza  solennedel  2 Giugno  1907,  vol.  IL  1907.  4P, 

E.  Chmitato  geölogieo  d'Italia  in  Born: 
BoUettino.   Anno  1906,  No.  3,  4;  1907,  No.  1,  2. 

Äecademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lineei  in  Born: 
Atti.    Anno  69  e  60.    1906-07.    4^. 

Kaiaerl,  Deutsches  Archäologisches  Institut  (röm.  ÄbtJ  in  Born: 
Mitteilungen.   Bd.  21,  Heft  1—4;  Bd.  22,  fasc.  1,  2.    1906-07. 

B.  Ministero  della  Istrugione  pubhliea  in  Born: 
Le  opere  di  Galileo  Galilei.   Yol.  III,  parte  2;  vol.  XIX.  Firenze.  1907.  4^ 
Per  la  Edizione  nazionale  delle  opere  di  Galileo  Galilei.   Trent'  anni  di 
studi  Galileari  per  Ant.  Favaro.   Firenze  1907.   4®. 

Societä  itaiiana  delle  scienze  in  Born: 
Memorie.    Serie  III,  tome  14.    1907.    4^. 

12.  üfficio  centrale  meteorologioo  Itdliano  in  Born: 
Annali.   Serie  II,  vol.  23,  parte  1,  1901.   1906.   4^. 

22.  Societä  Bomana  di  storia  patria  in  Born: 
Archivio.   Yol.  29,  fasc.  3,  4;  vol.  30,  fasc.  1,  2.    1906—07. 

Stadtmagistrat  in  Bosenheim: 
Aus  Alt-Rosenbeim.   Yon  Lud.  Eid.    1906. 

Universität  Bostock: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4^  u.  8®. 

Bataafsch  Oenootschap  der  Proefondervindelijke  Wijsbegeerte 
in  Botterdam: 
Nieuwe  Yerhandelingen.   Reeks  II,  Deel  YI,  stuk  2.   1906.   4<>. 

Äcadimie  des  sciences  in  Bauen: 
Pr6cis  analytique  des  travaux.    Annee  1904-05  u.  1905—06.    1906—07. 

12.  Äecademia  di  scienze  degli  Ägiaii  in  Bovereto: 
Atti.   Serie  III,  vol.  12,  fasc.  8,  4;  vol.  13,  fasc.  1,  2.    1906-07. 

£cole  frangaise  d'Extrime-Orient  in  Saigon: 
E.  Lunet  de  Lajonquiöre,  Inventaire  descriptif  des  monuments  du  Cam- 

bodge.    Tome  IL   Paris  1907.    gr.  8<>. 
Publications.    Yol.  YII.    Paris  1906.    gr.  8^. 
Bulletin.   Tome  6,  No.  3,  4.   Hanoi  1906.   4^ 

Gesellschaft  für  Salzburger  Landeskunde  in  Salzburg: 
Mitteilungen.    47.  Yereinsjahr  1907. 

AUmärkischer  Verein  für  vaterländische  Geschichte  in  Saizwedel:] 
34.  Jahresbericht.    1907. 
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Historischer  Verein  in  St,  Gallen: 

Die  Buigrend.  Kantone  St.  Gallen  u.  Appenzell.  Teil  1  v.  G.  Felder.  1907.  4". 
Drei  St.  Gallische  Reisläufer  v.  Traugott  Schieß.    1906.    4». 
Mitteilungen.   Bd.  XXX,  1.  Hälfte.    1906. 
ürkundenbuch  der  Abtei  St.  Gallen.   Teil  V,  Lief.  2,  8.    1905-06.   49. 

Academy  of  science  in  St.  Louis: 
Transactions.   Vol.  XV,  No.  6;  vol.  XVI,  No.  1— 7.    1906—07. 

Missouri  Botanical  Garden  in  St,  Louis: 
XVIIth  annual  Report.    1906. 

Instituto  y  Observatorio  ,de  marina  de  San  Fernando: 
Almanaque  nautico  para  el  afio  1908.    1906.    49, 
Annales.   Secciön  1»,  Memoria  del  EcKpse  de  1905.    1907.   fol. 

,         Secciön  2,  Observaciones  meteorolog.    Anno  1906.    1907.   fol. 

Bosnisch- Her zegovinische  Landesregierung  in  Sarajevo: 
Ergebnisse  der  meteorol.  Beobachtungen  im  Jahre  1902—08.  Wien  1906.  4^. 

Landesmuseum  in  Sarajevo: 
Wissenschaftliche  Mitteilungen.    Bd.  IX,  X.    1904-07.    4^. 

ünioersität  in  Sassari  (Sardinien): 
Studi  Sassaresi.   Anno  IV,  sez.  II,  fasc.  II  u.  Supplemento  No.  6,  7 ;  anno  V, 
sez.  II,  Supplemento  No.  1,  2.    1906—07. 

Verein  für  mecklenburgische  Geschichte  in  Schwerin: 
Jahrbücher  u.  Jahresberichte.  72.  Jahrg.  u.  Register  zu  Jahrg.  51—60.  1907. 
Mecklenburgisches  ürkundenbuch.   Bd.  XXII.    1907.   4^ 

Nord-China  Branch  of  the  B,  Äsiatic  Society  in  Shanghai: 
Journal.   Vol.  88.   1907. 

B.  Äceademia  dei  fisiocriiici  in  Siena: 
Atti.   Serie  IV,  vol.  18,  disp.  G— 10,  .vol.  19,  disp.  1—6;   Serie  V,   vol.  4, 
disp.  3.    1906—07. 

K,  K,  Archäologisches  Museum  in  Spaltxto: 
Bullettino  di  Archeologia.    1906,  No.  8-12  u.  Supplemento  al  BuUettino, 
No.  1-4  a  1907.    1906-07. 

Historischer  Verein  der  Pf  als  in  Speyer: 
Mitteilungen.   Heft  29  u.  30.    1907. 

K.  Vitterhets  Historie  och  Antiquitets  Akademie  in  Stockholm: 
Mänadsblad.    32.-34.  Jahrg.  1903-05.    1907. 
Fomwännen  1906.    Argangen  I.    1907. 

K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Stockholm: 

Arsbok.    Ar  1906  u.  1907.    üppsala  1906-07. 

Astronomiska  Jakttagelser.    Bd.  8,  No.  3-6.    üppsala  1906-07.    49. 
Meteorologiska  Jakttagelser  i  Sverige.  .Vol  48.   üppsala  1907.   49. 
Handlingar.  N.F.,Bd.41,No.4,6— 7;  Bd.42,No.l— 9.  üppsala  1906-07.  4». 
Arkiv  för  Zoologi.   Bd.  III,  Heft  8,  4.   üppsala  u.  Stockholm  1907. 
Arkiv  för  KemL   Bd.  II,  Heft  4-6.   üppsala  u.  Stockholm  1907. 
Arkiv  för  Botanik.   Bd.  VI,  Heft  3,  4.   üppsala  u.  Stockholm  1907. 
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Arkiv  för  Matematik.   Bd.  III,  2—4.    1907. 

Nobelinstitut  Meddelanden.   Bd.  I,  7.    1907. 

Linn^,  Skrifter.   Bd.  1—3.    1905—06. 

Linne,  s&som  naturforskare  och  läkare.   Up^sala  1907. 

Linnä,  Systema  naturae  facsim.  edit.   Holmiae  1907.   fol. 

Les  prix  Nobel  en  1902  u.  1906,  Supplement.   En  1904-07. 

Oeologiska  Förenvng  in  Stockkolm: 
Förhandlingar.   Bd.  28,  Heft  7;  Bd.  29,  No.  1-6.    1906-07. 

Institut  Boyal  giologique  in  Stockholfn: 
Sverigea  geologiska  ündersökning.    S^rie  Aa,   Nr.  123,    134,   137,    140. 
Karten  mit  Text;  S^rie  C,  p.  201—208. 

Nordiska  Museet  in  Stockholm: 
Fataburen.   1906,  Heft  1—4. 
Bidrag  tili  y&r  odlings  häfder,  No.  9.    1906. 

Württembergische  Kommission  für  Landesgeschichte  in  Stuttgart: 

Vierteljahreshefte  för  Lande^geschichte.   N.  F.,  XVI.  Jahrg.  1907,  Heft 
1—4.    1907. 

K.  Württemberg,  Statistist^es  Landesamt  in  Stuttgart: 
Württembergische  Jahrbücher  für  Statistik  u.  Landeskunde.   Jahrg.  1906, 

2  Hefte.    1906-07.   4». 
Bibliographie  der  Württemberg.  Geschichte.   Bd.  III.    1907. 
Württemberg,  ürkundenbuch.    Bd.  IX.    1907.   4<>. 

Department  of  Mines  and  Agriculture  of  New-South- Wales  in  Sydney: 
Annual  Report  for  the  year  1906.    1907.   fol. 

Geological  Survey  of  New -South- Wales  in  Sidney: 
Records.   Vol.  VIII,  3.   1907.   4«. 

Linnean  Society  of  New -South' Wales  in  Sydney: 

Proceedings.   Vol.  31,  part  3,  4;  vol.  32,  part.  1—8.   1906—7. 

Observatorio  astronömico  nadonäl  in  Tacubaya: 

Anuario.   Ano  de  1907,  affo  XXVII.   1906. 
Observaciones  meteorolögicas  ano  de  1904.   1907.   4®. 

National  Physical  Laboratory  in  Teddington: 
Report  for  the  year  1906.    1907.   4<>. 

Earthquake  IntesOgation  Gommittee  in  Tokyo: 
Publications.  No.  22B  Art.  1—4;  No.  23,  24.    1906-07. 
BuUetin.   Vol.  I,  No.  1-4.    1907.   4«. 

Ägrictütural  Experiment  Station  Japan  in  Tokyo: 
The  BuUetin.   Vol.  I,  No.  2,    1907.   4». 

Kaiserl,  Universität  Tokyo  (Japan): 
The  Journal  of  the  College  of  Science.   Vol.  XXI,  artide  2— 7,  9—11; 

vol.  XXII;  vol.  XXIII,  article  1.    1906—07.   4». 
Mitteilungen  aus  der  median.  Fakultät.   Bd.  VII,  No.  1,  2.    1906-07.  4«. 
The  Bulletin  of  the  CoUege  of  Agricsulture.   Vol.  VII,  No.  8,  4.   1907.  4«. 
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Ältertumsverein  in  Torgau: 
Veröffentlichungen.   Heft  XX.   1907. 

üniversiti  in  Toulouse: 
Bibliotheque  m^ridionale.   I.  Sörie,  vol.  10, 11;  II.  S^rie,  vol.  11.  1906—07. 
Bulletin  de  la  Station  de  pisciculture.   No.  3   4.    1906. 
Annales  du  Midi.    Ann^e  18,  No.  70-74.    1906—07. 
Annales  de  la  fiacultä  des  sciences.  11«  S^rie,  tomeVIII,  fasc.  2—4;  tomeIX, 
fasc.  1.    1906  -  07.   4^. 

Biblioteea  e  Museo  comunaU  m  Trieni: 
Archivio  Trentino.   Anno  XXI,  fasc.  4;  anno  XXII,  fasc.  1—3.   1906—07. 

Videnskäbers  Selskab  in  Trondhjem: 
Skrifter.    1905  u.  1906,    1906-07. 

Kaiser  Franz  Joseph-Museum  für  Kunst  und  Gewerbe  in  Troppau: 
Zeitschrift  für  Geschichte  und  Kulturgeschichte  österreichisch  Schlesiens. 

Jahrg.  1  1906/06,  Heft  1—4;  Jahrg.  2,  1906/07,  Heft  1-3.   4^. 
Jahresbericht  fttr  das  Jahr  1906.    1907. 

Universität  Tübingen: 
Max  Rümelin,  Bernhard  Windscheid.  1907.  40. 
Chr.  Sejbold,  Verzeichnis  der  arabischen  Handschriften  I.    1907.   4^. 

B.  Äccademia  delle  scienze  in  Turin: 
Osservazioni  meteorologische.   Anno  1906.    1907. 
Atti.    Vol.  42,  disp.  1—16.    1907. 
Memorie.    Serie  II,  tomo  56,  57.    1906—07. 

B,  Äccademia  d'agricoltura  in  Turin: 
Annali.   Vol.  49.  1906.    1907. 

K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  üpsala: 
Nova  acta.   Ser.  IV,  vol.  50,  fiasc.  2.    J907.   4^. 

Meteorolog.  Observatorium  der  Universität  Upsala: 
Bulletin  mensuel.   Vol.  38,  1906.  1906-07.   fol. 

K,  Universität  in  Upsala: 
Katalog  der  Inkunabeln  der  K.Universitätsbibliothek.  Von  J.  Coll^ju.  1907. 

Bedahtion  der  Zeitschrift  ^Eranos*  in  Upsala: 
Eranos.   Vol.  VI,  fasc.  1-4.    1905  -  06..  . 

Historisch  Genootschap  in  Utrecht: 
Bijdragen  en  Mededeelingen.    Bd.  XXVII  u.  XVIII.    Amsterdam  1906—07. 
Werken.   Serie  111,  No.  18,  21—24.   Amsterdam  1906-07. 

Provindal  Utrechtsch  Genootschap  w  Utrecht: 
Aanteekeningen.    4.  Juni  1907. 
Verslag.   5.  Juni  1907. 

Institut  Boyal  Mäiorologique  des  Pays-Bas  in  Utrecht: 
Annuaire,   57«  ann^e  1905.    Abt.  A.  Meteorologie;   Abt.  B.  Magnätisme. 

1907.    4P. 
Mededeelingen  en  Verhandelingen.  V.    1907. 
Onweders  in  1905.   Deel  26.    1907. 
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Physiologisch  Läboraiörium  dtr  HoogentehocH.  in  Utrecht: 

Onderzoekingen.    5.  Reeks.   VII.,  VIII.    1906^-07. 

Äccadenria  di  Sciense  in  Verona: 

Atti.   Serie  IV,  vol.  5,  fasc.  2;  vol.  6,  faac.  1.    1905  --06. 
Osservazioni  meteorologiche,  1904  u.  1906.    1905^  06. 

Museo  civico  di  Verona: 

Madonna  Verona.    Annata  1,  fasc.  1.    1907. 

Mathemcaiseh-physikalitehe  QeseUeehaft  in  Warschau: 

Prace.   Tomo  18.    1907. 

Bureau  of  American  JEthndhgy  in  Washington: 

BuUetin.    No.  30.    1907. 

24tb  and  2h^^  annual  Report.    1907.   4P, 

Voita  Bureau  im  WaMngtom: 

Special  Reports.   The  Blind  and  the  Deaf  1900.    1906.   4<>. 

Commissioner  of  £!dueation  in  Washington: 

Report  for  the  year  1003/04,  vol.  2  and  1904/05,  vol.  1,  2.    1906—07. 

ü,  S,  Department  of  Agrieulture  in  Washington: 

Yearbook  1906.    1907. 

Weather  Map.    1907,  Jannary  1—31,  February  1—28. 

Smithsonian  Institution  in  Washington: 
Frederic  W.  True,  Remarks  on  the  Type  of  the  fossil  Cetacean  Agarophius. 

1907.   4. 
Smithsonian  Contributions  to  knowledge.    Part  of  vol.  XXXV.    1907.   4P. 
Annual  Report  for  the  year  ending  June  30,    1905  and  1906.    1906-07. 
Miscellaneous  Collections.    Vol.  47,    No.  1559;    vol.  48,    No.  1656.    1695; 

vol.  49,  No.  1652,  1717,  1720,  1721;  vol.  50,  No.  1708,  1725.   1906-07. 

Carnegie  Institution  of  Washington: 
William  Lawrence  Tower,  An  Investigation  of  Evolution  in  Cryaomelid 

Beetles  of  the  Genus  Leptinotarsa.     1906. 
BuUetin.    No.  15—19.    1907.   gr.  8^ 

Papers  of  the  Station  for  Experimental  Evolution.   No.  8.    1907.  gr.  8*^- 
Mutations,  Variations   and  Relaiion-Shipe  of  Oenotheras  by  D.  T.  Mac- 

dougal,  A.  M.  Vail,  and  G.  p.  ShulL    1907. 

U.  8.  National'Museum  in  Washington: 
Contributions  fram  the  ü.  S.  National  Herbarium.   Vol.  10,  part  3  mit 

Karte,  part  4,  5.    1906-07. 
Proceedings.    Vol.  31,  32.    1907. 
Bulletin.    Vol.  50;  vol.  53,  part  2.  No.  56-60.    1907. 
Annual  Report  of  the  Board  of  Regents. 
Report  of  the  National  Museum  for  1904-05  and  1905-06.    1906. 

U,  S.  Naoai  Observatory  in  Washington: 
Synopsis  of  the  Report  for  the  1905—06.    1906. 

Phüosophical  Society  in  Washington: 
Bulletin.   Vol.  XV,  p.  1-56,    1907. 


FtfTnetdM»  der  eingdaufmen  Drueksdinften,  35* 

Jeyjttk  äiftmeorf  Seeietf  in  Wathingtan: 
Publications.   No.  15.    1906. 

ü,  5.  Coast  and  Geodetie  Survey  Office  in  Washington  i 
Report  of  tlie  Superintendent  1905—06.    1906.   4^. 

United  States  Geologieal  Survey  in  Washington: 
Bulletins.    No.279,  283—286,  287,  289,  290,  293-308,  310-315,  817—818, 

320,  323,  324.    1906-07. 
Monographa.   Vol.  50.    1906.   4<>. 
27.  Annual  Report  1905—06.    1906. 

Professional  Paper.    No.  46,  51,  62—55,  57.    1906-07.    4«. 
Mineral  Resources,  1905.    1906. 

Water-Supply  Paper.    No.  159,   162,   164,    172,   174,   175,  177,   17 1—197, 
199-206,  208.    1906—07. 

Harzverein  für  Geschichte  in  Wernigerode: 
Zeitschrift.    40.  Jahrg.,  1907,  Heft  1  u.  2. 

Kaiserl.  Akademie  der  Wiesensdhaften  in  Wien: 
Sitzungsberichte.  Philos.-hist.  Klaese,  Bd,  152,  154  und  8  Separatabhand- 
lungen, Bd.  155,  Abhandlung  3  u.  5.    1907. 
Mathem.-naturwissenscbaftl.  Ela8se. 


Abt.  I,     Bd.  115,  Heft  6 -10 
,     IIa,    ,    115,     .     6-10 
,    IIb,    .    116,      .     7—10 
III,       ,    115,     ,     6-10 


Bd.  116,  Heft  1—6. 
,  116,  .  1-6. 
,    116,     ,     1—6. 

116,     ,     1-5.    1906—07. 


Denkschriften.   3iathem.-naturwi88en8chaftl.  Elasee,  Bd.  71,  1.  Halbband; 

Bd.  80.    1907.    40. 
Anzeiger  der  mathem.-naturwissenschaftl.  Klasse.    1907,  Nr.  I — XXVII. 
Archiv  für  österreichische  Geschichte.  Bd.  94,  2.  Hälfte;  Bd.  95,  2.  Hälfte; 

Bd.  96,  1.  u.  2.  Hälfte.    1906-07. 

K,  K.  Geologische  Reichsanstalt  in  Wien: 

Verhandlungen.    1906,  Nr.  11—18;  1907,  No.  1—9.   4«». 

Abhandlungen.   Bd.  XVIII,  Heft  2.    1907.   fol. 

Jahrbuch.   Jahrg.  1906,  Bd.  56,  Heft  3,  4;  Jahrg.  1907,  Bd.  57,  Heft  1—3.  4^. 

K,  K,  Zentralanstalt  für  Meteorologie  und  Geodynamik  in  Wien: 
Bericht  der  im  Jahre  1904  in  Österreich  beobachteten  Erdbeben.  Nr.  I.  1906. 
Jahrbücher.  Jahrg.  1905,  N.  F.,  Bd.  42  (=  der  ganzen  Reihe  Bd.  50).  1907.  4fi. 
Anhang  zum  Jahrbuch  1905.    1906.   4®. 

K.  K,  Gradmeasunge-Sureau  in  Wien: 
Astronomische  Arbeiten.   Bd.  XIV.    1907.    4<>. 

K.  K,  Gesellschaft  der  Ärzte  in  Wien: 
Wiener  klinische  Wochenschrift.    1907,  Nr.  1—52.    4<>. 

Zoologisch-botanische  Gesellseketft  in  Wien: 
Verhandlungen.    Bd.  56,  Heft  8-10;  Bd.  57,  Heft  1-9.    1906-07. 
Abhandlungen.   Bd.  IV,  Heft  1-3.   Jena  1907.    4^ 

K,  K,  Militär-geographisches  Institut  in  Wien: 
Die  Astronomisch-geodätischen  Arbeiten.    Bd.  XXI.    1906.    4^. 
Eigebnisse  der  Triangulierungen.   Bd.  4.    1906.    4^. 


36*  VerzeichnU  der  eingelaufenen  Druekachriften, 

R.  K.  Naturhistarisches  Hofmuseum  in  Wien: 
Annalen.   Bd.  XX.  Nr.  4;  Bd.  XXI,  Nr.  1  u.  2.    1906—06.   gr.  8^ 

Institut  für  Österreichische  Geschichtsforschung  in  Wien: 
Die  Feier  des  80.  Geburtstages  von  Theodor  von  Sickel.    1906. 

K.  K.  Universität  in  Wien: 

Scbriften  aus  dem  Jahre  1907.  I 

Verein  zur  Verbreitung  naturunssenschaftlieher  Kenntnisse  in  Wien: 
Schriften.   Bd.  47,  Jahrg.  1906/07.    1907.  | 

Verein  für  Nassauische  Altertumskunde  etc,  in  Wiesbaden: 
Annalen.   86.  Bd.,  1906.    1907.    4». 

Nassauischer  Verein  für  Naturkunde  in  Wiesbaden: 
Jahrbücher.    Jahig.  60.    1907. 

Geschichtsverein  in  Wolfenbüttel: 
Jahrbuch.    B.  Jahrg.    1906. 
Braunschweigisches  Magazin.    Bd.  XII,  Jahig.  1906.   4^^.  j 

Physikalisch-medizinische  Gesellschaft  in  Würzburg:  ! 

Verhandlungen.    N.  F.,  Bd.  39,  Nr.  1,  2.    1907. 
Sitzungsberichte.    1906,  Heft  1—7;  1907,  Heft  1,  2.  j 

Gartenbauverein  in  Würzburg:  ' 

Festgabe  des  Fränkischen  Gartenbau  Vereins  zur  50.  Erinnerungsfeicr  seiner  | 

Gründung.    1907.    4^. 

Historischer  Verein  von  Unterfranken  in  Würzburg: 
Archiv.    Bd.  48.    1906. 
Jahresbericht  für  1905.    1906. 

Schweizerische  Meteorologische  Zentralanstalt  in  Zürich: 
Annalen.    42.  Jahrg.,  1905.   4«. 

Antiquarische  Gesellschaft  in  Zürich: 
MitteUungen.   Bd.  26,  Heft  5.    1907.   4«. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Zürich: 
109.  Stück  auf  das  Jahr  1907.   4^. 

Vierteljahrsschrift.   51.  Jahrg.,  Heft  2—4;  52.  Jahrg.,  Heft  1,  2.    1907. 
Neue  Denkschriften.   Bd.  41.    1907.   4^. 

Schweizerische  Geologische  Kommission  in  Zürich: 
Beitrage  z.  Geologie  d,  Schweiz.    Geotechn.  Serie,  Lief.  IV.   Bern  1907.   4*- 
Beiträge  z.  Geol.  Karte  d.  Schweiz.  Lief.  XXVI,  1  u.  XXIX,  1.  Bern  1907.  4«. 

Schweizerisches  Landesmuseum  in  Zürich: 
Anzeiger  für  Schweizerische  Altertumskunde.    N.  F.,  Bd.  VIII,  Nr.  3,  4; 

Bd.  IX,  Nr.  1—3.    1906-07.    4P, 
15.  Jahresbericht  1906.    1907. 

Sternwarte  in  Zürich: 
Astronomische  Mitteilungen.   Nr.  98.    1907. 

Universität  in  Zürich: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4''  u.  8®. 


Vereeithnia  der  eingelaufenen  Druckschriften.  37"* 


Von  folgenden  PriTatpersonen: 

Henryk  Ärctowski  in  Brüssel: 
Variations  de  la  yitesse  du  yent.    1906. 

Verlagsbuchhandlung  Joh.  Ämhr.  Barth  in  Leipzig: 
Beiblätter  zu  den  Annalen  der  Physik.    1906,  Nr.  24;  1907,  Nr.  1—20. 
Journal  für  praktische  Chemie.    Bd.  74,  Nr.  20-24;  Bd.  75,  Nr.  1—12; 
Bd.  76,  Nr.  1—12.    1906-07. 

Firma  Basse  &  Selve  in  Altena  (Westfalen): 
Das  Nickel-Eisen.    1907.   4^. 

Friedrich  Bassermann- Jordan  in  Deidesheim: 
Geschichte  des  Weinbaues  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  bayerischen 
RheinpÄlz.    3  Bde.   Prankfurt  a.  M.  1907.   4«. 

Francis  Basforth  in  Cambridge: 
Ballistic  Experiments  from  1864  to  1860. 

Buchhandlung  BÖMaus  Nachfolger  in  Weimar: 
Zeitschrift  der  Savigny-Stiftung.    Bd.  28  in  2  Abteilungen.    1907. 

Benward  Brandstetter  in  Lueern: 
Ein  Prodromus   zu  einem   vergleichenden  Wörterbuch  der  malaio-poly- 
nesischen  Sprachen.    1906. 

Antonio  Cabreira  in  Coimbra: 
Sur  las  Corps  polygonaux.    1907. 

Sabre  o  Calculo  das  Reservas  Mathematicas.   Lissabon  1907. 
Demonstratio  mathematica  do  seguro  Portugal  Previdente.  Lissabon  1907. 

Arthur  Chuquet  in  Paris: 
Journal  de  voyage  du  G6n^ral  Desaix.   Suisse  et  Italie.    1907. 

Carl  Chun  in  Leipzig: 
D.  wissenschaftl.  Ergebnisse  d.  deutschen  Tiefsee-Expedition.  Jena  1906.  4^. 

Pierre  Coquelle  in  Meulan: 
Le  Christ  de  Guiry  du  XII«  siecle.   Versailles  1907. 

Leonhard  Dittmeyer  in  Würzburg: 
Aristotelis  de  animal.  historia,  textum  recognovit  L.  Dittmeyer.  Leipz.  1907. 

Frantiiek  Dvorsky  in  Prag: 
Po<^tky  kalicha  a  Artikule  Prai^ske  jii  L.  1417.    19o7. 

F,  Ebber  in  Heidelberg: 
Der  Arsen-Gehalt  der  Maxquelle  in  Bad  Dürkheim.    1907. 

Sophronios  Eustratiades  in  Wien: 
Michael  Glykas.    Tom.  1.   Athen  1906. 

Verlagsbuchhandlung  Ghistav  Fischer  in  Jena: 
Denkschriften.    VI,  Teil  2.    1906.    4<>. 
Naturwissenschaft!.  Wochenschrift.  1907,  Nr.  1—35, 37  -  40,  42. 44—52.   4<>. 


38*  Verseidim$  der  eingelaufenen  Druekeehriften. 

Hermann  Fischer  in  Tübingen: 
Schwabisches  Wörterbuch.   Lief.  XVII— XX.    1907.   4» 

Paul  Foumier  in  Qrendble: 
ätude  sur  iausses  D^cr^tales.   Louvain  1907. 

Paul  George  in  Jena: 
Das  heutige  Mexiko  und  seiue  Eulturfortschritte.    1906. 

Otto  Oübert  in  Halle  o.  S,: 
Die  meteorologischen  Theorien  des  griechischen  Altertums.   Leipzig  1907. 

yw  /.  B.  Andrt  Godin  in  Guise  (Aisne): 
Documents  p.  une  biographie  complete  de  J.  B.  Ändrö-Godin.    Tom.  2. 
1902—06. 

Friedrich  Ch>ppel9roeder  m  Basel: 

Neue  Gapillar-  und  Capillanmalytische  Untersachungen.   1907. 

Georg  Grupp  in  Maihingen: 
Kulturgeschichte  des  Mittelalters.   I.  Bd.   Paderborn  1907. 

F,  E,  Helmert  in  Potsdam: 

Die  Ausgleichuogsrechnung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Leipzig  1907. 
Bestimmung  der  Höhenlage  der  Insel  Wangeroog.    Berlin  1907.   4P. 

Georg  Helmreich  in  Ansbach: 
Graleni  de  usu  partium  Libri  XVII.   Vol.  1.   Leipzig  1907. 

G.  Henriksen  in  Ghristiania: 
Sundry  Geological  Problems.    1906. 

Gustav  Herbich  in  München: 
Corpus  inscriptionum  Etruscarum.    Vol.  II.   Leipzig  1907.   fol. 

Her  der  sehe  Buchhandlung  in  Freiburg  *.  Br.: 
Jahresbericht  für  1906  und  1907. 

Alfred  Hülehrandt  in  Breslau: 
Indische  Forschungen.    Heft  2.    1907. 

Friedrich  Hirth  in  New- York: 
Chinese  Metallic  Mirrors.    1906.    gr.  S^. 
Syllabary  of  Chinese  Sounds.   Washington  1907.   4P, 

Vatroslav  JagiS  in  Wien: 
Psalterium  Bononiense.    1907.   4^. 

Charles  Janet  in  Beauvais: 

Anatomie  de  la  T^te  du  Lasius  Niger.   Limoges  1905. 
Remplacement  des  Muscles  vibrateurs  du  vol  etc.   Paris  1906.    4^. 

F.  Jousseaume  in  Paris,: 
De  Tattraction  et  autres  joyeuset^s  de  la  scienoe  1907. 

Hermanyi  Knapp  in  Mündien: 
Die  Zenten  des  Hochstifts  Würzburg.   Bd.  I,  Abt.  1,  2.   Beiiin  1907. 


VerMeiehms  der  eingelaufenen  Dniehechnften,  S9* 

Oscar  Knoblaudi,  R.  Limde  und  H.  EJ^e  in  München: 

Die  therm.  Eigenschaften  des  gesättigten  Wasserdampfes.  Berlin  1906.  4*. 

JR.  V.  Kövesligethy  in  Budapest: 

Verhandlungen  der  vom  16.— 20.  Oktober  1900  in  Rom  abgehaltenen 
ersten  Tagung  der  permanenten  Kommission  der  internationalen 
seismologischen  Assoziation.    1907. 

Heinrich  Kopecky  in  Tardubkx: 

Beobachtungen überd.WitterunginWienind.Jahren  1896—1906.  1907.  fol. 

Reinhold  Koser  in  Charlottenburg: 

Jahresbericht  über  die  Herausgabe  der  Monumenta  Germaniae  bistorica. 
30.  Mai  1907.   Berlin  1907. 

Karl  Ki'umhacher  in  München: 
Byzantinische  Zeitschrift.   Bd.  XVI,  Heft  1—4.   Leipzig  1907. 

Ernst  V,  Kuhn  in  München: 
Übersicht  der  Schriften  Theodor  Nöldekes.   Gießen  1907.   A^. 

J.  V,  Kutt  in  München: 
Die  Poesie  vornehmlich  auf  Denkmünzen  Bayerns.   Wien  1907. 
Bildnisse  von  fürstlichen  und  anderen  deutschen  Frauen   des  XVI.  und 
XVII.  Jahrhunderts  auf  Medaillen.    Wien  1907. 

Otto  Lenel  in  Straßburg  i,  E.: 
Das  Edictum  perpetuum.   Leipzig  1907. 

Renry  Ohatrles  Lea  in  Philadelphia: 
History  of  the  Inquisition  of  Spain.   Tom.  4.    New- York  1907. 

Gabriel  Monod  in  Versailles: 
Revue  histonque.    1907»  Janir.-D^c.  und  Sixi^me  table  g^n^rale  1901--0Ö. 

Heinricfi  Nissen  in  Bonn: 
Orientation.    Studien  zur  Geschichte  der  Religion.    2  Hefte.   Berlin  1907. 

Adolf  Noreen  in  üppsala: 
V&rt  Spr&k.   Bd.  I.   Lund  1906. 

G.  B.  Olivero  in  Carignano: 
Astronomia.   Conferenza.    Torino  1907.   4^. 

Hans  Passarge  in  Berlin: 
Ursprung  des  Lebens  aus  mechanischen  Prinzipien.    190S. 

Hans  Pruts  in  Mündien: 
Die  geistlichen  Ritterorden.   Berlin  1907. 

Moritz  von  Bohr  in  Jena: 
Die  binokularen  Instrumente.   Berlin  1907. 

H,  Rosenbuseh  in  Heidelberg: 
Mikroskopische  Thyriographie.   Bd.  IT,  1.  Hälfte.   Stuttgart  1907. 

Ludwig  Schemann  in  Straßbarg  i.  E,: 
Die  Gobineau-Sammlung  der  Kaiserl.  Universitäta-  und  Landesbibliothek 
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Mathematisch-physikalische  Klasse. 

Sitzang  vom  4.  Januar  1908. 

Herr  Ferdinand  Lindemann  legt  eine  Arbeit  des  Herrn 
Artüb  Rosbnthal:  „Zur  Theorie  der  gleichflächigen  Poly- 
eder* vor. 


Zur  Theorie  der  gleichflächigen  Polyeder. 

Von  Artnr  Bosenthal  in  München. 

{ßtmgtlaMftn  4.  Januar.) 

Es  war  bisher  nicht  gelungen,  den  Formenreichtum  der 
höheren  gleichflächigen  Polyeder  zu  ergründen.  Was  man  zu 
geben  vermochte,  waren  nur  einzelne  Beispiele;  ein  Überblick 
über  die  Mannigfaltigkeit  der  Formen  wurde  nicht  gewonnen.*) 
Ich  habe  nun  in  einer  größeren,  noch  unveröffentlichten  Ab- 
handlung versucht,  wenigstens  über  die  gleichflächigen  Poly- 
eder mit  direkt-symmetrischen  Kanten  einige  Klarheit 
zu  verschaflfen;  und  zwar  wurden  vorläufig  die  Polyeder  des 
formenreichsten,  nämlich  des  kubischen  Systems  vollständig 
untersucht,   nach  Methoden,    welche   sich  unmittelbar  auf  die 


^)  Vgl.  die  zusammenfassende  Darstellung  des  bisher  Geleisteten  und 
die  Literaturangaben  in :  M.  Brückner,  Vielecke  und  Vielflache.  Leipzig 
1900.    Vor  allem:  Abschnitt  F.    Die  besonderen  Vielflache  höherer  Art. 
1908.  Bitznngab.  d.  matb.-phy8.  KL  X 
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übrigen  Systeme  werden  anwenden  lassen.*)  Im  folgenden  soll 
nun,  unter  Andeutung  der  Methoden,  eine  kurze  Übersicht  über 
die  wesentlichsten  Resultate  meiner  Arbeit  gegeben  werden. 

Da  die  Flächen  jedes  höheren  gleichflächigen  Polyeders 
(wie  schon  Heß  gezeigt  hat)  ein  konvexes  gleichflächiges 
Polyeder  erster  Art  als  inneren  Kern  einschließen,  so  fallt 
unser  Problem  zusammen  mit  der  Frage,  wie  viele  der  von  uns 
gesuchten  Körper  in  der  vollständigen  Figur  der  (durchaus 
bekannten)  konvexen  gleichflächigen  Polyeder  erster  Art  ent- 
halten sind.  Um  dies  zu  entscheiden,  verfolgt  man  in  einer 
solchen  vollständigen  Figur  eine  Polyederfläche  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  und  untersucht  die  von  den  direkt- sym- 
metrischen Kanten  hervorgebrachten  Einteilungen  der  Fläche. 
Durch  die  Zellachsenpunkte  lassen  sich  diese  Teile  (,  Zell- 
formen **)  in  einfacher  Weise  charakterisieren  und  durch  Ziffern 
symbolisieren. 

Die  Zahl  «<?  dieser  Zellformen  ist  gleich  der  Anzahl  der  in 
der  vollständigen  Figur  enthaltenen  Polyeder  erster  Art  (eines 
konvex,  die  übrigen  nichtkonvex).    Allgemein  ist  die  Zahl  der 

Körper  Ä^^^  Art:  (  j);    die  Anzahl  aller  hierher  gehörigen 

Polyeder  ist  ^ä  (  j  )  =  2*  -  1.  Dabei  sind  immer  die  eigent- 
lichen, vollständig  geschlossenen  Polyeder  noch  zu  scheiden 
von  den  uneigentlichen,  nämlich  den  offenen  bzw.  den 
transgredienten  Gestalten  (d.  i.  denjenigen,  welche,  im  Sinne 
der  projektiven  Geometrie,  durch  das  Unendliche  hindurch  zu- 
sammenhängen oder  geschlossen  sind).  Außerdem  lassen  sich 
von  den  vollständig  geschlossenen  noch  die  halb  geschlos- 
senen Formen  abtrennen,  d.  h.  diejenigen,  bei  welchen  gewisse 
Eckpunkte  ins  Unendliche  fallen. 

Es  ist  ferner  klar,  daß  immer  eine  Anzahl  von  Polyedern 
denselben  äußeren  Anblick  darbieten,  daß  sie  sich  also  nur  in 
Teilen  unterscheiden,  welche  von  der  Außenfläche  verdeckt  sind. 


^)  Das  für  die  gleich  flächigen  Polyeder  Abgeleitete  gilt  Datürlicb 
in  dualer  Übertragung  für  die  reziproken  gleicheckigen  Körper. 
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Also  sind  die  möglichen  Typen  der  Außenflächen  zu  bestimmen. 
Ich  nenne  dabei  Polyeder  von  demselben  Typus  »isophän", 
von  verschiedenem  Typus  „allophän*.^)  Man  muß,  von  den 
Zeilachsenpunkten  ausgehend,  vor  allem  feststellen,  welche 
Zellformen  sich  schneiden,  welche  nicht.  Mit  Hilfe  dieser  Unter- 
suchung lassen  sich  dann  in  systematischer  Weise  aus  den 
Typen  (w  — !)*•"  Grades  die  sämtlichen  Typen  m**"  Grades  ab- 
leiten und  sodann  die  Existenzbereiche  der  neuen  Typen  auf- 
stellen. Zugleich  kann  man  angeben,  welche  Zellformen  an  der 
Bildung  der  Außenfläche  jedesmal  beteiligt  sind,  welche  ver- 
deckt sein  können.  Hieraus  endlich  ergibt  sich  ohne  weiteres 
die  Anzahl  der  isophänen  Polyeder  des  betreffenden  Typus, 
nämlich  2*",  wenn  r  die  Zahl  der  möglicherweise  von  der  Außen- 
fläche verdeckten  Zellformen  ist. 

Sodann  werden  alle  konvexen  Polyeder  bestimmt.  Man 
findet:  Damit  ein  gleichflächiges  Polyeder  nur  konvexe  Flächen- 
winkel besitze,  muß  seine  Begrenzungsfläche  ein  geschlossenes 
Polygon  sein,  in  dessen  Innern  sich  der  Berührungspunkt  U 
der  einbeschriebenen  Kugel  befindet,  und  bei  dessen  Umlaufung 
der  Punkt  H  immer  auf  der  gleichen  Seite  der  Kanten  gelegen 
ist.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  läßt  sich  dann  eine  Methode  auf- 
stellen, um  aus  den  Symbolen  der  konvexen  Polyeder  {m  —  Yf" 
Art  alle  konvexen  Polyeder  m^^  Art  abzuleiten,  und  zwar  so, 
daß  die  neugefundenen  Polyeder  sofort  in  der  natürlichen  Zahlen- 
folge ihrer  Symbole,  also  in  lexikographischer  Anordnung,  sich 
ergeben.  Aus  den  Symbolen  kann  man  sogleich  ersehen,  welche 
Zellformen  die  Außenfläche  bilden,  welche  verdeckt  werden, 
also  welchem  allophänen  Typus  der  Körper  angehört.  Ferner 
läßt  sich  aus  der  Begrenzungsfläche  ohne  weiteres  die  Art  der 
körperlichen  Ecken  ablesen.  Außerdem  wird  immer  angegeben, 
wann  die  Begrenzungsfläche  selbst  konvex  ist. 

Auf  Grund  von  Symmetriebetrachtungen  werden  ferner  die 
konzentrischen  Anordnungen  von  Vielflachen,  d.  h.  die  zerfal- 
lenden Polyeder,  bestimmt.    Endlich  werden  durch  Einführung 

*)  Die  Typen  können  in  Gruppen  zusammengefaßt  werden  nach  ihrem 
Grade,  d.  i.  nach  der  Zahl  der  Zellformen,  welche  die  Außenfläche  bilden. 

1* 
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der  Bedingung,  daß  sämtliche  Flächenwinkel  des  Polyeders  ein- 
ander gleich  sein  müssen,  alle  halbregulären  Varietäten  und 
die  Werte  ihrer  Parameter  systematisch  abgeleitet.  — 

Dies  alles  habe  ich  zunächst  für  die  allgemeinste  Gattung 
des  kubischen  Systems,  für  das  Hexakisoktaeder  (n:m:  1),  und 
sodann,  teilweise  durch  bloße  Spezialisierung,  für  alle  anderen 
Gattungen  des  kubischen  Systems  (sowohl  für  die  holoedrischen 
als  auch  für  die  meroedrischen)  vollständig  durchgeführt.  Es 
war  dabei  notwendig,  beständig  drei  Untergattungen  a,  ß  und  y 
zu  unterscheiden,  je  nachdem  für  die  Parameter  mn>j  K  oder 
=  m  -\-  n  ist.  Ferner  sei  hervorgehoben,  daß  sich  für  einige 
spezielle  holoedrische  Gattungen  (nämlich  für  das  Tetrakis- 
hexaeder,  Rhombendodekaeder  und  Oktaeder)  die  Existenz  von 
Polyedern  mit  verminderter  Symmetrie  ergab.  Ich  nenne  diese 
Polyeder  (im  Gegensatz  zu  den  vollsymmetrischen  oder  holo- 
symmetrischen)  teilsymmetrisch  oder  merosymmetrisch.  Durch 
Meroedrien  endlich  wurden  auch  gewisse  hauptachsige  Ge- 
stalten (die  also  nicht  mehr  dem  kubischen  System  ange- 
hören) erhalten.  — 

Nunmehr  in  tabellarischer  Zusammenstellung  die  haupt- 
sächlichsten Ergebnisse  meiner  Untersuchungen! 

Gesamtanzahl  der  Polyeder.     (Tabelle  b.  S.  4  und  5!) 

Hierzu  ist  zu  bemerken:  Bei  der  plagiedrischen  Hemiedrie 
ergeben  sich  keine  gleichflächigen  Polyeder  mit  direkt-symme- 
trischen Kanten.  Dagegen  entstehen  durch  Tetartoedrie,  Ogdo- 
edrie,  Tritoedrie  und  Hektoedrie  hauptachsige  Gestalten,  die 
jedoch  nicht  im  speziellen  hier  aufgezählt  werden  mögen. 

a),  ß\  bzw.  y)  soll  bedeuten:  „nur  Untergattung  a,  /?,  bzw.  y*. 

NB. !  Rechts-  und  Linksgestalten  sind  nicht  besonders 
gezählt;  dies  ist  zu  beachten  bei  den  holoedrisch-merosymme- 
trischen  Polyedern  und  bei  der  geneigtflächigen  Hemiedrie. 

Es  ist  noch  darauf  hinzuweisen,  daß  in  allen  Gattungen  die 
Summe  der  Zahlen  der  ganz-  und  halbgeschlossenen  und  der 
transgredienten  Polyeder  für  alle  drei  Untergattungen  konstant 
ist;  z.  B.  beim  Hexakisoktaeder:  2»*— 1  =  16777215. 


A.  Rosenthal:   Zur  Theorie  der  gleichfl&chigen  Polyeder.  9 

Die  weiteren  Untersuchungen  beziehen  sich  nur  auf  die 
eigentlichen  Polyeder,  da  diese  Betrachtungen  ftir  die  uneigent- 
lichen Polyeder  größtenteils  ihren  Sinn  verlieren.  — 

Die  allophftnen  Typen.    (Tabelle  s.  8.  6  und  7 !) 

Hierbei  ist  zu  berücksichtigen:  (a)  soll  heißen:  „hiervon 
sind  a  Typen  halb  geschlossen ''.     Also  ist  z.  B.  Hexakisokta- 

64 
eder  II:  g"  ^  ^^  folgendermaßen  zu  lesen:    »Die  Anzahl  der 

(28) 
Typen  vom  11.  Grad  beträgt  64;  in  Untergattung  a  existieren  51, 
in  Untergattung  ß  existieren  45;  in  Untergattung  y  existieren  64 
und  zwar  sind  hiervon  28  halb  geschlossen.* 

NB.,!  Beim  Hexakisoktaeder  und Tetrakishexaeder  bestehen 
einige  der  Typen  nicht  für  die  ganze  Gattung  oder  Unter- 
gattung, sondern  nur,  wenn  von  den  Parametern  noch  gewisse 
Existenzkriterien  erfüllt  werden.  Wenn  diese  Kriterien  nicht 
befriedigt  sind,  so  geht  der  betreflFende  Typus  in  einen  schon 
abgeleiteten  (immer  anzugebenden),  um  einen  oder  zwei  Grade 
niedrigeren  Typus  über.  Die  Anzahl  solcher  Typen  mit  be- 
schränktem Existenzbereich  (sie  sind  natürlich  in  obiger  Tabelle 
mitgezählt)  ist  beim  Hexakisoktaeder:  für  den  Grad: 
I:  — ;    H:  — ;    IH:  31;    IV:  28;    V:  8;     VI:  1;    zusammen: 

a     ß     y       a     ß     Y        a  ß  y      a     ß     y       a     ß     y 

28  16  31     20  11  28       3  2  8 1      51  29  68 

(17)  (20)  (7)  (1)  (45) 

beim  Tetrakishexaeder  (a):  für  den  Grad:  I:  — ;  II  —;  IH:  2. 

(2) 
Da  nun  aber  beim  Hexakisoktaeder  mehrere  von  den  Existenz- 
bedingungen sich  beständig  ausschließen,  so  reduziert  sich  die 
Anzahl  der  Typen,  welche  zugleich  nebeneinander  bestehen 
können.  Nur  in  Untergattung  ß  ist  es  möglich,  alle  Bedin- 
gungen gleichzeitig  zu  erfüllen.  Es  wird  also  das  Maximum 
der  gleichzeitig  bestehenden  Typen  des  Hexakisoktaeders 
in  Untergattung  a:  HI:  54;  IV:  18;  V:  2  ]     i  u^d  H 

in  Untergattung  y:  III:  78;  IV:  35;  V:  9;  VI:  1  L^^erändert 
(48)  (27)  (6)  (l)j  ^n^er^"^^^^- 
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Maximum  der  Gesamtanzahl  der  Typen  des  Hexakisokta- 
eders:  für  a:  140;  für  y:  200 

(112)- 
NB.j!  Die  von  den  holoedrisch-merosymmetrischen  Poly- 
edern des  Tetrakishexaeders  und  Rhombendodekaeders  gebildeten 
Typen  sind  teils  merosymmetrisch,  teils  holosymmetrisch.  Diese 
letzteren  sind  identisch  mit  gewissen,  schon  bei  holosymmetri- 
schen  Polyedern  der  betreffenden  Gattung  aufgetretenen  Außen- 
flächen, so  daß  es  also  beim  Tetrakishexaeder  und  Rhomben- 
dodekaeder Typen  gibt,  denen  sowohl  holosymmetrische  als 
merosymmetrische  Polyeder  angehören.  Die  Anzahl  dieser 
holosymmetrischen  Typen  (die  von  den  merosymmetrischen 
Typen  eventuell  abzusondern  wären)  ist: 

beim  Tetrakishexaeder:  I:  1;     II:  2;     III:  1  . 

(1)  (1) ' 

beim  Rhombendodekaeder:  I:  1;     11:  1      III:  1 

(1)  (1)  (1)  ' 


Die  konvexen  Polyeder. 
Beim  Hexakisoktaeder   beträgt   die  Anzahl   der  konvexen 
Polyeder: 


Art  ^  = 

1 

2 

3 

4    1    5 

6 

1~ 

3 

7 

14 

23 

35 

Anzahl 

a     ß     y 
1  1  1 

a     ß     y 
3  3  3 

a     ß     y 
7  7  7 

a     ß     y 
13  13  14 

(2) 

a    ß    y 
21  21  23 

w 

a    ß    y 
30  80  35 

(10) 

Art  ^  =  II        7 


46 


Anzahl 


57 


9 
~63 


a     ß     y      a     ff     y      a     ff     y 

36  37  46    41  43  57  '  41  44  63 

(18)  (28)  (37) 


10 

~66  ~~ 
a     ß     y 
37  43  66 
(46) 


11 

62 
a     ß    y 
29  35  62 
(50) 


12 

51 

a     ß     y 
20  23  51 
(46) 


Art  A  = 

1   13   1    14    1    15 

16 

17 

Anzahl 

37 

a     ß     y 

; 10  13  37 

1     (36) 

22 
a     ß     V 
4  4  22 

(22) 

11 

a     ß     y 
1  1  11 

(11) 

4 
a     ß    y 

4 

(4) 

1 

«  ß     7 
1 

(0 

Gesamtanzahl  der  konvexen  Polyeder:  für  Untergattung  n: 

294;  für  Untergattung  ß:  318;  für  Untergattung  y:    503 

(315)' 


A.  Rosenthal:  Zur  Theorie  der  gleich  flächigen  Polyeder. 
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Die  zerfallenden  Polyeder  und  die  halbregolftren  Varietäten. 


Gattung 

Hezakisoktaeder 

Tetrakishexaeder 

Ikositetraeder 

Triakisoktaeder 


I  '  ' 

Anzahl  der  zerfal-  Davon  sind  kon- 

I  landen  Polyeder      vexe  Polyeder 


a) 


ß) 

r) 
Rhombendodekaeder 

a) 


82 
11 

,;  (9) 

!i  10 

li    {'2) 


.1 


Hexaeder 
Oktaeder  ^ 

Tetrakishexaeder 


il     1 
(1) 


Rhombendodeka- 
eder 

Oktaeder 


ß) 


Hexakistetraeder 


Triakißtetraeder 


ß) 


Deltoiddodekaeder       )| 


Tetraeder 


s  « 
äas 


Diakisdodekaeder      ||    1 

a)    i 


Pentagondodeka- 
eder 


1 

(1) 


82       274   '    26 


10 

(•2) 

10 

(2) 


1 
(1) 


(240); 

-         6 

,;  (4) 


18 
(14) 


6 

(1) 


3     I      - 

(3) 

~     1     1 
(l) 


m  ■:  - 

1  ''  - 
(1)  ' 


—  •;  1 
'!  (1) 


ß 


20 


5 

(1) 

5 

1 


1 

(1) 


Anzahl 
der  halb- 
regulären 
Varietäten 


37 

(21) 


8     'I 
(5)    1 


2 
(2) 


2  l 

(2)  ;j 

1  I 

(1)  1 


4 
(2) 

6 

(2) 

3 

4 
(3) 

3r 
(2) 
2r  ä 


1 
(l) 


2 

(1) 


Ir 


Da  es  nicht  möglich  ist,  hier  auch  die  oben  angedeuteten, 
zahlreichen  Einzelresultate  mitzuteilen,  so  seien  wenigstens 
einige  Beispiele  hievon  angegeben. 
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Beispiel  fltr  die  konvexen  Polyeder. 
Die  konyezen  Polyeder  4.  Art  des  Hexakisoktaeders. 


Name 

Typus 

D 

Art  der  Ecken 

1.  2. 

3.  £ 

1,4 

— 

8a,  8«;  64;  4t,  4i 

1.  2. 

3.  £ 

1,5 

— 

81,  81,  8s;  64 

1.  2. 

3.  l 

111,1 

— 

81,  83;  61;  4i,  4s 

1.  2. 

8.  11 

11,6 

A 

81,  8s;  61 

1.  2. 

il 

n,  16 

A 

81,  8s;  61 

1.  2. 

5.  n 

n,i9 

— 

81,  8s;  61;  4i,  4s 

1.  2. 

7.  8 

1,8 

D 

6,,  6s;  4i,  4i 

1.  2. 

7.  11 

1,11 

A 

61,  6t,  6, 

1.  2. 

11.  12 

1.12 

D 

6»,  6s;  4i.  4| 

1.  3. 

t  1 

11,9 

— 

8s,  8j;  61,  61;  4i,  4s 

1.  8. 

4.  16 

I,16(£y) 

A 

81,  8s;  61 

1.  3. 

7.  £ 

II.  6 

— 

81,  8s;  6s,  6s;  4i,  4s 

1.  3. 

7.  £ 

1,9 

D 

X 

8s,  8s;  6s,  6s 

1.  7. 

8.  U 

I,U(ay) 

X 

61,  6i,  6s 

NB.!  Jedes  Polyeder  wird  durch  die  Zellformen  seiner 
Begrenzungsfläche  charakterisiert  und  danach  benannt. 

Die  unterstrichenen  Zellformen  sind  an  der  Bildung  der 
Außenfläche  beteiligt,  die  anderen  sind  von  der  Autsenfläche 
verdeckt. 

X  zeigt  eine  gewisse  Art  des  Zerfallens  an. 

m,  bedeutet  (nach  Heß)  eine  aus  m  Flächen  gebildete 
Ecke  v^^  Art. 


Zum  Schlüsse  sei  noch  auf  eine  Beziehung  zur  Kristallo- 
graphie hingewiesen.  Einige  in  der  Natur  aufgefundene  Ejristall- 

1908.  SItznngsb.  d.  math.-phys.  Kl.  2 
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formen  (besonders  bei  Bromammoniumkristallen  ^)),  die  bisher 
zumeist  als  , merkwürdige  Verzerrungen**  u.  dgl.  gedeutet 
wurden,  sind  identisch  mit  gewissen,  von  mir  abgeleiteten 
höheren  (nichtkonvexen)  Typen  (und  zwar  in  Gattungen,  bei 
denen  der  Typus  des  gewöhnlichen  konvexen  Polyeders  erster 
Art  häufig  als  Kristall  auftritt).  Da  nun  aber  die  Symbole 
der  Kristallographie  nicht  ein  einzelnes  Polyeder,  sondern  die 
gesamte  vollständige  Figur  des  Kernpolyeders  darstellen,  so 
wird  sich  die  Notwendigkeit  ergeben,  zur  Wahrung  der  Ein- 
deutigkeit der  Beziehung  zwischen  Symbol  und  Form,  die 
kristallographischen   Zeichen   zu   ergänzen    und    zu   er  weitem. 

^)  VrI.  Fr.  Slavfk,   Beitr&ge  zur  Kenntnis  der  Ammoniumhalogen- 
Verbindungen,  Zeitschrift  für  Kristallographie  und  Mineralogie,  herausg. 
.  von  P.  Groth,  1902,  36,  S.  271. 
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Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  15.  Februar  1908. 

1.  Herr  S.  Günther  legt  eine  Abhandlung  vor:  ,Die  Ent- 
stehung der  Lehre  von  der  meteoritischen  Bildung  des 
Erdkörpers.** 

Zu  den  schon  bekannten,  in  den  neueren  Versuchen  von 
gleicher  Tendenz  (Lockyer,  Ratze  1)  jedoch  nicht  berück- 
sichtigenden Hypothesen  dieser  Art  aus  früherer  Zeit  (Mar- 
schall von  Bieberstein,  Gruithuisen)  tritt  vor  allem  eine 
bisher  unbekannte,  nur  im  Manuskripte  erhaltene  Studie  des 
bayerischen  Akademikers  K.  E.  v.  Moll  (1760—1838)  hinzu, 
welche  die  erwähnte  Frage  sehr  umfassend  und  unter  vielfach 
neuen  Gesichtspunkten  behandelt.  Dieselbe  wird  wegen  des 
großen  Interesses,  welches  sie  für  genauere  Kenntnis  des  lang- 
jährigen Streites  zwischen  Vulkanisten  und  Neptunisten  gewährt, 
eingehend  analysiert. 

2.  Herr  A.  Rothpletz  spricht  unter  Vorlegung  der  betreflfen- 
den  Funde:  »Über  Menschenspuren  in  einer  Oberpfälzer 
Höhle  (Dürrloch). ** 

3.  Herr  R.  Hertwig  überreicht  eine  für  die  Denkschriften 
bestimmte  Abhandlung  des  Herrn  W.  Kükenthal  und  H.  Gobzawsky 
über:    »Japanische  Gorgoniden.** 
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Die  Entstehung  der  Lehre  von  der  meteoritischen 
Bildung  des  Erdkörpers. 

Von  SIegmviid  Günther. 

(BtnffälaufM  25,  FOtruar.) 

Der  lange  Zeit  hindurch  einer  nahezu  unerschütterten 
Geltung  sich  erfreuenden  kosmogonischen  Hypothese  von 
Laplace,^)  die  man  sehr  mit  Unrecht  auch  eine  Eant- 
Laplacesche  zu  nennen  pflegt,  ist  in  neuerer  Zeit  ein  an- 
scheinend gefahrlicher  Konkurrent  erstanden  in  der  sogenannten 
Agglomerationshypothese.  Andeutungen  darüber,  daß  die 
einzelnen  Weltkörper,  und  speziell  unsere  Erde  durch  das  Zu- 
sammenprallen einer  ungeheuer  großen  Anzahl  kleiner  und 
kleinster  Weltkörperchen  entstanden  sein  möchten,  gehen  aller- 
dings bereits  auf  eine  sehr  frühe  Vergangenheit  zurück,  und 
in  gewissem  Sinne  kann  man  sogar  schon  Kant,  dessen  An- 
schauungen eben  von  denjenigen  Laplace  soweit  wie  nur 
immer  möglich  abweichen,  als  den  Begründer  einer  solchen 
Theorie  der  Weltenbildung  in  Anspruch  nehmen.*)    Gleichwohl 

^)  Vgl.  biezu  die  einen  gegnerischen  Standpunkt  einnehmende,  jedoch 
mehr  philosophisch  eingekleidete  und  zu  bestimmten  positiven  Ansichten 
sich  nicht  erhebende  Abhandlung  von  Ratzel  (Die  Kant- Laplace  sehe 
Hypothese  und  die  Geographie,  Petermanns  Geogr.  Mitteil.,  47.  Band, 
S.  217  ff.),  welche  einen  sehr  guten  Überblick  über  das  Wesen  der  strittigen 
Probleme  gewährt,  aber  allerdings  in  ihrer  Grundforderung,  die  Geographie 
habe  sich  irgend  einer  wissenschaftlichen  Auffassung  gegenüber  anders 
als  die  Kosmologie  zu  verhalten,  ein  nicht  unbedenkliches  Prinzip  aufstelUt. 

*)  Wie  es  scheint,  ist  als  der  erste,  der  auf  den  großen  Gegensatz 
klar  und  bestimmt  hinwies,  H.  Ebert  anzusehen  (Ausgabe  von  Kants 
,A11gem.  Naturgesch.  d.  Himmels",  Ostwalds  Klassiker  der  exakten 
Wissenschaften,  Nr.  12,  Leipzig  1890,  S.  96):    .Die  Bezeichnung  Kant- 
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wird  gewöhnlich  Lockyer^)  als  der  Forscher  bezeichnet,  welcher 
die  bis  dahin  schwankenden  Vorstellungen  in  eine  feste,  mehr 
systematische  Form  gebracht  habe.  Soweit  bisher  gedrucktes 
Material  vorlag,  wird  man  auch  behaupten  dürfen,  daß  es  sich 
so  verhalte,  denn  über  einige  gelegentliche  Bemerkungen  sind, 
wie  schon  erwähnt,  die  hier  einschlägigen  Schriften  nicht  hinaus- 
gekommen. Nur  Zufall  freilich  ist  es,  daß  eine  völlig  durch- 
gearbeitete Begründung  dieser  Ballungstheorie  nicht  unter  die 
Presse  kam,  sondern  bis  in  die  Gegenwart  herein  unbekannt 
blieb,  und  angesichts  des  Interesses,  welches  kosmo-  und  geo- 
genetische  Fragen  gerade  in  unserer  Zeit  wieder  mehr  auf  sich 
ziehen,  mag  das  Bestreben  gerechtfertigt  sein,  jenen  achtungs- 
werten, wenngleich  natürlich  den  Stempel  des  Zeitalters  unver- 
kennbar an  sich  tragenden  Versuch  der  Vergessenheit  zu  entreißen. 
Die  K.  Hof-  und  Staatsbibliothek  verwahrt  einige  Kon- 
volute mit  hinterlassenen  Aufzeichnungen  des  Freiherrn  Karl 
Ehrenbert  v.  Moll,  der  im  Jahre  1807  Mitglied  der  baye- 
rischen Akademie  der  Wissenschaften  geworden  ist  und  späterhin 
zum  Sekretär  und  Direktor  ihrer  mathematisch-physikalischen 
Klasse   aufstieg.*)     Großenteils  beziehen  sich   die  handschrift- 

Laplacesche  Hypothese  darf  nicht  dazu  verleiten,  die  Anschauun^^en 
beider  Forscher  als  identisch  zu  betrachten.*  Die  trennenden  Momente 
werden  dann  scharf  hervorgehoben.  Eingehend  beschäftigen  sich  mit 
den  hier  in  Frage  kommenden  Grundlagen  der  Kant  sehen  Doktrin  die 
beiden  folgenden  Schriften:  Eberhard,  Die  Kosmogonie  von  Kant, 
Wien  1893;  G.  H.  Schoene,  Die  Stellung  Immanuel  Kants  innerhalb 
der  geographischen  Wissenschaft,  Leipzig  1896. 

*)  Lockyer,  The  Meteoritic  Hypothesis;  a  Statement  of  the  Results 
of  a  Spectroscopic  Inquiry  into  the  Origin  of  Cosmical  Systems,  London 
1890.  Gegen  den  berühmten  Spektroskopiker  nimmt  Stellung  Gore  (The 
Visible  üniverse;  Chapters  on  the  Origin  and  Constitution  of  the  Heavena, 
London  1892). 

2)  Über  ihn  verbreitet  sich  nach  der  persönlichen  und  nach  der 
wissenschaftlichen  Seite  C.  F.  Ph.  v.  Martius  (Akademische  Denkreden, 
Leipzig  1860,  S.  95  ff.).  Von  dem  reichhaltigen  Nachlasse,  der  nur  ein- 
mal kurz  gestreift  wird,  scheint  dem  Biographen  näheres  nicht  bekannt 
geworden  zu  sein,  wie  denn  auch  v.  Molls  Arbeiten  über  geologische 
und  montanistische  Dinge  nur  vorübergehend  Erwähnung  finden. 
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liehen  Notizen  des  überaus  fleißigen  Mannes,  der  sich  für  alle 
Tagesbegebenheiten  lebhaft  interessierte,  auf  akut  gewordene 
Vorkommnisse,  und  z.  B.  für  die  Erdbebengeschichte  enthalten 
sie  vielseitigen  Stoff.  Zusammenhängend  ist  von  allen  diesen 
Manuskripten  nur  ein  einziges,  welches  die  Signatur  Moll  302 
trägt.  ^)  Es  ist  eine  vollständig  druckfertig  gemachte  Abhand- 
lung von  ziemlich  großem  Umfange,  die  ihr  Autor  zwar  für 
die  Öffentlichkeit  bestimmt,  dann  aber  zurückgehalten  zu  haben 
scheint.  Schon  der  Titel  ist  dazu  geeignet,  unsere  Neugierde 
anzuregen;  er  lautet  nämlich:  „Über  den  Zusammenhang  der 
Gebirgsbildung  mit  dem  Erscheinen  der  Feuerkugeln."  Und 
der  Inhalt  hält  im  wesentlichen,  was  die  Aufschrift  verspricht. 
Hätte  Ratzel,  der  (s.  o.)  dem  Auftreffen  der  Meteorite  auf 
unseren  Planeten  einen  so  hohen  Wert  beimißt,  die  Gedanken- 
gänge V.  Molls  gekannt,  er  würde  gewiß  nicht  Anstand  ge- 
nommen haben,  sich  mit  vollster  Zustimmung  auf  sie  zu  berufen. 
Der  erste  Abschnitt  handelt  von  den  „Meteorsteinen*, 
welche,  wie  es  damals  üblich  war,  mit  den  „Feuerkugeln" 
identifiziert  werden.  Sie  bestehen  aus  verschiedenen  Körpern, 
„die  teils  mit  erdigen,  teils  mit  metallischen  Fossilien*)  eine 
Ähnlichkeit  besitzen. "  Gediegenes  Eisen  ist  ein  Hauptbestand- 
teil, wie  denn  auch  mancher  zur  Erde  niedergefallene  Meteorit 
ausschließlich  aus  reinem  Eisen  besteht.  Man  kann  deshalb 
annehmen,  sie  seien  von  Hause  aus  in  einer  „Gebirgsmasse* 
enthalten  gewesen,  welche  sich  jedoch  nicht  auf  unserer  Erde 
befand.  Auch  die  reinen  Eisenmeteore  dürften  ursprünglich 
mit  anderen  Materien  verbunden  gewesen  sein,  die  sich  indessen 
beim  Zerspringen  des  Körpers  loslösten  und  nachher  nicht  mehr 
aufgefunden  wurden.    Feldspat  und  Augit  fehlen  der  großen 

1)  Ber  Verfasser  ist  auf  das  bemerkenswerte  Schriftstück  durch 
Hei-rn  Dr.  J.  Reindl,  der  darauf  bei  seinen  Studien  über  bayerische 
Erdbeben  stieß,  aufmerksam  gemacht  worden. 

2j  Das  Wort  , Fossil*  bedeutete  im  Sprachgebrauche  der  Wer n er- 
sehen Schule  nicht  etwa  blos,  wie  in  der  Nomenklatur  der  Neuzeit,  eine 
Versteinerung,  sondern  ganz  allgemein  einen  ,in  der  Erde  vergrabenen", 
d.  h.  als  Bestandteil  der  Erdkruste  zu  denkenden  Körper. 
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Mehrzahl  dieser  Gebilde  nicht.  Ein  Meteorit,  der  bei  Stannern 
(in  Mähren)  niedergegangen  war  und  damals  großes  Aufeehen 
erregt  haben  muß/)  galt  y.  Moll  als  ein  besonders  typisches 
Exemplar  für  petrographische  Untersuchungen.  Die  sehr  um- 
fänglichen, offenbar  guten  Berichten  entnommenen  Angaben 
über  die  chemische  und  mineralogische  Zusammensetzung  dieser 
Körper  dürfen  hier,  da  es  sich  nicht  sowohl  um  ihre  Natur, 
sondern  vielmehr  um  ihre  Bedeutung  als  Baumaterial  der  Welt- 
körper handelt,  übergangen  werden.  Es  geht  aus  ihnen  her- 
vor, daß  es  unserem  Forscher  darauf  ankam,  die  grundsätz- 
liche Einerleiheit  der  die  Meteorite  und  die  Erdrinde 
bildenden  Mineralien  außer  Zweifel  zu  setzen,  obwohl 
an  und  für  sich  auf  der  Erdoberfläche  nichts  angetroffen  werde, 
was  den  aus  dem  Weltenraume  zu  uns  gekommenen  Fremd- 
lingen durchaus  gleiche.  In  jenen  Tagen  konnte  noch  nicht 
an  die  schönen  Versuche  von  Daubr^e*)  gedacht  werden, 
welche  die  künstliche  Herstellung  meteorischen  Eisens  an- 
strebten und  erreichten.  Es  muß  sich  also  v.  Moll  damit 
begnügen,  dargetan  zu  haben,  daß  tatsächlich  auch  ^Gebirgs- 
gesteine*  existieren,  , welche  den  Abänderungen  der  steinigen 
Masse  der  Meteorsteine  ungemein  ähnlich  sind.*  Gemeint  sind 
in  erster  Linie  die  Gesteine  der  „Flötz- Trapp -Formation*, 
in  denen  die  vorhin  genannten  beiden  gesteinsbildenden 
Mineralien  eine  Hauptrolle  spielen.  Dazu  gehören  u.  a. 
Basalt,  Wacke,  Porphyr.  Man  sieht,  daß  die  vor  ungefähr 
hundert  Jahren  herrschend   gewesene  Klassifikation    der  Fels- 

^)  Eine  Übersicht  über  MeteorflteinfäUe  und  meteorische  Funde  gab 
E.  V.  Reichenbach  in  dreizehn  Aufsätzen  von  Poggendorffs  ,Änn. 
d.  Physik  u.  Chemie*  (Band  101—108  und  111).  Für  v.  Moll  war  natür- 
lich der  zuverlässigste  Gewährsmann  Chladni  (Über  den  Ursprung  der 
von  Pallas  gefundenen  und  anderen  ähnlichen  Eisenmassen.  Leipzig  1794; 
Über  Feuermeteore  und  die  mit  denselben  herabgefallenen  Massen, 
Wien  1819). 

2)  Daubr^e-Gurlt,  Synthetische  Studien  zur  experimentellen  Geo- 
logie, Braunschweig  1880,  S.  400  ff.  Auf  sehr  verschiedene  Weise  lehrt 
Daubrde  hier  künstliche  Eisengebilde  herstellen,  die  gewissen  «Sideriten*, 
so  lautet  die  von  ihm  gewählte  Nomenklatur,  ganz  und  gar  gleichen. 
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arten  von  der  uns  geläufigen  sehr  weit  abweicht.  Noch  hielt 
eben  der  einseitigste  Neptunismus  alle  Geister  gefangen,  und 
alle  Maissengesteine  wurden  nach  dem  Vorgange  Werners*) 
als  wässeriger  Niederschlag  gedeutet.  Auch  der  Basalt  galt 
als  sedimentär,  obwohl  damals,  als  y.  Moll  seinen  Essay  nieder- 
schrieb, Graf  Montlosier  bereits  sehr  ernstlich  für  die  vul- 
kanische Natur  dieses  Gesteines  eingetreten  war.*)  Unser  Autor 
zeigt  sich  als  hiedurch  ebensowenig  wie  durch  die  Reformideen 
eines  L.  v.  Buch  und  A.  v.  Humboldt,  zweier  ihm  von  einem 
Besuche  in  Salzburg  her*)  persönlich  wohl  bekannter  Natur- 
forscher, irgendwie  beeinflußt.  Eine  Zeitbestimmung  fUr  die 
Entstehung  des  Schriftstückes  läßt  sich  mit  Genauigkeit  nicht 
geben,  doch  ist  es  wahrscheinlich  in  dem  Jahrzehnte  zwischen 
1810   und  1820   zu   Papier  gebracht  worden,*)   als   die  Herr- 


^)  Als  Grundbuch  für  Geologen  und  Mineralogen  wurde  allgemein 
hochgehalten:  A.  G.  Werner,  Oryktognosie  oder  Handbuch  für  die  Lieb- 
haber der  Mineralogie,  Leipzig  1792. 

')  Gomte  deMoutlosier,  Essai  sur  la  theorie  des  volcans d* Auvergne, 
Paris  1789  (auch  Berlin  1802). 

')  Mit  einer  gewissen  Wahrscheinlichkeit  laßt  sich  der  Termin  auf 
die  Umgebung  des  Jahres  1815  einengen.  Unserem  Handschriftenbande 
liegt  eine  Quittung  von  1815  bei,  worin  bezeugt  wird,  es  habe  Geheimrat* 
V.  Moll  ,für  ein  Stük  Aerolith*  —  von  dem  1808  bei  Lissa  (in  Böhmen) 
gefallenen  Meteorsteine  —  die  Summe  von  64  fl.  48  Er.  bezahlt.  Diese 
Probe  war  es  wohl,  der  hauptsächlich  die  authentischen  Befunde  ent- 
nommen wurden,  und  das  Ereignis  des  Meteorfalles  muß  als  ein  kräf- 
tiges Motiv  für  die  ganze  Studie  gelten.  Denn  diese  ist  auch  noch  mit 
einer  zweiten  Beilage  versehen  („Protokoll,  aufgenommen  den  8.  Sep- 
tember 1808  in  Gegenwart  der  Unterzeichneten  bey  dein  Oberamte  der 
Herrschaft  Lippa  aus  der  Ursache,  daß  den  3.  September  1808  Steine 
aus  den  Wolken  haben  herabfallen  sollen*).  Zeugen  werden  elf,  im 
Alter  von  16  bis  53  Jahren^  namhaft  gemacht,  so  daß  mithin  an  Täuschung 
wohl  kaum  zu  denken  ist.  Das  Aktenstück  verdient  sicherlich  beachtet 
zu  werden,  da  die  Fälle,  in  denen  der  Niedergang  von  Meteoriten  un- 
mittelbar beobachtet  werden  konnte,  nicht  häufig  sind.  Der  Himmel 
war  am  betreffenden  Tage  wolkenlos,  aber  „wie  mit  einem  Flor  über- 
zogen. "^  Plötzlich  vernahm  man  vier  Detonationen,  dis  sich  wie  Kanonen- 
schüsse anhörten,  dann  folgte  richtiger  Donner,  der  wieder  von  einer 
merkwürdigen  „Musik  auf  Trommeln,  Geigen  und  Schalmeyen'  abgelöst 
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Schaft  der  extremen  Neptunisten  zwar  schon  einigermaßen  ins 
Wanken  geraten,  aber  noch  keineswegs  beseitigt  war. 

Nach  einem  Exkurse  auf  die  Theorie  der  Gänge,  die  sich 
ebenfalls  ganz  in  den  Wern ersehen  Bahnen^)  bewegt,  ohne 
daß  auf  den  Freiberger  Altmeister  direkt  Bezug  genommen 
wäre,  tritt  v.  Moll  an  seine  eigentliche  Aufgabe  heran,  die 
Bildung  des  Erdkörpers  zu  erklären.  ,Die  Erde",  schreibt  er, 
„soweit  wir  sie  kennen  und  zu  betrachten  genötigt  sind,  be- 
steht aus  lauter  Gebirgsmassen.  Was  für  die  „Gebirgsbildung 
im  allgemeinen  gilt,  wird  demnach  auch  für  die  Erde  selbst 
gelten."  Damit  ist  der  Übergang  zum  zweiten  Abschnitte  an- 
gebahnt («Über  die  Bildung  der  Gebirgsmassen  auf  der  Erde, 
insofern  die  Kenntnis  derselben  zur  Verknüpfung  der  Erschei- 
nung der  Feuerkugeln  mit  dem  Dasein  der  Flötz-Trapp-For- 
mation  unentbehrlich  ist"). 

Als  einer  der  wenigen  feststehenden  Grundsätze  ist  an- 
zuerkennen, daß  die  Urgebirge  bereits  vorhanden  gewesen  sein 
müssen,    als   die   Ablagerung    der   Flötzgebirge    ihren   Anfang 

worden  wäre.  Gleich  darauf  sauste  es  durch  die  Luft,  und  fünfzehn 
Klafter  vor  dem  Stande  der  auf  dem  Felde  Arbeitenden  wirbelte  eine 
Staubwolke  auf.  Alle  liefen  nach  der  Fallstelle  und  fanden  dortselbst 
*, einen  Stein,  welcher  beyläufig  so  groß  war,  wie  drey  F&uste,  und  ganz 
schwartzartig  war,  und  von  welcher  Steingattung  hier  nichts  zu  finden  ist.* 
Als  man  nach  einiger  Zeit  das  zuerst  sehr  argwöhnisch  betrachtete  Objekt 
in  die  Hand  nahm,  war  es  ganz  kalt.  Leider  zerschlugen  die  Bauern 
den  Stein,  dessen  Gewicht  sie  auf  5  Pfund  schätzten,  und  es  blieb  nur 
das  von  dem  München  er  Gelehrten  erkaufte  Fragment  übrig,  das  1  Pfund 
lOV^  Lot  wog.  Andere  Landleute,  deren  Arbeitsplatz  etwas  weiter  ent- 
fernt war,  sagen  aus,  es  sei  etwas  ober  ihnen  weggeflogen,  so  daß  sie 
sich  aus  Furcht  bückten;  das  war  aber,  wie  das  erhaltene  Fundstück 
zeigt,  nicht  der  eben  besprochene  Meteorit,  sondern  ein  wahrscheinlich 
von  ihm  losgetrennter  Bestandteil.  Den  Donner,  „die  Musik*  und  das 
zischende  Geräusch  hatte  auch  eine  dritte  Gruppe  von  Zeugen  gehört, 
und  auf  die  dadurch  gekennzeichnete  Örtlichkeit  zueilend,  fanden  sie 
einen  schwarzen  Stein,  der  „4  bis  5  Finger  tief"  in  den  Boden  einge- 
drungen war.  So  stellten  Amtmann  und  Amtskontrolor  den  Tatbestand 
mit  einer  Exaktheit  fest,  an  der  nichts  auszusetzen  ist. 

')  Werner,  Neue  Theorie  von  der  Entstehung  der  Gange,  Frei- 
berg 1791. 
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nahm.  Aber  auch  erstere  sind  nur  nach  entstanden,  und  selbst 
die  älteste  Formation,  die  man  kennt,  der  Granit,^)  ist  in 
seiner  Mächtigkeit  nicht  auf  einmal,  sondern  nach  und  nach 
entstanden.  Die  Vermutung,  daß  die  ganze  Erde,  bis  in  ihre 
zentralsten  Teile  hinein,  aus  Granit  bestehe,  und  daß  vom 
Mittelpunkte  aus  „die  Granitbildung''  nach  außen  fortgeschritten 
sei,  hat  für  v.  Moll  offenbar  große  Wahrscheinlichkeit,  obwohl 
er  nicht  leugnen  will,  daß  sich  in  größerer  Tiefe  auch  noch 
manch  andere  Formation  vorfindet.  Leere  Räume  von  namhafter 
Ausdehnung  im  Erdinneren  sind  undenkbar.  Nahezu  alle  die 
festen  Teile  der  Erdmasse  sind  ursprünglich  aus  Flüssig- 
keiten gebildet;  erstere  sind  durchweg  das  Ergebnis  eines 
Krystallisationsprozesses.  Ohne  solche  Hilfsvorstellungen 
ist  es  ganz  unmöglich,  sich  ein  Bild  davon  zu  machen,  wie 
Bruchstücke  einer  ganz  fremden  Gesteinsart  in  einer  anderen 
eingeschlossen  sein  könnten.  Dafür,  daß  die  ganze  Erde  der- 
einst einmal  eine  »flüssige*  Masse  war,  spricht  auch  ihre  äqua- 
toriale, durch  die  Achsendrehung  bedingte  Auftreibung;*)  aller- 
dings aber  braucht  nicht  vorausgesetzt  zu  werden,  daß  die 
sämtlichen   Teile   des   Erdballes   sich   im   Zustande    tropfbarer 

^)  Man  erinnert  sich,  daß  gerade  die  gegen  Werner  geltend  ge- 
machte Ansicht,  nicht  Granit,  sondern  Gneis  stelle  die  ältesten  Schichten 
der  Erstarrungsrinde  der  Erde  dar,  bei  den  Neptunisten  einen  wahren 
Sturm  der  Entrüstung  auslöste,  wofür  die  „Xenien*  Goethes,  eines 
enthusiastischen  Wernerianers,  das  beste  Zeugnis  ablegen  («Und  Gneis, 
der  Sohn,  ist  nun  Papa*).  Vgl.  Hederich,  Goethe  und  die  physi- 
kalische Geographie,  Münch.  Geogr.  Studien,  5.  Stück,  1898. 

2)  Auffallenderweise  greift  auch  Ratzel  (a.  a.  0.,  S.  220)  auf  einen 
Ausspruch  Playfairs  zurück,  man  könne  in  der  Erdabplattung  wohl 
das  Endresultat  eines  durch  Schnee  und  Eis  bedingten  Verwitterungs- 
prozesses erblicken.  Auch  viel  später  noch  ist  die  Ansicht,  daß  der 
Erdball,  wie  er  sich  in  dem  unter  den  Kontinenten  fortgesetzten  Meeres- 
grunde darstelle,  eine  exakt-sphärische  Gestalt  besitze,  eifrig  verfochten 
worden;  so  namentlich  von  G.  Bischof  (Die  Gestalt  d(^r  Erde  und  der 
Meeresfläche  und  die  Erosion  des  Meeresbodens,  Bonn  1867).  Vgl.  auch 
H.  J.  Klein,  Entwicklungsgeschichte  des  Kosmos  nach  dem  gegenwär- 
tigen Standpunkte  der  gesamten  Naturwissenschaften,  Braunschweig 
1870,  S.  7  if. 
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oder  selbst  nur  breiartiger  Fluidität  befanden,  sondern  ^^  es  ist 
genug,  wenn  während  der  allmählichen  Bildung  und  Ver- 
größerung des  festen  Teiles  der  Erde  durch  krystallinischen 
Anschluß  aus  einer  Flüssigkeit  die  Achsendrehung  fortdauert.* 
Diese  Behauptung  wird  nun  durch  verschiedenartige  Über- 
legungen zu  erhärten  gesucht.  Wir  verzichten  darauf,  die- 
selben im  einzelnen  zu  verfolgen;  es  wäre  dies  zwar  nicht 
wertlos,  wenn  es  sich  um  die  Geschichte  der  geologischen 
Fundamentallehren  im  allgemeinen  handelte,  allein  die  An- 
gelegenheit, welche  flir  uns  hier  im  Vordergrunde  steht,  wird 
dadurch  doch  nur  sekundär  berührt.  Der  Verfasser  bemüht 
sich  weiterhin  auch  nachzuweisen,  was  ja  schon  seit  mehr  denn 
hundert  Jahren  ziemlich  übereinstimmend  zugestanden  war,  daß 
nämlich  an  dem  nämlichen  Orte  das  Niveau  der  die  Erde  be- 
deckenden Flüssigkeit  gewechselt  habe.^)  Man  habe,  meint 
er,  diese  Tatsache  auf  sehr  mannigfaltige  Art  und  Weise  zu 
interpretieren  versucht.  Von  der  beliebten  „Theorie  der  Meeres- 
wanderung* will  er  jedoch  nichts  wissen,  denn  diese  stütze 
sich  auf  die  weitere  Annahme  von  einer  Verlegung  der 
Rotationsachse,  und  damit  vermag  sich  v.  Moll  ganz  und 
gar  nicht  zu  befreunden.  Gerade  die  sphäroidische  Gestalt  der 
Erde  dünkt  ihm  den  untrüglichen  Beweis  dafür  zu  bieten,  dafi 
dieser  Weltkörper  den  Äquator,  und  damit  auch  die  Pole,  stets 
an  der  nämlichen  Stelle  gehabt  habe.  Eine  neue  Umdrehungs- 
achse  könne  sich  ganz  unmöglich  herausgebildet  haben.  Noch 
weniger  sagt  dem  Autor  die  Strömungshypothese  zu,  über 
die  er  sich  allerdings  nur  mit  etwas  vieldeutigen  Worten  aus- 
läßt. Man  habe  „die  Erde  zu  einer  galvanischen  Säule  in 
Kugelform'  gemacht  —  was  damit  gemeint  ist,  wird  auch  der 
Historiker  der  physikalischen  Geographie  kaum  sagen  können. 
Höhlungen,  aus  denen  die  Gebirge  emporgehoben  wurden,  könne 

^)  Wahrscheinlich  kannte  v.  Moll  das  merkwürdige  Buch  De 
Maillets  (Teliaraed  ou  entretiens  d*un  Philosophe  Indien  sur  la  dimi- 
nution  de  la  mer,  avec  un  Missionaire  Fran^ais,  Paris  1748—1756).  Auch 
die  Beobachtungen  der  schwedischen  Naturforscher  über  Landhebung 
dürften  ihm  nicht  fremd  gewesen  sein. 
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es  ebensowenig  geben,  und  noch  weniger  sei  daran  zu  denken, 
dag  zeitweise  ein  Quantum  der  die  Erde  bedeckenden  Flüssig- 
keit in  unterirdischen  Kavernen  verschwinde.  Die  Leistung 
vulkanischer  ELräfte  zur  Aufrichtung  ganzer  Gebirge  wird,  und 
zwar  gewiß  mit  Fug,  sehr  niedrig  angeschlagen.  Wenn  trotz- 
dem das  Wasserniveau  auf  der  Erdoberfläche  in  verschiedenen 
geologischen  Zeiträumen  ein  sehr  verschiedenes  war,  so  müssen 
dafür  andere  Veranlassungen  aufgesucht  werden  als  die  vor- 
stehend erörterten. 

Auch  stofflich  ist  die  Flüssigkeit,  deren  Sedimente  sich 
in  den  Gebirgen  der  Erde  erkennen  lassen,  nicht  immer  von 
der  gleichen  Beschaffenheit  gewesen.  Wo  kamen  aber  über- 
haupt immer  die  Massen  her,  welche  sich  in  jener  Flüssigkeit 
auflösten  und  später  durch  Ausscheidung  neue  Schichten  zu 
den  bereits  vorhandenen  älteren  lieferten?  Man  wird  es  ins- 
besondere schwer  finden,  sich  die  Entstehung  der  »übergrei- 
fenden* Flötz-Trapp-Formation  zurechtzulegen;  ihr  Dasein  ge- 
höre fast  »in  das  Reich  des  Unbegreiflichen.*  Das  einzige 
Auskunftsmittel  besteht  in  der  »Verneinung  des  gleichzeitigen 
Vorhandienseins  des  gesamten  Stoffes.*  Daß  es  ältere  und 
jüngere  Schichtlagen  gibt,  war  ja  dazumal  eine  längst  be- 
kannte Sache,  und  in  England  war  auch  damit  begonnen 
worden,  das  relative  Alter  einer  gegebenen  Ablagerung 
zu  bestimmen.^)  Allein  von  dem  einzig  dafür  taugUchen 
Mittel,  von  der  Prüfung  der  tierischen  und  pflanzlichen  Ein- 
schlüsse, hielt  V.  Moll  nichts,  was  fremdartig  berühren  mu£.  Sagt 
er  doch  ausdrücklich:  »Es  gibt  in  der  Geognosie  keine  andere 

*)  Ober  diese  ersten  Versuche  äußert  sich  v.  Zittel  (Geschichte 
der  Geologie  und  Paläontologie,  München  1899,  S.  41  ff.).  Der  Engländer 
Lhwyd  (Lithophylacii  britannici  iconographia,  Oxford  1669)  arbeitete  der 
Zukunft  durch  seine  Zusammenstellungen  vor;  festere  Formen  nahm  der 
richtige  Gedanke  an  bei  Valisnieri  (Dei  corpi  marini  che  si  trovano 
sui  monti,  Venedig  1721).  Mit  besonderer  Klarheit  jedoch  formulierte 
das  leitende  Prinzip  y.  Mo  11s  älterer  Zeitgenosse  J.  v.  Born  (Zufällige 
Gedanken  über  die  Anwendung  der  Eonchylien-  und  Petrefaktenkunde 
auf  die  physikalische  Erdbeschreibung,  Abhandl.  einer  Privatgesellsch. 
in  Böhmen,  4.  Band,  S.  805  ff.)- 
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Zeitbestimmung,  als  die  aus  räumlichen  Verhältnissen  herge- 
leitet ist.*  So  folgt  auf  den  uralten  Granit  (s.  o.)  aufwärts  die 
aus  Gneis,  Glimmer-  und  Tonschiefer  sich  zusammensetzende 
Schieferformation,  und  dieser  letzteren  sind  „eingelagert*  die 
Ur- Trapp -Formation  und  die  IJr-Kalkstein-Formation.  Zur 
gleichen  Zeit  können  nur  gleiche  „Produkte*  rings 
um  die  Erde  herum  gebildet  worden  sein;  nur  ausnahms- 
weise tragen  Gebirge,  die  aus  verschiedenen  Perioden  stammen, 
das  Gepräge  der  Gleichartigkeit.  All  das  verhilft  zu  einer 
These,  welche  uns  in  der  nachstehenden  Form  entgegentritt: 
„Die  Stoffe,  welche  die  Flüssigkeit,  aus  der  sich  auf  der  Erde 
die  verschiedenen  Gebirgsmassen  gebildet  haben,  von  Zeit  zu 
Zeit  enthalten  hat,  sind  von  außen  herzugetreten.*  Damit 
lenkt  die  ganze  Untersuchung,  welche  sehr  in  die  Breite  ge- 
gangen war  und  vom  Ziele  mitunter  ganz  abzuirren  schien, 
wieder  zu  ihrem  Ausgangspunkte  zurück.  Meteorite  sind  es, 
welche  der  Erde  die  Materie  zuführen,  deren  erstere 
bedarf,  um  auf  den  schon  vorhandenen  Gebirgen  neue 
emporwachsen  zu  lassen. 

In  diese  Worte  wagt  allerdings  der  Autor  die  ihn  be- 
stimmenden Erwägungen  noch  nicht  zu  kleiden,  denn  die 
Meteorite  sind  ja  feste  Körper,  und  da  es  sich  darum  handelt, 
die  Bedeckungsflüssigkeit  quantitativ  verstärkt  zu  wissen,  so 
bleibt  zunächst  nur  der  Ausweg:  Die  hinzutretenden  Stoffe 
müssen  sich  selbst  in  tropfbar-flüssigem  Zustande  be- 
finden, sei  es  nun,  daß  sie  sich  von  Anfang  an  bereits  in 
solchen  befunden  haben  oder  in  ihn  erst  durch  Kondensation 
von  Gasen  gelangt  sind.  Die  einen  ungleich  hohen  Stand  des 
Wassers  anzeigenden  Niveaulinien  bekunden,  daß  diese  Ver- 
mehrung ruckweise,  in  Absätzen,  vor  sich  gegangen  sein  muß. 
„Die  Flötz-Trapp-Formation  ist  die  neueste  Gebirgsbildung  auf 
der  Erde,  welche  einen  eigenen  Stoff  voraussetzt,*  und  zwar 
deshalb,  weil  als  für  sie  charakteristische  Teile,  wie  bekannt, 
Basalt,  Grünstein  und  Porphyrschiefer  zu  gelten  haben,  „welche 
ursprünglich  gebildete  chemische  Erzeugnisse  sind.*  Diese  For- 
mation kommt  nun  in  weitester  Verbreitung  auf  der  Erdober- 
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fläche  vor  und  besitzt  eine  ziemlich  einheitliche  Konstitution, 
wenngleich  auch  nicht  selten  »mechanische  Erzeugnisse",  wie 
Sandstein,  Ton,  Tier-  und  Pflanzenversteinerungen, ^)  beige- 
schlossen sind.  Irrigerweise  wird  auch  die  Kar  hon  form  ation 
—  »eine  ungeheure  Anhäufung  von  Steinkohlen,  die  mächtigste 
und  bedeutendste,  die  wir  auf  der  Erde  kennen*  —  hier  mit 
einbezogen,  was  angesichts  der  uns  bekannten  Ablehnung  der 
paläontologischen  Unterscheidungsmerkmale  nicht  verwundern 
kann.  Alle  diese  Einschlüsse  sollen  indessen  nicht  »den  Her- 
zutritt eines  neuen  Stoflfes"  voraussetzen,  sondern  dieses  letztere 
gilt  lediglich  für  die  das  Wesen  der  Formation  maßgebend 
bestimmenden  Gesteine. 

Für  die  relative  geologische  Jugend  dieser  Bildungen  soll 
auch  der  Umstand  sprechen,  daß  sie  teilweise  die  höchsten 
Berge  zusammensetzen ;  wahrscheinlich  waren  diese  in  der  Ver- 
gangenheit noch  weit  höher,  als  sie  jetzt  sind,  indem  »spätere 
Zerstörungen'  eine  Abnahme  der  Gipfelhöhen  bewirkten.  Es 
muß  eine  gewaltige  StofiEmenge  gewesen  sein,  welche  sich  als 
Flötz-Trapp-Formation  um  den  Erdball  herumlegte  und  diesem 
von  außen  her  zugeführt  wurde.  „Daher  dürfen  wir  uns 
auch  keineswegs  wundern,  wenn  wir  große  Veränderungen  auf 
der  Erde  teils  in  Rücksicht  auf  die  Gebirge  und  ihre  Form, 
teils  auf  die  verschiedenen  Bewohner  dieses  Planeten,  teils  aber 
auch  auf  anderweitige  Zustände,  durch  diese  Formation  hervor- 
gebracht sehen.* 

Jetzt  erst  läßt  unser  Autor  einen  Gedanken  durchblicken, 
der  ohne  Zweifel  von  Anfang  an  für  ihn  die  Bedeutung  eines 
Leitmotives  hatte.  Wäre  die  Erde  in  ihrem  Urzustände  eine 
gleichmäßig  flüssige  Masse  gewesen,  so  hätten  sich  durch  deren 
Festwerden  nicht  jene  verschiedenen  Schichtenreihen  bilden 
können,   von  deren  Vorhandensein   uns  die  Beobachtung  über- 


^)  Diese  Ausdrucksweise  muß  auffallen,  da  ja  doch  v.  Moll  von 
dem  Wesen  der  petrifizierten  Organismen  eine  ganz  klare  Vorstellung 
hatte  und  nicht  mehr  in  dem  allerdings  stellenweise  noch  tief  ins 
XYlll.  Jahrhundert  hineinreichenden  hrtum,  es  lägen  da  anorganische 
Bildungen  vor,  befangen  war. 
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zeugt ;  es  wäre  vielmehr  ein  homogener  Erstarrungskörper  das 
Endergebnis  gewesen.  Will  man  die  Verschiedenheit  der  in 
der  Erdkruste  vereinigten  Materien  einzig  aus  tellurischen 
Oründen  erklären,  so  läßt  es  sich  nicht  umgehen,  daß  man 
»zu  den  verzv^reifeltsten  Mitteln*  schreiten  muß,  als  welche 
besonders  die  Emporhebung  der  Oebirge  und  die  Annahme 
einer  vulkanischen  Entstehung  des  Basaltes  zu  rechnen  sind. 
Man  sieht,  wie  der  eifrige  Anhänger  Werners  nach  immer 
neuen  Mitteln  sucht,  um  den  Zerfall  eines  schon  den  Unter- 
gang drohenden  Lehrgebäudes  aufzuhalten.  Die  der  Erde  selbst 
entnommenen  Argumente  reichen  nicht  mehr  hin,  und  es  mui 
zu  ihrer  Ergänzung  in  den  Weltraum  hinausgegriffen 
werden.  Von  daher  erwartet  v.  Moll  das  Heil,  wie  er  es  in 
nachstehendem  Schlu&satze  ausspricht:  „Wenn  die  Leichtigkeit 
der  Erklärung  und  der  ungezwungene  Zusammenhang  der  Er- 
scheinungen unter  einander,  von  der  größten  bis  zur  kleinsten, 
etwas  zur  Begünstigung  einer  Hypothese  beitragen  kann,  so 
hat  sich  die  von  dem  periodischen  Herzutritte  des  Stoffes  zur 
Gebirgsbildung  allen  Beifall  zu  versprechen."  Ob  wohl  der 
Mann,  welcher  diese  Zeilen  niederschrieb,  deren  Veröffentlichung 
unterlassen  haben  würde,  wären  ihm  nicht  bald  nachher  un- 
trügliche Zeichen  dafür  entgegengetreten,  daß  er  sich  in  einer 
optimistischen  Täuschung  befand  und  nicht  mehr  auf  einen 
so  aufnahmefähigen  Leserkreis  zu  zählen  hatte,  wie  es  etwa 
zwei  Jahrzehnte  früher  unbedingt  der  Fall  gewesen  wäre? 
Die  Zeiten  hatten  sich  geändert. 

Ein  in  manchen  Beziehungen  sehr  bemerkenswerter  Ab- 
schnitt sucht  nun  weiter  aus  der  kosmischen  Theorie  weitere 
Konsequenzen  zu  ziehen.  Weshalb,  so  wird  gefragt,  ent- 
hält das  ürgebirge  gar  keine  Versteinerungen,  und 
weshalb  mehren  sich  diese  in  dem  Maße,  als  eine  For- 
mation jugendlicher  ist?  In  ältester  Zeit,  so  wird  geant- 
wortet, war  die  Erde  überhaupt  unbewohnbar,  und  der  Zu- 
stand der  Bewohnbarkeit^)  ist  erst  eingetreten,  als  »die  Erd- 

^)  Statt  von  Organismen,  wie  wir  es  gewohnt  sind,  spricht  unsere 
Vorlage  von  , Organisationen." 
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masse  zum  größten  Teile  vollendet  war/  Was  sich  in  den 
Übergangsgebirgen  findet,  ist  nicht  sehr  zahlreich  und  weist 
auf  Tiere  hin,  welche  von  den  jetzt  lebenden  sehr  weit  ver- 
schieden waren.  Die  Annäherung  an  den  neueren  Habitus 
nimmt  im  Bereiche  der  Flötzgebirge  zu;  es  begegnen  uns 
Formen,  deren  , Originale"  man  zwar  nicht  in  unseren,  wohl 
aber  in  wärmeren  Gegenden  findet.  Zwischen  den  versteinerten 
Lebewesen  endlich  der  Gegenwaart  und  der  Flötz-Trapp-Por- 
mation  soll  kein  tieferer  Gegensatz  mehr  obwalten.  Insofern 
V.  Moll  diese  ganze  Formation  für  känozoisch  erachtet,  ist 
ja  seine  Auffassung  bis  zu  einem  gewissen  Grade  richtig. 

Viel  gestritten  hat  man  über  die  Frage,  ob  die  fossilen 
Einschlüsse  den  Ort,  an  welchem  die  betrefifenden  Tiere  und 
Pflanzen  lebten,  kennzeichnen,  oder  ob  ein  Transport  aus  weiter 
Feme  stattgefunden  hat.  Daß  letzteres  in  stärkerem  Ausmaße 
stattgefunden  habe,  leugnet  v.  Moll;  falls  sich  derartige 
Objekte  in  Ländern  finden,  welche  heute  keine  Lebens- 
möglichkeit mehr  darbieten  würden,  so  ist  an  eine 
Temperaturveränderung  als  Ursache  zu  denken.  Man 
wird  zu  der  Überzeugung  gedrängt,  daß  in  vielen  Gegenden, 
welche  eine  üppige  Steinkohlenflora  gedeihen  sahen  und  in  der 
Gegenwart  nur  noch  spärliche  Reste  von  Pflanzenbesiedelung 
aufweisen,  das  Klima  dereinst  ein  ungleich  wärmeres  gewesen 
sein   muß.^)     Auf  der  ganzen  Erde  muß  seit  dem  Zeitpunkte, 


1)  Ohne  das  Fundgebiet  näher  zu  kennzeichnen,  weist  v.  Moll 
offensichtlich  auf  Sibirien  hin,  denn  er  erwähnt  des  ununterbrochen  ge- 
frorenen Bodens,  der  nur  in  der  heißesten  Jahreszeit  ein  paar  Zoll  tief 
auftaue.  Dieser  von  Gmelin  und  Pallas  verbreiteten  Nachricht  bringt 
der  Autor  guten  Glauben  entgegen  und  erweist  sich  in  diesem  Punkte 
seinem  genialen  geologischen  Gegner  L.  v.  Buch  überlegen,  der  die 
Möglichkeit  des  ewigen  Bodeneises  durchaus  nicht  zugeben  wollte  (Über 
die  Temperatur  der  Quellen,  Abhandl.  d.  Berl.  Akad.  d.  Wissensch., 
Physikal.  Kl.,  1825,  S.  95).  Gerade  eben  dieser  Mitteilung  entnimmt 
V.  Moll  einen  Hauptgrund  für  seine  Lehre  von  der  Temperaturabnahme 
auf  der  Erdoberfläche.  Der  gefrorene  Boden  sei  nichts  als  Schwemm- 
land, das  deutlich  auf  die  Tätigkeit  tropfbaren  Wassers  hinweise,  und 
wenn  es  damals,  als  die  Sedimente  sich  bildeten,  soviel  Wasser  gegeben 
1908.  SitzangBb.  d.  math.-pbys.  KI.  3 
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da  die  Bewohnbarkeit  begann,  eine  wenn  auch  nur  periodische 
Elimaverschlechterung  im  Gange  gewesen  sein.  Massenver- 
mehrung  und  Temperaturrückgang  gehören  wie  Ur- 
sache und  Wirkung  zusammen.  So  lange  die  Erde  eine 
geringere  Größe  hatte,  war  ihr  ein  viel  höherer  Wärmestand 
eigen.  Ein  physikalischer  Zusammenhang  läßt  sich  auf  solche 
Weise  freilich  nicht  konstruieren;  eher  müßte  man  glauben, 
durch  den  mechanischen  Vorgang  der  Verbindung  kosmischer 
Massen  mit  dem  Planeten  müßte  des  letzteren  Eigenwärme  eine 
Steigerung  erfahren.  Schlüsse  solchen  Charakters  waren  in 
jenen  Tagen  noch  nicht  geläufig,  obwohl  aus  den  zumal  einem 
Münchener  Akademiker  zweifellos  bekannten  Versuchen  des 
Grafen  Rumford  die  Grundwahrheit  der  mechanischen  Wärme- 
theorie längst  hervorgegangen  war.  Beiläufig  bemerkt,  kommt 
V.  Moll  auch  auf  die  Diluvialerscheinungen  zu  sprechen, 
die  er  mit  dem  Durchbruche  großer  Gebirgsseen  und  den  so 
entbundenen  Wassermassen  in  Verbindung  bringt. 

Nur  kurz,  fast  aphoristisch  gehalten  ist  das  dritte  und 
letzte  Kapitel  unserer  Schrift,  welches  dem  «Ursprung  der 
Feuerkugeln*  gewidmet  ist.  Als  bewiesene  Tatsache  gilt  die, 
daß  die  Erde  zu  verschiedenen  Zeiten  größere  Stoffinengen  von 
außen  her  zugeführt  erhalten  habe.  Nochmals  wird  mit  vielem 
Eifer  festzustellen  gesucht,  daß  diejenigen  Stofife,  welchen  ein 
abweichendes  geologisches  Alter  zuzuschreiben  ist,  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  aus  dem  ungeheuren  Reservoir  des  Welt- 
raumes heraus  sich  auf  die  Erde  niedergeschlagen  haben. 
Jener  war  mithin  als  stofferfüllt  anzunehmen,  und 
die  an  die  Erde  in  einer  bestimmten  Periode  abgegebenen 
Quantitäten  gleicher  mineralischer  Beschaffenheit  beweisen,  daß 
die  Abgabe  keinen  nennenswerten  Mangel  der  transtellunschen 
Stoffmenge  bedingte.  Von  einem  Herabstürzen  der  kosmischen 
Körper  könne  jedoch  nicht  gesprochen  werden,  weil  sonst  auf 
der  Erde  die  Spuren  davon  erkennbar  wären;   ,es  müßten  die 


habe,  so   könne  die  Kälte   keine   so   exzessive,  wie   in  der  Folgezeit, 
gewesen  sein. 
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gräßlichste  Verwirrung  und  Unordnung  in  Form  und  Struktur 
und  überall,  wohin  wir  blicken,  wahrzunehmen  sein :  ungefähr 
so,  wie  die  Herren  Marschälle  von  Bieberstein  es  finden.*  ^) 
In  Wirklichkeit  gäbe  es  solche  Eingriffe  in  den  natürlichen 
Gang  der  Dinge  nicht,  und  so  bleibe  nur  die  Voraussetzung 
übrig,  daß  die  Verstärkung  der  Erdmasse  nicht  in 
Gestalt  des  Auftreffens  fester  Körper  sich  vollzogen 
haben  könne,  daß  vielmehr  dieser  Zuwachs  sich  im 
Zustande  „einer  expansiblen  Flüssigkeit'  befunden 
haben  müsse.  Erst  bei  der  Berührung  mit  der  Erde  sei  die 
Verwandlung  „in  Liquidität"  eingetreten.  Wiederum  überrascht 
den  modernen  Leser  die  Unbekanntschaffc  mit  den  Grundlehren 
der  Thermodynamik,  aus  welchen  das  Gegenteil  dessen  folgt, 
was  V.  Moll  für  untrügliche  Wahrheit  hält. 

Jedenfalls  ist  immerhin  nur  ein  Teil  des  den  Interstellar- 
raum erfüllenden  Stoffes  zur  Vergrößerung  der  Erde  —  und 
natürlich  auch  anderer  Planeten  —  verwendet  worden;  was 
wird  dann  aus  dem  Reste?  Hierauf  erfolgt  der  Bescheid:  Aus 
ihm  sind  die  Meteorite  entstanden.  Was  von  diesen  zur 
Erde  niederfallt,  soll  mit  den  Felsarten  der  Flötz-Trappfor- 
maüon  eine  so  durchgreifende  Übereinstimmung  bekunden,  daß 
man  wohl  vollständige  Gleichartigkeit  annehmen  darf.  Die 
Feuerkugeln  sind  danach  unter  sich  und  mitderFIötz- 
Trappformation  gleichen  Ursprunges.  Zur  Erhärtung 
dieser  Behauptung  sollen  die  Zerlegungsresultate  aller  bisher 
zur  Erde  niedergefallenen  Meteormassen  dienen,  was  freilich 
schon  damals  nicht  mehr  in  solcher  Allgemeinheit  zutraf. 

Bei  dieser  Veranlassung  wird  dann  noch  ein  Exkurs  über 
die  Bildung  des  Erdmondes  eingeschoben.    Dieser  Himmels- 


1)  Hier  wird  angespielt  auf  ein  seinerzeit  viel  besprochenes  Werk 
zweier  süddeutschen  Naturforscher  K.  W.  und  E.  F.  L.  Marschall  von 
Bieberstein  (Untersuchungen  über  den  Ursprung  und  die  Ausbildung 
der  gegenwärtigen  Anordnung  des  Weltgebäudes,  Darmstadt  1802).  Wir 
werden  uns  mit  ihm,  welches  den  Grundgedanken  mit  v.  Moll  teilt, 
denselben  aber  zu  einer  sehr  verschiedenartigen  Ausgestaltung  bringt, 
noch  nachher  zu  beschäftigen  haben. 

8* 
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körper  habe,  so  wird  gemutmaßt,  die  Erde  ursprünglich  nicht 
als  Trabant  umkreist,  sondern  sei  erst  später  in  dieses  Ver- 
hältnis zu  ihr  getreten.  Er  sei  wahrscheinlich  das  Neben- 
produkt eines  Gebirgsbildungsaktes  in  dem  Sinne,  da£ 
er  sich  gleichzeitig  mit  einer  Epoche  bildete,  welcher  eine  ge- 
wisse Hauptformation  der  Erde  entspricht.  Unsere  ürgebirge 
dürften  demgemäls  auf  unserem  Satelliten  nicht  vertreten  sein. 
Auch  bei  ihm  sind  Formationsfolgen  zu  erkennen,  denn  «die 
sogenannten  Meere  sind  die  Oberfläche  eines  älteren  Körpers, 
welche  durch  die  Unterbrechungen  einer  neueren,  hell  er- 
leuchteten, den  Mond  krustenformig  umgebenden  (Gebirgs-) 
Masse  sichtbar  werden.*'  Unter  allen  Umständen  gilt  die  Stoff- 
identität für  Mond  und  Feuerkugeln  genau  ebenso,  wie  für 
Erde  und  Feuerkugeln. 

Nur  ein  einziges  Bedenken  glaubt  der  Urheber  der  Theorie 
doch  selbst  gegen  diese  geltend  machen  zu  sollen.  Die  Meteorite 
enthalten  gar  nicht  selten  gediegenes  Eisen,  und  solches  ist, 
wie  er  glaubt,  im  Bereiche  der  obersten  Erdschichten  noch 
nicht  angetroffen  worden.  Bei  näherem  Zusehen  scheint 
dieser  Zweifel  jedoch  angeblich  leicht  zu  beseitigen  zu  sein. 
Das  leicht  oxydierbare  Metall  hat  in  der  sauerstoffreichen 
Atmosphäre  unseres  Wohnkörpers  „seinen  ursprünglichen  Zu- 
stand verloren;*  Magneteisenstein  ist  in  der  Flötz-Trappfor- 
mation  keine  Seltenheit. 

Auch  unser  sonstiges  Wissen  von  den  Feuerkugeln  stimmt 
gut  mit  der  entwickelten  Hypothese  zusammen.  Die  Licht- 
erscheinungen rühren  wohl  daher,  daß  die  Körperchen  von 
„einer  eigentümlichen  Atmosphäre*'  umgeben  sind.  Zerplatzen 
und  Inkrustation  der  Fragmente  erklären  sich  ganz  von  selber. 
Gerade  auch  die  ungleichartigen  Bewegungsverhältnisse  liefern 
ein  unterstützendes  Moment,  wie  eben  dieselben  auch  gegen 
die  lunare  Herkunft^)  sprechen.    Im  Schlußparagraphen  faßt 

^)  Bekanntlich  hatte  zeitweilig  die  Definition  der  Meteorite  aU 
Auswürflinge  der  vermeintlich  zahlreich  vorhandenen  Mondvulkane  viele 
Zustinunung  erhalten.    Von  den  darauf  abzielenden  analytischen  Unter- 
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y,  Moll  seine  Anschauung  noch  einmal  dahin  zusammen,  daß 
kein  besseres  Hilfsmittel  zur  Erklärung  des  Gebirgsbaus  und 
seiner  Besonderheiten  gefunden  werden  könne,  als  es  sich  in 
den  kosmischen  Körpern  darbiete;  ein  Teil  derselben  durch- 
zieht nach  wie  vor  die  Weltenräume,  und  ein  anderer 
Teil  hat  das  Material  zum  Aufbau  der  Weltkörper 
geliefert.  Dieser  letztere  Teil  hatte  von  Hause  aus  eine  gasför- 
mige Beschaffenheit,  aber  bei  der  Berührung  mit  der  festen 
Erde  sind  diese  Gase  flüssig  geworden,  und  die  Flüssigkeit 
ging  allmählich  in  festen  Fels  über.  Nur  die  eine  Frage  bleibt 
unerledigt,  wie  es  denn  komme,  daß  die  interstellaren  Gase 
da  und  dort  die  Form  kompakter  Feuerkugeln  und  Stern- 
schnuppen^) angenonunen  haben. 

Nunmehr  ist  es  an  der  Zeit,  die  MoUsche  Hypothese  in 
ihrer  geschichtlichen  Bedeutung  zu  prüfen.  Sie  entbehrt  nicht 
des  sachlichen  Interesses;  sie  ist  aber  solches  zu  erwecken 
vielleicht  noch  insofern  besonders  geeignet,  weil  sie  als  ein 
letztes  verzweifeltes  Hilfsmittel  erscheint,  den  hart 
bedrängten  Neptunismus  zu  retten.  Dessen  Herrschaft 
war  jetzt,  im  „heroischen  Zeitalter  der  Geologie*  nach  v.  Zittels 
treffendem  Ausspruche,  bereits  arg  gefährdet  —  da  mußte, 
wenn  die  Erde  selbst  nicht  mehr  ausreichende  Abwehrmittel 
gewährte,  an  das,  was  draußen  lag,  an  die  ungeheuren  Räume 
zwischen  und  jenseits  von  den  Planeten  appelliert  werden. 
Wie  V.  Moll s  Zitat,  das  einzige  seiner  Schrift,  beweist,  hatte 
er  Kenntnis  von  verwandten  Bestrebungen,  und  diese  waren 
wahrscheinlich  hodegetisch  für  ihn.  Als  echter  Neptunist  war 
er  aber  ein  abgesagter  Feind  aller  Gewaltsamkeit,  und  in 


Buchungen  eines  Olbers,  Brandes,  Poisson  und  Laplace  erstattet 
Bericht  A.  v.  Humboldt  im  ersten  Teile  des  , Kosmos**  (Neue  Cottasche 
Gesamtausgabe  der  Humboldt  sehen  Werke,  1.  Band,  8.  87  ff.)- 

^)  Darüber,  daß  Feuerkugeln,  Meteorite  und  Sternschnuppen  im 
Grunde  ein  und  dasselbe  seien,  war  zu  ▼.  Mo  11s  Zeit  noch  keine  völlige 
Klarheit  erzielt.  Doch  läßt  derselbe  in  einer  Randnote  durchblicken, 
daß  auch  er  die  Sternschnuppen  für  nichts  anderes  als  für  minder  stark 
leuchtende  Feuerkugeln  halte. 
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dem  Bestreben,  mit  Wirkungen  von  aktualistischem  Gepräge 
auszukommen,  bildete  er  die  bereits  vorhandene  Meteoriten- 
hypothese in  dem  uns  jetzt  bekannt  gewordenen  Sinne  um. 
Eben  diese  in  ihren  Uranfangen  zu  skizzieren  soll  der  Zweck 
der  nächsten  Zeilen  sein. 

Die  vorhin  erwähnten  Gebrüder  Marschall  von  Bieber- 
stein  hatten,  wie  v.  Moll  unter  dem  Einflüsse  der  Nach- 
weisungen Chladnis  (s.  o.)  stehend,  sämtliche  Planeten  fQr 
ein  Konglomerat  kosmischer  Körper  erklärt,  welche  wirr 
durch  einander  schwärmten  und  sehr  häufig  zusammenstießen. 
Es  war  bequem,  besonders  verwickelte  Gebirgsgestaltungen  mit 
den  Worten  abzutun,  es  sei  da  von  außen  her  ein  Berg  auf 
eine  ganz  anders  gebildete  Schichtenreibe  geschleudert  worden. 
Immerhin  hat  diese  Doktrin,  das  historische  Vorbild  der  an* 
geführten  Hypothesen  von  Lockyer  und  Ratzel,  manchen 
Anhänger  gefunden.  Ob  auch  die  kühnen  Spekulationen  des 
wunderlichen,  aber  keineswegs  geistlosen  Gruithuisen^)  auf 
V.  Moll  einen  Einfluß  geübt  haben,  läßt  sich  nicht  mit  Zuver- 
lässigkeit entscheiden.  Wenn  unser  Versuch  einer  Zeitbestim- 
mung der  Abfassung  unserer  Vorlage  (s.  o.)  das  Richtige  trifft, 
so  war  dem  Autor  wenigstens  die  ältere  einschlägige  Schrift 
seines  Landsmannes  bekannt,  die  aber  sehr  hinter  der  zweiten, 
im  Todesjahre  v.  Molls  veröffentlichten  zurücksteht.  Mögen 
auch  solche  Anregungen  nicht  ganz  ihre  Wirkung  verfehlt 
haben,  so  zeigt  doch  die  ganze  Anlage  und  Durchführung  der 
vorstehend  besprochenen  Abhandlung,  daß  diese  ein  völlig 
originales  Gepräge  trägt. 

Die  Geschichte  der  Naturwissenschaft  belehrt  uns  über  die 
vergeblichen  Anstrengungen,  welche  die  einseitig-neptunistische 
Auffassung  der  geologischen  Vorgänge  machte,  um  das  ihr  um 
die  Jahrhundertwende  fast  kampflos  überlassene  Feld  zu  be- 
haupten. In  dieser  Episode  verdient  der  Versuch  v.  Molls, 
die  zum  Nachteile  seiner  Richtung  ausschlagende  Erörterung 


*)  Gruithuisen,   Über  die  Natur  der  Kometen,  München  1811; 
Kritik  der  neuesten  Theorien  der  Erde,  Landshut  18S8. 
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womöglich  auf  ein  ganz  anderes  Gebiet  hinüberzuschieben  und 
zu  retten,  was  ihm  noch  zu  retten  möglich  schien,  vollste 
Beachtung.  Es  gilt  dies  insbesondere  für  das  Bestreben, 
solche  Gebilde,  die  man  als  vulkanisch  anzuerkennen 
sich  sträubte  und  doch  auch  im  Wernerschen  Systeme 
durchaus  nicht  mehr  unterzubringen  vermochte,  wie 
den  Basalt,  von  den  Beziehungen  zur  Erde  gänzlich 
loszulösen  und  mit  den  aus  dem  Himmelsraume  stam- 
menden Meteormassen  zu  identifizieren. 
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Sitzung  der  inath.-phys.  Klasse  vom  7.  März  1908. 

1.  Herr  v.  Babybr  spricht  »Über  Zusammenhang  von 
Farbe  und  chemischer  Konstitution*. 

2.  Herr  Alpred  Peinqsheim  spricht  »Über  Konvergenz- 
Kriterien  für  zwei-  und  mehrfach  unendliche  Reihen". 

Vereinfachte  Herleitung  und  vervollkommnete  Formulierung 
der  in  einer  früheren  Mitteilung  über  Doppelreihen  aufgestellten 
Kriterien  und  Übertragung  auf  den  Fall  beliebig  vielfacher 
Reihen. 

3.  Herr  W.  Röntgen  legt  vor  eine  Abhandlung  des  korrespon- 
dierenden Mitgliedes  W.  Wien  in  Würzburg  »Über  die  Natur 
der  positiven  Strahlen*  und  eine  Abhandlung  von  P.P.Koch 
»Nachtrag  zu   meiner  Arbeit   über  die  Abhängigkeit 

Cr> 
des  Verhältnisses   der  spezifischen  Wärme  77-  =  A   in 

trockener  koblensäurefreier  atmosphärischer  Luft  von 
Druck  und  Temperatur*. 

In  der  Arbeit  des  Herrn  Wien  (Würzburg)  wird  über 
Experimente  berichtet,  aus  denen  hervorgeht,  daß  die  positiven 
Strahlen  in  einer  Entladungsröhre  (sog.  Kanalstrahlen),  die  aus 
bewegten,  positiv  geladenen  Atomen  bestehen,  ihre  Ladung  auf 
ihrem  Wege  durch  das  verdünnte  Gas  nicht  dauernd  behalten, 
so  daß  immer  nur  ein  gewisser  Bruchteil  der  fliegenden  Atome 
geladen  ist,  der  sich  auch  dann  immer  wieder  von  selbst  her- 
stellt, wenn  vorher  die  geladenen  Atome  durch  Einwirkung 
eines  Magneten  beseitigt  werden. 

4.  Herr  A.  Rothpletz  ergänzt  seine  in  der  letzten  Sitzung 
gemachten  Mitteilungen  »Über  fossile  Knochen  aus  dem 
Dürrloch*. 
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Über  Konvergenz-  nnd  Divergenz-Kriterien 

für  zwei-  nnd  mehrfach  unendliche  Reihen 

mit  positiven  Gliedern. 

Von  Alflred  Pringsheim. 

{Einff^laitfm  20.  Märt.) 

In  einer  früher  in  diesen  Berichten  *)  veröflfentlichten  Ab- 
handlung: ,  Elementare  Theorie  der  unendlichen  Doppelreihen '^ 
habe  ich  verschiedene  Typen  von  Kriterien  angegeben,  welche 
zur  Beurteilung  der  absoluten  Konvergenz  oder  Divergenz  un- 
endlicher Doppelreihen  dienen  sollen.  Wie  ich  neuerdings  be- 
merkt habe,  gestatten  Herleitung  und  Formulierung  dieser 
Kriterien  gewisse  Verbesserungen,  auch  lassen  sie  sich  mit 
Leichtigkeit  auf  den  Fall  beliebig  vielfacher  Reihen  übertragen. 
Dies  im  einzelnen  auszuführen,  ist  der  Zweck  der  folgenden 
Mitteilung. 


1.  Es  bezeichne  a^"^  >  0(^       /x'  ■.'./*    1  das  alleemeine 
f*         V^  =  0,  1,  2,  .  .  ./ 

Glied  einer  beliebig  vorgelegten,  (fi^^  >  0  hzw,  dS"^  >  0  dasjenige 
einer  bereits  als  konvergent  bzw.  divergent  erkannten  Doppel- 
reihe. 

Denkt  man  sich  die  Doppelreihe  der  «^"^    wie  auch  die- 


A* 


jenige  der  &^  nach  „Diagonalen'',  d.  h.  in  der  Form 


J)  Bd.  27  (1897),  p.  101—152. 
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0 
0 

als  einfache  unendliche  Reihe  angeordnet,  so  tritt  offenbar  ein 
beliebiger  Term  a^"^  bzw.  c?^"^  in  der  durch  den  Index  l=fji-{'V 
charakterisierten  Oliedergruppe  auf;  und  es  erscheint  demnach 
für  die  Konvergenz  jener  aus  den  a^*^  gebildeten  einfachen 
Reihe,  also  auch  für  diejenige  der  ursprünglichen  Doppelreihe 
hinreichend,  v^enn  nur  von  einer  bestimmten  Qliedergruppe  ab, 
etwa  für  fi  +  v'^l  eine  Beziehung  von  der  Form  besteht: 

(1)  oW^C^.cO-), 

unter  G  eine  (beliebig  große)  positive  Zahl  verstanden,  oder 
auch,  nach  Substitution  von 

wenn: 

(2)  c^"-«;:'^«     c«  +  v^o, 

und  diese  Konvergenz -Bedingung  läßt  sich  schließlich  in  die 
Form  setzen: 

(A)  Um  CW  .  a^y)  <  oo     (d.  h.  nicht  unendlich).*) 


1)  Bei  dem  früher  von  mir  benützten  Schlnßverfahren  treten  an  die 
Stelle  dieser  einen  Bedingung  die  folgenden  drei,  dem  Umfange  nach 
damit  vOUig  äquivalenten: 


lim  0^^^ .  a^"^  <»      (v  =  0, 1,  2,  .  .  .) 
ii^  C<;>.al:><a)      (^  =  0,1,2,...) 


Hm  C<''^a(r><a). 


(Vgl.  a.  a.  0.»  p.  144.)   Dabei  bedeutet  die  Bezeichnung  ^,  y  =  oo  allemal 
soviel,  wie:  ^=od,  y^oo. 
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Die   nämliche  Schlußweise   würde   bei  Yergleichung  von 
a^"^  mit  c?''^  =  -^ ,  die  Beziehung 

(3)  lim  D<»').a(''>>0 

als  hinreichende  Bedingung  für  die  Divergenz  ergeben.  Unter- 
wirft man  indessen  die  zum  Vergleiche  herangezogene  Doppel- 
reihe 2  ^u    ^^^  gewissermaßen  selbstverständlichen  Bedingung, 

daß  ihre  Divergenz  nicht  lediglich  durch  die  Divergenz  irgend 
einer  endlichen  Anzahl  von  Zeilen  oder  Kolonnen  zustande 
kommen  soll,  also  durch  Weglassung  der  betreffenden  Zeilen 
bzw.  Kolonnen  beseitigt  werden  könnte,   daß  vielmehr  ^  ^^"^ 

auch  nach  Weglassung  jeder  beliebigen  endlichen  Anzahl  von 
Zeilen  und  Kolonnen  stets  divergent  bleiben  soll  (während 
dann  im  Gegenteil  keine  einzige  Zeile  oder  Kolonne  zu  diver- 
gieren braucht),  so  erscheint  offenbar  die  Divergenz  von 
S^Jr^  gesichert,   wenn   nur   von   einer  bestimmten  Stelle  ab, 

etwa  fOr  ^^w,  v>n  eine  Beziehung  von  der  Form  besteht: 

oy^^g^d^;^     (wo  (7>0), 

anders  geschrieben: 

jyy) .  a^j^^^g     (für  fi>fn,v^n\ 

d.  h.  schließlich: 

(B)  lim  IM  .  aW  >  0,^) 

eine  Bedingung,  die  offenbar  weniger  verlangt,  als  die  durch 
Ungleichung  (3)  dargestellte.*) 


M  Über  den  Begriff  des  unteren  und  oberen  Doppel-Limes 
8.  meine  Abhandlung  Math.  Ann.  58  (1900),  p.  296. 

*)  Die  Ungleichung  (3)  enthält  außer  der  Bedingung  (ß)  auch  noch 
die  beiden  folgenden  in  sich: 
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2.  Um  für  die  Kriterien-Bildung  geeignete  0^"^  ZK"^  zu 
gewinnen,  verfährt  man  am  einfachsten  folgendermaßen.  Es 
sei  Cx>0  bzw.  dx>0  das  allgemeine  Glied  einer  konver- 
genten bzw.  divergenten  einfach  unendlichen  Reihe,  so  da& 
also  auch  die  Reihe: 

<^o+2>      1      gA  konvergiert, 

•    A  +  1 

^o  +  2j^  — 2  "   ^^  divergiert. 

Man  kann  daher  setzen: 

1 


(4) 


cg»  =  Co,  im  übrigen:  &^  =  j^-^  -  .^^^, 
d(0)  =  d  d^»'>  = - d 


Denn  da  sich  hieraus  ergibt: 
(5)    , 


so   erkennt   man   durch    Summation   nach    „Diagonalen*,    dafi 
von   den  beiden  Doppelreihen  J]  ^^''^  S  ^I^   ^^®   erste   in   der 

Tat  konvergiert,  die  zweite  divergiert. 

Mit    Benützung    der    Ausdrücke  (4)   liefern,    wenn    man 
wiederum  noch 


lim   2>l:^-a^^>0      (v  =  0,  1,2,,..) 


lim  2><:^aJ:>>0     Ou=  0,1.2,...). 


(Vgl.  die  Fußnote  auf  p.  42.) 
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setzt,  die  allgemeinen  Kriterien  (A),  (B)  das  folgende  speziellere 
Ergebnis: 

Die  Doppelreihe  "^.y  a^)*^ 

0 

(!•)       konvergiert,  wenn  lim  (/*  + v)»  (7  _.    •  a^"^  <oo, 
(I**)         divergiert,  wenn  lim  (ßr-\-v)'D  ,    •a^''^>0. 

fi,  y=ao 

Wählt  man,  wie  bei  der  Bildung  der  De  Morganschen 
(alias  Bonnet-Bertrandschen)  Kriterien -Skala,  der  Reihe 
nach: 

fe>0) 


Cy    = 


rf,= 


1         1 1 

v'  vlgv^  V'lgv'lg^v^ 


so  ergeben  sich  als  hinreichende  Bedingungen  für  die  Kon- 
vergenz von  2^^"^* 


(6«) 


lim  0«  +  v)2+e.ac><oo, 


desgleichen  fQr  die  Divergenz: 


(6") 


lim    C«  +  r)».rtW>o, 

lim    OM  +  r)».Z^(^  +  v).aW>0, 

lim  in + v)*  •  Zfro« +")  •  ?</,  c« + »•)  •  «;r^  >  0, 


Einen  anderen  für  die  Bildung  von  Konvergenz-Bedin- 
gungen zweckmäßigen  Typus  von  Vergleichs-Doppelreihen  ge- 
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winnt    man    durch    die   Bemerkung,^)    daß    die   Doppelreihe 
^."C^'Cr  als  Quadrat  von  ^^  Cy  offenbar  konvergiert,  so 

0  0 

daß  man  also  auch  setzen  kann: 

(7)  c^;:'  =  c,.'Cy,  a;^^c^'Cy, 

und  daher  aus  dem  allgemeinen  Konvergenz -Kriterium  (A) 
wiederum  noch  das  folgende  speziellere  erhält: 


fl-\-V 


^^    t^       y      f* 


Danach  ergibt  sieb  z.  B.,  wenn  gesetzt  wird  Cy=(v-I-1)*+^ 
(wo  ^>0),  als  hinreichende  Bedingung  für  die  Konvergenz 

00 

von  2'*'*'  ^^'^^• 

0 

lim   ((Ai+l)(v  +  l)y+^.a^''><oo, 
oder  auch,  wenn  man  noch  ausdrücklich  voraussetzt,   daß  die 

00  00 

Anfangszeile    und  -kolonne,    d.  h.   JJ^a^O)^   £"  ^cT^  konver- 

0       '^        0 
gieren,  etwas  einfacher  geschrieben: 

(8)  lim  (/iry+^.a(''^<oo. 

Die  entsprechende  Verwendung  von  divergenten  Doppel- 
reihen von  der  Form  ^c^-  dy  oder  gar .  2  ^/*  *  ^  erweist  sich 

als  unzweckmäßig,*)  da  durch  die  auf  diesem  Wege  zu  er- 
zielenden Kriterien  überhaupt  nur  solche  Doppelreihen  getroffen 
werden  könnten,  bei  welchen  alle  Zeilen  oder  (bzw.  und) 
Kolonnen,  zum  mindesten  von  einer  bestimmten  ab  diver- 
gieren, während  der  für  Doppelreihen  als  solche  charak- 
teristische Fall  von  Divergenz  gerade  bei  gleichzeitiger 
Kon  vergen  z  aller  Zeilen  und  Kolonnen  in. die  Erscheinung  tritt. 
Andererseits  möge  ausdrücklich  bemerkt  werden,  daß  das 

M  A.  a.  0.  (Bd.  27),  p.  143. 
»)  A.  a.  0.,  p.  147. 
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Konvergenz-Kriterium  (8)  eine  etwas  grö^re  Tragweite  besitzt, 
als  das  ihm    entsprechende   (d.  h.   gleichfalls   auf  der  Wahl 

Cy  ^  I  —  J       beruhende)  Anfangs- Kriterium  der  Skala  (6*).  Man 

findet  nämlich: 

(9)  >(fM^+h  +  v^H^y  ') 

>20wvy+|ö(fiir  jedes  /li,  v). 

Reagiert  also  a^>  fttr  irgend  einen  bestimmten  Wert  ^  >  0 
auf  das  Anfangs-Kriterium  (6*),  so  findet  das  gleiche  bezüg- 
lich des  Kriteriums  (8)  statt,  sofern  man  daselbst  q  durch  ^  q 
ersetzt. 

Andererseits  ergibt  sich: 

(jji  +  yy  _  /i^-g       v^J^  2^ 

(^v)i+ß  ■"  yi+ß   '    fji}+e  +  ijj^^y 

Ist  sodann  ^  <  1  und  wird  eine  positive  Zahl  6r  beliebig 
groß  vorgeschrieben,  so  hat  man: 


wenn  zwischen  fi  und  v  eine  der  beiden  Beziehungen  besteht: 

(11)  ^>.  6r^-e.vi-c     oder:  v^(t^-ö  •  ^*-g, 

was  offenbar  stets  für  unendlich  viele  Wertepaare   (/i,  v)  der 
Fall  ist.    Infolgedessen  ergibt  sich  aus  Ungleichung  (10),  daß: 

Imi    Y^  '    /    =  00, 


*)  Wegen  der  Beziehung 


siehe  Nr.  6. 
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und  man  erkennt  somit,  dag  nicht  nur  das  Anfangs-Kriterium, 
sondern  sogar  die  ganze  Skala  (6^)  versagen  kann,  auch  wenn 
das  Kriterium  (8)  eine  Entscheidung  liefert.*) 

3.  Wählt  man  speziell  c^*^  =  a'*+''  (wo  0  <  a  <  1)  —  eine 
Festsetzung,  deren  Zulässigkeit  sich  ergibt,  wenn  man  in  der 

c   _i_ 

Formel  c^''^  =    ^.  "^    (Gl.  (4))  cx  =  X'a^  oder  aber  in  der  Formel 

^^  =  ^^  •  ^r  (^^'  C^))  ^x  —  ^^  s^*^*  ""»  s^  ^olgt,  daß  die  Doppel- 
reihe ^a^**^  konvergiert,  wenn  für  ^  +  v^Z: 

1 
ajj'^  <  a'* + " ,   andei-s  geschrieben :  (a^**^)/* + "  ^  a , 

also  schließlich,  wenn: 

Da  andererseits   die  Divergenz   der  Doppelreihe   J]  ajj'^ 

schon  feststeht,  wenn  nur  überhaupt  für  unendlich  viele 
Terme  a^J"^  die  Beziehung  besteht: 


(12*)  lim   (a^;^)M^r<a,  d.h.  <  1. 


also  a  fortiori,  wenn: 


(a^;yh>i. 


^)  Der  Vollständigkeit  halber  sei  bemerkt,  daß  die  Konvergenz  der 
Doppelreihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede  {a/**+2b/4y  -\-cv*)~^ 

(a>0,  c>0,  6«— ac<0.  a>l), 

welche  in  der  mehrfach  zitierten  Abhandlung  mit  Hilfe  des  Kriteriums  (8) 
erwiesen  wurde  (a.  a.  0.,  p.  151),  immerhin  auch  vermöge  des  Anfangs- 
Kriteriums  (6*)  erkannt  werden  kann.  Man  findet  nämlich  (s.  a.  a.  0., 
Formel  (32)): 

a-f-c 
woraus  dann  alles  Weitere  unmittelbar  hervorgeht. 
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(12»»)  lim   (aM),rw>l, 

SO  gewinnt  man  durch  Zusammenfassung  ?on  (12*)  und  (12^) 
dasjenige  disjunktive  Doppel-Kriterium,  welches  dem  Cauchy- 
schen  Fundamental -Kriterium  erster  Art  für  einfach  unend- 
liche Reihen  entspricht  und  welches  für  die  Bestimmung  des 
wahren  Konvergenz-Bereiches  einer  Potenzreihe  von  der  Form 
5^  Ä^^^  •  a^  •  y*',  wo  I  -4.^1'^  I  =  a^''^  die  analoge  Bedeutung  besitzt, 

wie  jenes  letztere  in  der  Theorie  der  Potenzreihen  mit  einer 
Veränderlichen. 

4.  Bedeutet  jetzt  a^^,  rj . . .  r^ ,  wo  jeder  der  Indizes  Vj,  v,  . . .  Vp 
alle  Zahlen  der  Reihe  0,  1,  2,  .  .  .  zu  durchlaufen  hat,  das  all- 
gemeine Glied  einer  p-fach  unendlichen  Folge  positiver  Zahlen, 
femer 

c  .  =C-^  >0  bzw.  d  ^  =2)-^  >0 

"ii'^-V  yu^'-^p  yhy%"'yp  »'i.»^...»> 

das  allgemeine  Glied  einer  als  konvergent  bzw.  divergent 
erkannten  p-fach  unendlichen  Reihe,  so  ergibt  sich  ganz  analog, 
wie  in  Nr.  1  für  den  dort  betrachteten  Fall/?  =  2,  für  die 
7>-fach  unendliche  Reihe  2j*'1"'>  ^»'i.-.»>- 

(A)  Konvergenz,  wenn  lim  Cy^,,  ,y  .ay^,,,y  <oo, 

(B)  Divergenz,  wenn        lim       -Dvi ...  v- .  «v,...  ^  >  0.*) 

Ordnet  man  nun  eine  p-fach  unendliche  Reihe  nach 
„Diagonalen*,  d.  h.  nach  Gliedergruppen  mit  konstanter  Index- 
summe V,  +  ^2  "I"  * "  +  *!p  ^^  ^  (^^  ^^^  Reihe  nach  A  =  0, 1, 2, . . .), 
so  enthält  die  durch  irgend  ein  bestimmtes  X  charakterisierte 
Gruppe,  wie  leicht  durch  vollständige  Induktion  bewiesen  wird, 


^)  Dabei  steht  wiederum 

Vi,  .  .  .Vp=  CD 

zur  Abkürzung  für: 

1906.  Sitzongsb.  d.  math.-ph78.  Kl. 
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im  ganzen  ^^ ^-;-^ —     ,    _^n    ^Terme.  Da  anderer- 
seits gleichzeitig 

mit  Lc.  auch  S'   ^      l.I..(j,--lT   ^*ü^' 

konvergiert, 

mit  i,d,  auch  i^ 1.2..,ip-i) 'Ä^' 

divergiert, 

so  lassen  sich  Zahlen   vom  Charakter  €r^,.,r    bzw.  0^,...»^  in 
folgender  Weise  definieren: 

Co---o  =  ^o»  im  übrigen:  g.i....p  =  ^^  .  _  _^_  J^^-m 


(13) 


da  die  aus  diesen  Cy,...v  bzw.  dri...Fp  gebildeten  ;)-fach  un- 
endlichen Reihen,  nach  „Diagonalen* :  y^  -f  •  •  •  -|-  Vp  =  A  sum- 
miert, in  die  soeben  als  konvergent  bzw.  divergent  er- 
kannten Reihen  übergehen. 

Durch  Einführung  der  Ausdrücke  (13)  in  die  allgemeinen 
Kriterien  (A),  (B)  nehmen  diese  die  folgende  Spezialform  an: 

Konvergenz,  wenn: 
(I«)  lim         (vi  +  ---  +  Vp)'-i.ai  +  ...  +  ,.-a,,....  <oo, 

Divergenz,  wenn: 
(10  lim        (r,  +  ..-+v,)i'-'.D,.  +  ...  +  ,  -a,,....  >0. 

Einen  zweiten  Typus  von  Konvergenz- Kriterien  gewinnt 
man  wiederum  durch  die  Bemerkung,  daß  die  ^^. Potenz  einer 

00 

konvergenten  Reihe  '>^Cy  die  folgende   konvergente  j>-fach 

0 

unendliche  Reihe  liefert: 
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00 
(14:)  ^»'l  "•^p  ^»'1  ^VJ    •    •  •    Cy^- 

0 

Es  ergibt  sich  daher  für  die  i'-fach  unendliche  Reihe 
l^i-^^yp^n  "^p  Konvergenz,  wenn: 

(II«)  lÜ^         a.-a,.  ..  <?.p-av,...v^<oo. 

Die  Wahl  c^, .. .r^  =  a"!  +  •••  +  »>  (wo  0  <  a  <  1),  deren  Zu- 

lässigkeit   sich   wiederum   ergibt,    sowohl  wenn    man   in   (13) 

Ca  =  >l^~^  •  a^  als  auch  wenn  man  in  (14)  Cx,  =  a^  setzt,  liefert 

zunächst  für  die  Konvergenz  die  Bedingung: 

1 

(15»)  lim         (avt...r>i  +  .-.  +  '>  <a,  d.h.  <1. 

Da  andererseits  die  Divergenz  offenbar  schon  gesichert 

ist,  wenn: 

^1 

(15^)  lim         (a,, , . . .  ).,  +  ...  +  .>>  1 , 

''i  +  ...  +  .'p  =  »  ^ 

so  ergibt  sich  auf  diese  Weise  wiederum  das  für  die  Theorie 
der  Potenzreihen  mit  p  Veränderlichen  grundlegende  Analogon 
zum  Cauchy sehen  Pundamental-Kriterien  erster  Art. 

Setzt  man  noch  in  (!«):  Cx  =  V+s  (wo  q>0),  in  (I^: 
Dl  =  >l,  so  erhält  man  als  Anfangs-Kriterium  einer  in  be- 
kannter Weise  beliebig  weit  fortsetzbaren  Skala  (s.  (6*),  (6^)): 

Konvergenz,  wenn: 

(16»)  li^         (v,  +  •••  +ypy-^^'ay,,,,y  <co, 

"t +  ...  +  »>=« 

Divergenz,  wenn: 
(16^)  lim       (y,+  "'+  vp)p  .  a,,...,^  >  0. 

ri, ...  rp  =  00 

Ebenso  aus  (IP)  durch  die  Substitution  (7i  =  (A+  1^+^: 
Konvergenz,  wenn: 

(17)  iii^       (('',  +  l)(»',  +  l)...(''p+l))'+«-o,....vp<«. 

»1  +  •  •  •  +  »p  =  " 
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5.  Um  die  Kriterien  (16*),  (16^)  auf  einen  besonderen  Fall 
anzuwenden,  schicke  ich  zunächst  noch  den  folgenden,  wohl 
auch  an  und  für  sich  nicht  ganz  uninteressanten  Hilfssatz  voraus: 

Sind  a;j,  x^  ,  ,  .  Xn  durchweg  >0,  so  hat  man')  für 
x>l: 

<ix,+X^  +  '''+Xny 

(18)  XI  +  x;  + h  ^  i  1 

'     '  "p^(^,  +  ^t  +  --+^»)'' 

(wobei  das  Gleichheitszeichen  ausschließlich  im  Falle  x^  =  x^ 
=  ...=Xn  gilt).  Ist  dagegen  0<x<l,  so  vertauschen 
die  Zeichen  <  und  >  lediglich  ihre  Reihenfolge. 

Man  hat  daher,  falls  lim  (a?i  +  a:,  +'•  •  •  +  rr„)  =  oo 
für  jedes*)  positive  x: 

(19)  ^7  +  a;;  +  . . .  4-  a?;;  -^  (a;,  +  a;,  + h  x^y. 

Beweis.    Setzt  man  ajj  +  a:,  + [-a;«  =  5»,  so  ist  für 

v  =  l,  2,  .  .  .n: 

Xy 


s.<'- 


also,  wenn  x  >  1,  auch: 


(:)"""<^- 


X 

und  daher,  wenn  man  diese  letzte  Ungleichung  mit  —  multi- 
pliziert: 


m- 


Durch  Substitution  von  r  =  1,  2,  •  •  •  n  und  Addition  der 
resultierenden  Ungleichungen  folgt  hieraus: 


^)  Die  erste  (nur  für  ganzzahlige  positive  x  ohne  weiteres  evidente) 
Ungleichung  habe  ich  schon  bei  anderer  Gelegenheit  heigeleitet  (Sitzungs- 
berichte Bd.  32  [1902]  p.  171  und  299).  Die  zweite  scheint  mir  neu  ra 
sein.  Für  den  ganz  speziellen  Fall  x  =  2  iBndet  sie  sich  in  Cauchys 
Analyse  alg^brique,  p.  453  =  Oeuvres  (2),  II,  p.  372. 

*)  Für  den  zuvor  ausgeschlossenen  Fall  x  =  1  gehen  ja  die  Rela- 
tionen (18)  (19)  in  Identitäten  über. 
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a?  +  a;?  +  •  •  •  -f  a;;      x,  +  a;,  +  •  •  •  +  a',  _  . 

d.h.: 

(18»)      a^  +  a:;-l-...+a:;;<(a;,+a;,-l-... +  «,)■«     (x  >  1). 

Ferner  hat  man  bekanntlich ')  flir  ^  >  0,  x  >  1 : 

A''>A-\-x{A—  1), 

wobei  das   Gleichheitszeichen   ausschließlich  im  Falle   A^\ 
gilt.     Danach  wird: 

und   zwar  gilt  das    Gleichheitszeichen   nur,   falls  x,^=  —  'Sn. 

Durch   Substitution   von   v  =  1,  2,  .  .  .  n   und  Addition   folgt 
sodann : 

^K  +  «;  +  •••  +  a^)>»  +  X  (£(«,  +  «,  +  •••  +  a;)-nj 

d.h.: 

(IS'»)  a^  +  a;J+.--+a:;;>-^,(a:,  +  a;, +  •.•  +  ««>'     (x>l), 

und  zwar  gilfc  das  Gleichheitszeichen  ausschließlich,   wenn  für 
jedes  v:  ajy  =  —  •  s«,  d.  h.  rr,  =  a;,  =  •  • 


n 


»a?. 


Schreibt  man  in  (18*)  und  (18^)  x  statt  x  und  substituiert 


x^'  für  a:^,  so  ergibt  sich  zunächst: 


^1  +  ^8  H f-^n 


(a:«'  +  a:j'+ h  <) 


1    / ±       i  iv 

1)  S.  z.  B.  Sitzungab.  Bd.  32  (1902),  p.  176. 


{x>\). 
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Vertauscht  man  die  beiden  Seiten  dieser  Ungleichungen, 
erhebt  alles  in  die  Potenz   — ?  und  setzt  noch  -7  =  x,  so  folirt 

X  X 

schließlich,  wie  behauptet: 

6.  Es  sei  jetzt  die  2>-fach  unendliche  Reihe  mit  dem  all- 
gemeinen Glieder 

(20)   «....v=(;^T-v=-q^-.^r  ("^^'^^^^ 

vorgelegt,  wo  jeder  der  Indizes  v,,  v, . . .  Vp  alle  Zahlen  der 
Reihe  0,  1,  2  . . .  (mit  Ausschluß  der  Verbindung  Xj  =  a:,  =  •  •  • 
=  ÄJp  =  0)  zu  durchlaufen  hat.  Da  für  lim  (V|  +  J',  +  '  "  +  ''p) 
=  00  auf  Grund  des  eben  bewiesenen  Hilfssatzes  (Formel  (19)): 

(>?  +  'IH +  ^)''^  (vi  +  »'t  +  •  •  •  +  ypY\ 

also: 

»v,...vp~(v, +  v,  + hM""% 

so  geht  aus  den  Kriterien  (16*),  (16**)  unmittelbar  hervor,  daß 
die  ^fach  unendliche  Reihe  der  a„, ...y^  konvergiert,  wenn 
xö>jp,  daß  sie  dagegen  divergiert,  wennxa<p.  Für  den 
besonderen  Fall  x  =  2  geht  die  vorliegende  Reihe  in  diejenige 

über,  deren  Konvergenz  für  o>~    zuerst   von    Eisenstein*) 

in  etwas  umständlicherer  Weise  abgeleitet  wurde. 


1)  Journal  für  Mathematik  35  (1847),  p.  167.  Bei  Festhaltung  der 
hier  angegebenen  Methode  ließe  sich  dieser  speziellere  Konvergenz-  und 
Divergenz-Beweis  ohne  Benützung  des  allgemeineren  Hilfssatzes  von  Nr.  5, 
vermittelst  des  in  Fußnote  1,  p.  62  erwähnten  (sozusagen  evidenten) 
Cauchy sehen  Spezialfalles  führen. 
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Über  die  Natur  der  positiven  Strahlen. 

Von  W.  Wien. 

{SiugelaufeH  7.  Märt.) 

Bekanntlich  unterscheiden  sich  die  als  Kanalstrahlen  be- 
kannten positiven  Strahlen  wesentlich  dadurch  von  den  nega- 
tiven Kathodenstrahlen,  daß  sie  in  einem  magnetischen  Felde 
nicht  gleichmäßig  abgelenkt  werden.  Es  treten  vielmehr  alle 
Ablenkungen  von  der  geraden  Richtung  stetig  bis  zu  einem 
größten  Betrage  auf.  Die  größte  Ablenkung  ist  dieselbe,  die 
ein  positives  Atom  des  Gases  bei  der  Geschwindigkeit  erfahren 
würde,  die  es  unter  Beschleunigung  der  vollen  Entladungs- 
spannung erlangt. 

Es  sind  verschiedene  Annahmen  gemacht,  um  diese  un- 
gleichmäßige Ablenkung  zu  erklären.  Ich  hatte  zunächst  an 
Vergrößerung  der  Massen  der  einzelnen  positiven  Teilchen  ge- 
dacht,*) die  durch  Auseinanderlagerung  vieler  Atome  zustande 
kommen  könnte.  Da  auch  sonst,  namentlich  in  Flammen,  auf 
die  Existenz  zusammengeballter  Moleküle  geschlossen  ist,  so 
war  diese  Hypothese  die  nächstliegende. 

Die  Herren  Stark  und  Mie  hatten  die  Hypothese  vor- 
gezogen,*) daß  ein  Teil  der  positiven  Ionen  an  verschiedenen 
Stellen  der  Bahn  elektrisch  neutral  geworden  und  so  nur  auf 
einem  Teil  der  Bahn  den  ablenkenden  magnetischen  Kräften 
ausgesetzt  gewesen  sei.    Dieser  Annahme  widersprachen  einige 

•)  W.  Wien,  Ann.  d.  Phys   9,  S.  664,  1902. 
«)  J.  Stark,  Phys.  Zeitschr.  4,  S.  581,  1903. 
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Versuche,  die  ich  früher  angestellt  habe,  so  daß  ich  an  eine  um- 
kehrung  der  Hypothese  dachte,*)  wonach  ein  großer  Teil  der 
positiven  Ionen  als  elektrisch  neutral  die  Durchbohrung  der 
Kathode  verläßt;  die  einzelnen  Ionen  laden  sich  dann  an  ver- 
schiedenen Stellen  wieder  durch  Abspaltung  eines  negativen 
Ions  und  müssen  dann  auch  verschieden  abgelenkt  werden,  je 
nachdem  sie  eine  verschieden  lange  Strecke  im  magnetischen 
Felde  in  geladenem  Zustande  zurückgelegt  haben. 

Versuche,   die   zwischen   allen  diesen  Möglichkeiten,  oder 
Kombinationen  von  ihnen,  entscheiden  könnten,  fehlen. 

.Andererseits  ist  die  Frage  von  größter  Wichtigkeit  nicht 
nur  für  die  theoretischen  Vorstellungen  sondern  auch  für  alle 
quantitativen  Messungen  an  positiven  Strahlen. 


Fig.  1. 

Da  mir  diese  Lücke  bei  meinen  Messungen  der  von  den 
positiven  Ionen  ausgestrahlten  Energie  besonders  fühlbar  ge- 
worden war,  weil  die  Bestimmung  der  Zahl  der  Ionen  durch 
die  transportierte  Elektrizitätsmenge  unsicher  blieb,  so  suchte 
ich  vor  allem  diese  zweifelhafte  Frage  aufzuklären.  Zunächst 
versuchte  ich  die  Zahl  der  auf  einer  verhältnismäßig  kurzen 
Strecke  (5  mm)  der  Bahn  positiv  bleibenden  einfachen  Gas- 
ionen zu  bestimmen.  Die  positiven  Strahlen  durchliefen,  nach- 
dem sie  aus  einem  4  mm  weiten  Loch  einer  Aluminium- 
kathode K  ausgetreten  waren,  eine  Strecke  von  5  mm  und 
gingen  dann  in  eine  5  mm  weite  üfihung  eines  zweiten  Alu- 
miniunicy linders  C.    (Fig.  1.)    Zwischen  K  und  C  konnte  eine 

M  W.  Wien,  Ann.  d.  Phys.  13,  S.  677,  19ü4. 
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Spannung  angelegt  werden,  welche  die  positiven  Ionen  wieder 
verzögerte.  Das  aus  C  austretende  Bündel  wurde  nun  schräg 
mit  dem  Kollimator  eines  großen  Spektrometers  anvisiert  und 
die  nach  dem  Dopplerschen  Prinzip  verschobene  Linie  des 
Wassei-stoffs  Hß  beobachtet.  Die  Helligkeit  der  Linie  konnte 
nach  einem  früher  beschriebenen  Verfahren  ^)  gemessen  werden. 
Es  zeigte  sich  nun  jedoch,  daß  die  Helligkeit  der  Linie  nicht 
in  beobachtbarer  Weise  beeinflußt  wurde,  selbst  als  die  gegen- 
geschaltete Spannung  die  dreifache  der  maximalen  Entladungs- 
spannung betrug  (28  000  Volt  gegen  9000  Volt,  beide  mit 
Funkenstrecken  gemessen).  Zur  Erzeugung  der  Entladungs- 
spannung diente  ein  Induktorium,  zur  Erzeugung  der  ver- 
zögernden Spannung  eine  20 plattige  Influenzmaschine.  Hier- 
aus geht  hervor,  daß  kein  erheblicher  Teil  der  leuchtenden 
Strahlen  auch  nur  auf  den  dritten  Teil  der  Strecke  von  5  mm 
aus  positiv  geladenen  einfachen  Atomen  besteht.  Ein  quanti- 
tativer Aufschluß  ergibt  sich  aus  diesem  Versuch  nicht,  eben- 
sowenig eine  Entscheidung,  ob  wir  es  mit  Molekülen  großer 
Maße  oder  mit  neutralen  Atomen  zu  tun  haben,  die  während 
verschieden  langer  Zeit  positiv  geladen  sind. 

Es  wurden  nun  Versuche  mit  einer  ganz  anderen  Ver- 
suchsanordnung gemacht.  Die  Entladungsröhre  R  befindet 
sich  in  einem  Eisenzylinder,  der  mit  der  Eisenplatte  Pj  von 
3  cm  Dichte,  welche  die  Eisenkathode  K^  fortsetzt,  abge- 
schlossen ist.  Die  Durchbohrung  der  Eisenkathode  hat  einen 
Durchmesser  von  5  mm.  In  einer  Entfernung  von  6  cm  be- 
findet sich  in  der  Röhre  eine  zweite  Eisenkathode  JEg,  die 
ebenfalls  nach  außen  durch  die  Eisenplatte  P,  fortgesetzt 
wird.  P,  und  Pj  sind  miteinander  und  mit  der  Erde  metallisch 
verbunden.  Zwischen  den  Platten  Pj  und  P,  befinden  sich 
die  Pole  eines  starken  Elektromagneten,  die  aus  Lamellen  von 
Transformatoreisen  zusammengesetzt  sind  und  sehr  gleichmäßige 
Felder  geben.  Wir  nennen  dieses  magnetische  Feld  I.  Auf 
der  anderen  Seite  von  Pg  befindet  sich  das  Feld  II  eines  zweiten 

4  W.  Wien,  Ann.  d.  Phys.  23,  S.  419,  1907. 
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Elektromagneten,  dessen  oberes  Polstück  N  in  der  Zeichnung 
sichtbar  ist.  Die  Kraftlinien  der  beiden  Magnetfelder  stehen 
also  senkrecht  aufeinander,  was  übrigens  für  die  Versuche  un- 
wesentlich ist. 


Spule  V.  Magnet  I 


Spule  v.  Magnet  l  \ 


t 
1 


Spule  V.  Magnet  I 


Spule  V.  Magnet  I 


Spule  V.  Magnet  1 


Fig.  2. 
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Man  kann  durch  diese  Vorrichtungen  die  aus  K^  aus- 
tretenden positiven  Strahlen  zunächst  in  ein  magnetisches 
Feld  I  treten  lassen  und  dann,  nachdem  sie  durch  das  Eisen- 
stück K^  gegangen  sind,  in  das  Feld  IL  Man  kann  sie  natür- 
lich auch  nur  durch  das  Feld  I  oder  nur  durch  U  beeinflussen 


Ganz  unabhängig  sind  die  beiden  Felder  I  und  U  von- 
einander nicht,  da  jedes  etwas  in  das  Gebiet  des  anderen  hin- 
übergreift. Aber  bei  schwachen  Feldstärken  ist  die  gegen- 
seitige Beeinflussung  sehr  unbedeutend.  Mit  solchen  wurde 
daher  auch  ausschließlich  bei  den  quantitativen  Versuchen  ge- 
arbeitet, bei  denen  es  auf  diese  Unabhängigkeit  ankam. 

Die  Röhre  war  hinter  der  Kathode  K^  noch  1  m  lang.  In 
ihr  war  ein  Messingzylinder  C  von  20  cm  Länge  verschiebbar. 
Der  Zylinder  trug  ein  zylindrisches  Stück  Eisen  E  von  10  cm 
Länge  und  1  cm  Durchmesser.  Eine  außen  über  die  Röhre 
geschobene  stromdurchflossene  Spule  nahm  den  Eisenzylinder 
bei  ihrer  Bewegung  mit,  so  daß  der  Zylinder  in  beliebiger 
Weise  verschoben  werden  konnte.  Eine  lange  Drahtspirale 
vermittelte  die  metallische  Zuleitung  zum  Zylinder  C, 

Zunächst  zeigte  ein  qualitativer  Versuch,  daß,  wenn  die 
Entladung  einer  Influenzmaschine  zwischen  A  und  X^  durch 
die  Röhre  ging  und  die  aus  JC,  austretenden  positiven  Strahlen 
durch  starke  Erregung  von  I  abgelenkt  wurden,  das  unabge- 
lenkte  Bündel  in  seiner  weiteren  Fortsetzung,  nachdem  es 
aus  K^  ausgetreten  war,  nun  wieder  ebenso  starke  ablenkbare 
Strahlen  enthielt  als  ohne  das  Magnetfeld  I.^)  Da  von  den 
positiven  Strahlen,  die  bei  K^  austraten,  alle  ablenkbaren  durch 
das  Feld  I  abgelenkt  waren,  so  müssen  sich  also  auf  dem 
weiteren  Wege  neue  positive  Teilchen  gebildet  haben.    Daß  hier 


M  Eine  offenbar  hiermit  zusammenhängende  Beobachtung,  daß 
nämlich  hinter  einem,  in  einem  magnetischen  Felde  befindlichen  Dia- 
phragma noch  stärker  ablenkbare  Strahlen  existieren,  machte  vor  mehreren 
Jahren  schon  zufällig  Herr  Kau  im  hiesigen  Institut,  ohne  daß  seine 
Versuchsanordnung  definitive  Schlußfolgerungen  gestattet  hätte. 
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auch  die  ablenkbarsten  wieder  vorhanden  sind,  zeigte  die 
folgende  Beobachtung. 

Bei  starkem  magnetischen  Feld  II  erschien  seitlich  an  der 
Röhren  wand  der  Fiuoreszenzfleck  der  Kanalstrahlen.  Die 
Lage  dieses  Flecks  wurde  durch  Erregung  des  Feldes  I 
nicht  im  mindesten  beeinflußt,  sondern  nur  die  Intensität 
ein  wenig  geschwächt. 

Hier  entsteht  nun  zunächst  die  Frage,  ob  diese  neuen  ab- 
lenkbaren Strahlen  nicht  dadurch  entstanden  sind,  daß  auch 
K^  als  Kathode  wirkt,  so  daß  durch  einen  Entladungsvorgang, 
der  in  den  Raum  zwischen  K^  und  K^  hinübergreift,  neue 
Kanalstrahlen  entstehen.  Es  wurde  daher  zunächst  bei  den 
verschiedensten  Spannungen  untersucht,  ob  zwischen  K^^  und  K^ 
Kathodenstrahlen  entstehen.  Denn  wenn  hier  wirklich  ein  Ent- 
ladungsvorgang auftritt,  wie  man  ihn  tatsächlich  manchmal 
bei  ähnlichen  Anordnungen  beobachtet,  so  müssen  hier  auch 
Kathodenstrahlen  entstehen.  Durch  schwache  Erregung  des 
Feldes  I  müßte  man  diese  Kathodenstrahlen  aus  dem  Bündel 
ablenken  und  beobachten  können.  Indessen  zeigte  sich  niemals 
auch  nur  eine  Spur  von  Kathodenstrahlen  zwischen  K^  und  K^. 

Es  erschien  nun  vor  allem  erwünscht,  die  Verhältnisse 
durch  quantitative  Messung  weiter  zu  klären. 

Wenn  nach  Ablenkung  der  vorhandenen  positiven  Strahlen 
aufs  neue  positive  Strahlen  entstehen ,  so  muß  man  durch 
Messung  der  aufgefangenen  Elektrizitätsmenge  Aufschluß  dar- 
über erhalten,  wie  viel  positive  Teilchen  sich  neu  geladen 
haben. 

Man  mißt  bei  feststehendem  Auffänger  C  die  Strahlen- 
menge 

1.  Ohne  magnetische  Felder, 

2.  Bei  Erregung  des  Feldes  I, 

3.  Bei  Erregung  des  Feldes  II, 

4.  Bei  gleichzeitiger  Erregung  des  Feldes  I  und  IL 
Die  Kombination  von  1  und  3  ergibt  uns  die  prozentische 

Schwächung  der  positiven  Strahlen  durch  Einwirkung  von 
Magnetfeld  II  auf  das  ungeschwächt  aus  K^  tretende  Bündel. 
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Die  Kombination  2  und  4  ergibt  uns  die  entsprechende 
Schwächung  des  durch  Einwirkung  des  Feldes  I  bereits  an 
Ionen  ärmer  gewordenen  Bündels. 

Sind  in  beiden  Fällen  die  Schwächungen  prozentisch  gleich, 
so  ist  zu  schließen,  daß  die  Neubildung  der  positiven  Ionen 
immer  im  Verhältnis  der  Gesamtzahl  der  in  Bewegung  befind- 
lichen Atome  geschieht,  so  daß  immer  ein  bestimmter  Prozent- 
satz positiv  geladen  bleibt. 

Der  Empfanger  C  befand  sich  in  einer  Entfernung  von 
35  cm  von  jBT,.  Da  sein  Vorderende  offen  war,  so  konnte 
auch  das  stark  verbreitete  Bündel  der  Eanalstrahlen  unge- 
hindert eindringen.  Der  Strom  wurde  an  einem  Siemensschen 
Galvanometer  nach  d'Arsonval  gemessen,  dessen  Empfindlichkeit 
durch  passende  Nebenschlüsse  reguliert  werden  konnte. 

Im   folgenden  sind   die  Beobachtungen  zusammengestellt: 


Kanalstrahlen  in  Wasserstoff. 

Spannung 
Volt 

Ablenkung  in 

Skalenteilen 

Stromstärke  nach 
Schwächung 
durch  Magnet- 
feld II  in  Pro- 
zenten der  ur- 
sprünglichen 

ohne 
Magnetfeld 

Magnetfeld 

^      1 

Magnetfeld 
II 

Magnetfeld 
I  +  II 

ohne     I      mit 
Magnetfeld  I 

12  900 

150 

60 

90 

37 

60%    i     61% 

8  100 

40 

25        1 

29 

18 

72         '     72 

10  500 

140 

100         i 

100 

70 

71         j     70 

4  800 

210 

140         ! 

160 

105 

76              75 

6  000 

280 

180 

230 

150 

82              83 

3  500 

85 

»  i 

62 

45 

73         j     77 

Obwohl  die  Übereinstimmung  der  beiden  letzten  Vertikal- 
reihen so  gut  ist,  als  die  Beobachtungsfehler  es  irgend  zu- 
lassen, so  schien  es  mir  doch  notwendig,  die  Strahlen  unter 
möglichst  veränderten  Bedingungen  aufzufangen. 
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Fig.  3  zeigt  einen  Auffönger  (7,  der  aus 
einem  10  cm  langen  Messingzylinder  von 
2  cm  Durchmesser  besteht,  der  vorne  bis 
auf  eine  zentrale  Öffnung  von  5  mm  Durch- 
messer geschlossen  ist.  Vermöge  einer  durch 
die  feste  Mutter  M  laufenden  Schraube, 
die  durch  den  Schliff  8  gedreht  wird,  ist 
die  Lage  von  C  veränderlich.  C  verschiebt 
sich  in  einem  Glasrohr,  das  vorn  durch 
einen  Messingdeckel  geschlossen  ist,  durch 
den  eine  Öffnung  von  6  mm  gebohrt  ist. 
Dieser  Messingdeckel  ist  zur  Erde  abge- 
leitet. Die  Entfernung  des  Auftangers  von 
JE,  betrug  10  cm. 

Bei  den  Beobachtungen  wurde  auch 
noch  das  Gas  geändert  und  sowohl  mit 
Luft  wie  mit  Wasserstoff  Messungen  an- 
gestellt.    (Tab.  1.) 

Man  sieht  auch  aus  dieser  Tabelle, 
daß  in  der  Tat  die  beiden  letzten  Vertikal- 
reihen ziemlich  gut  miteinander  überein- 
stimmen. 

Weitere  Beobachtungen  wurden  nun  in 
der  Weise  gemacht,  da£  der  Empfanger 
um  35  cm  weiter  von  K^  entfernt  wurde, 
so  daß  die  Strahlen  einen  weit  längeren 
Weg  zu  durchlaufen  haben.  Wenn  sich 
nach  der  Verminderung  der  positiv  gela- 
denen Teilchen  durch  das  Magnetfeld  I 
wieder  der  gleiche  Zustand  im  Strahlen- 
bündel herstellt,  wie  sie  ohne  Einwirkung 
des  Magnetfeldes  herrscht,  so  muß  die 
prozentische  Abnahme  durch  das  Magnetfeld  in  beiden  Stel- 
lungen des  Auffangers  dieselbe  sein. 

Es  wurde   daher   der  Magnet  II   beseitigt    und   dafür  die 
ganze  Röhre   hinter  K^  mit  einem  Eisenschutz  versehen,  der 
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Tabelle  I. 


Ablenkung  in 

Skalenteilen 

Stromstärke  nach 

Schwächung  durch 

Magnetfeld  II 

ohne      1  Magnet- 
Magnetfeldi    feld  I 

Magnet- 
feld 11 

16 

Magnetfeld 
I  +  II 

12 

ohne      1      mit 
Magnetfeld  I 

Luft 

37 

29 

430/0 

41% 

» 

46 

32 

18 

13 

39 

41 

■ 

16 

10 

5 

3 

31 

30 

Wasserstoff 

120 

80 

42 

28 

35 

35 

\   Magnet- 

9 

150 

100 

54 

32 

36 

32 

i     feld  I 

9 

155 

110 

48 

32 

31 

29 

J    verstärkt 

zum  Teil  aus  1  cm  dicken  Stücken  zusammengesetzt  war,  so 
daß  die  obere  Lage  leicht  abgenommen  werden  konnte.  Dies 
war  erforderlich,  wenn  der  Empfänger  verschoben  werden  sollte, 
weil  dann  die  Spule  auf  der  Röhre  verschoben  werden  mußte. 
Wir  wollen  die  beiden  Stellungen  des  Empfängers  mit  A 
und  B  bezeichnen.  A  soll  die  vordere  Stellung  sein,  B  die 
hintere.  Da  bei  A  die  Intensität  erheblich  größer  war,  so 
wurde  hier  die  Empfindlichkeit  des  Galvanometers  verringert. 
Die  folgende  Tabelle  2  enthält  die  Beobachtungen: 


Tabelle  2. 


Spannung 
Volt 


-     '1.     i     Übrig- 
mJ^I*  '  bleibender 


80% 
80 
80 
80 

81 
83 
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Die  auch  hier  sich  zeigende  Übereinstimmung  ist  geeignet, 
die  aus  den  zuerst  erwähnten  Beobachtungen  zu  ziehenden 
Schlüsse  zu  stützen,  obwohl  jenen  eine  größere  Beweiskraft 
zukommt. 

Zusammenfassend  können  wir  sagen,  daß  die  Hypothese, 
daß  die  verschiedene  Ablenkbarkeit  der  positiven  Strahlen  da- 
durch hervorgerufen  wird,  daß  den  Ionen  verschieden  große 
Massen  beizulegen  sind,  aufgegeben  werden  muß.  Die  ver- 
schiedene Ablenkbarkeit  rührt  vielmehr  daher,  daß  die  Ionen 
verschieden  lange  Strecken  ihres  Weges  im  geladenen  Zustande 
zurücklegen.  Besonders  eigentümlich  ist  aber  das  aus  Tabelle  I 
und  II  zu  folgernde  Ergebnis,  daß  die  Ionen  des  Eanal- 
strahlenstroras  von  selbst  einen  gewissen  Gleichge- 
wichtszustand annehmen,  in  welchem  das  Verhältnis 
der  Anzahl  der  geladenen  zu  den  ungeladenen  Teil- 
chen immer  dasselbe  ist.  Dieser  Gleichgewichtszustand 
stellt  sich  von  selbst  wieder  her,  wenn  durch  magnetische  Ab- 
lenkung ein  Teil  der  positiv  geladenen  Teilchen  fortgenommen 
wurde. 

Wir  müssen  daher  annehmen,  daß  alle  Teilchen  des  Kanal- 
strahlenstroms gleichmäßig  beteiligt  sind  an  den  sich  im  weiteren 
Verlaufe  abspielenden  Prozessen,  die  wir  wohl  in  der  Haupt- 
sache als  einen  Dissoziationsprozeß  zwischen  Atomen 
und  Elektronen  aufzufassen  haben.  In  den  fortbewegten 
Atomen  ist  immer  nur  ein  bestimmter  Teil  dissoziiert  und  nur 
so  lange  den  äußeren  magnetischen  Kräften  unterworfen. 

Da  die  Dissoziation  zwischen  den  einzelnen  Atomen  fort- 
während abwechselt,  so  sind  einzelne  nur  während  kurzer  Zeit, 
andere  längere  Zeit  dissoziiert.  Daß  wir  immer  den  Überschuß 
der  positiven  Ladungen  beobachten,  während  der  Auffanger 
bei  bloßer  Dissoziation  keinen  Strom  liefern  könnte,  zeigt  an^ 
daß  unter  den  Versuchsbedingungen  die  negativen  Elektronen 
größtenteils  das  Kanalstrahlenbündel  verlassen. 

Mit  Sicherheit  geht  aus  den  Beobachtungen  hervor,  daß 
der  beobachtete  positive  Strom  der  Kanalstrahlen  nichts  Un- 
mittelbares   mit   dem   eigentlichen  Entladungsvorgang   zu  tun 
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hat.  In  der  Entladung  muß  sich  allerdings  die  erste  Trennung 
des  Atoms  von  den  Elektronen  vollziehen,  es  tritt  hier  die 
Beschleunigung  der  Atome  durch  die  elektrischen  Kräfte  des 
Feldes  ein.  Aber  nachdem  die  Atome  eine  größere  Strecke 
im  Gasraum  zurückgelegt  haben,  neutralisiert  sich  immer  eine 
bestimmte  Anzahl  während  die  übrigen  geladen  sind. 

Es  ist  möglich,  daß  die  Vorgänge  im  extremen  Vakuum 
andere  sind.  Wenn  nämlich  die  beobachtete  Neubildung  positiver 
Ionen  mit  den  Zusammenstößen  der  Atome  mit  den  ruhenden 
Gasatomen  zusammenhängt,  so  müßte  sie  im  äußersten  Vakuum 
aufhören.     Versuche  hierüber  werden  vorbereitet. 

Ferner  zeigen  die  Ergebnisse,  daß  man  durch  den  Kanal- 
strahlenstrom nicht  die  Anzahl  der  wirklich  in  Bewegung  be- 
findlichen Atome  mißt,  sondern  nur  die  Anzahl  der  geladenen 
Ionen. 

Würzburg,  Physikalisches  Institut,  März  1908. 


1900.  Sitsangsb.  d.  matb.-pbya.  Kl. 
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Nachtrag  zu  meiner  Arbeit: 

Über  die  Abhängigkeit  des  Verhältnisses  der  spezi- 
fischen Wärmen  7/  =  %  in  trockener,  kohlensänrefi^'eier 
atmosphärischer  Luft  von  Druck  und  Temperatur.') 

Von  Peter  Paul  Koch. 

Bingdau/en  7.  Man. 

Anfang  Dezember  1907  machte  mich  Herr  Geheimrat 
Röntgen  auf  eine  von  mir  bei  der  Bestimmung  der  Schall- 
geschwindigkeit in  komprimierter  Luft  übersehene  Fehlerquelle 
aufmerksam.  Es  ist  der  Einfluß,  den  das  elastische  Nach- 
geben der  Wellenröhrenwände  auf  die  Schallgeschwindigkeit 
ausübt. 

Für  die  zahlenmäßige  Berechnung  dieses  Einflusses  existiert 
eine  von  Korteweg*)  angegebene  Korrektionsformel,  die  später 
auch  von  Lamb')  auf  etwas  anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Der  Faktor,  mit  dem  die  in  Röhren  gemessene  Schall- 
geschwindigkeit zu  multiplizieren  ist,  um  die  Schallgeschwindig- 
keit im  unbegrenzten  Medium  zu  erhalten,  ist  nach  Eorteweg 
in  erster  Annäherung: 

in  zweiter  Annäherung: 

i)  Abhandl.  d.  K.  B.  Akad.  d.  Wissenschaften,  II.  Kl.,  XXIII.  Bd. 
II.  Abt.,  S.  879.    Im  folgenden  zitiert  als  , Hauptarbeit**. 
2)  Wied.  Ann.  5,  S.  525,  1878. 

»)  Memoirs  of  the  Manchester  Lit.  &  Phil.  Society  42,  Nr.  9,  S.  1,  1898. 

5* 
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Dabei  bedeutet  E  den  adiabatischen  Elastizitätskoeffizienten 
der  in  der  Röhre  eingeschlossenen  Flüssigkeit,  E^  den  Elastizitäts- 
modul des  Materials  der  Röhrenwand,  R^  den  Innenradius  der 
Röhre  und  a,  die  Wandstärke. 

Die  im  folgenden  angeführten  Versuche  hatten  den  Zweck, 
die  Gültigkeit  der  Kortewegschen  Korrektion,  die  bisher  nur 
auf  die  Fortpflanzung  des  Schalles  in  tropfbaren  Flüssigkeiten 
angewandt  wurde,  auch  für  die  Schallgeschwindigkeit  in  Röhren 
mit  komprimierter  Luft  zu  prüfen.  Es  wurde  die  Schallge- 
schwindigkeit in  Röhren  von  möglichst  gleichem  Innendurch- 
messer und  verschiedener  Wandstärke  mit  Hilfe  der  Eundt^schen 
Staubfiguren  bestimmt.  Eine  Vereinfachung  für  Versuch  und 
Rechnung  ließ  sich  erzielen  durch  Verwendung  von  Doppel- 
röhren, die  hergestellt  waren  durch  Hintereinandersetzen  zweier 
etwa  40  cm  langer  Röhrenstücke  von  verschiedener  Wandstarke 
und  gleichem  Innendurchmesser.^)  Die  Teilröhren  waren  an 
der  Stoßstelle  plan  geschliffen  und  in  einem  Messingring  zu- 
sammengekittet. Die  Verwendung  dieser  Doppelröhren  machte 
die  Benutzung  des  Kontrollrohres  zur  Elimination  von  Schwan- 
kungen der  Tonhöhe  des  Stahlstabes  überflüssig  und  schaltete 
alle  Fehlerquellen  aus,  herrührend  von  Druck-  und  Temperatur- 
messung für  Untersuchungs-  und  KontroUrohr.  Allerdings  er- 
hält man  dafür  in  jedem  Röhrenstück  nur  halb  soviel  stehende 
Wellen  wie  bei  den  ca.  80  cm  langen  Röhren  der  Hauptarbeit 
Um  zu  verhindern,  daß  die  Schallbewegung  sich  in  dem  ring- 
förmigen Raum  zwischen  Wellenrohr  und  Druckzjlinderwand 
ausbreiten   und   die  Schallröhrenwand   von  außen   deformieren 

*)  Die  mit  dem  Innendurchmesser  an  der  Stoßstelle  vorzüglich  auf- 
einander passenden  Teilröhren  wurden  von  der  Firma  Gundelach-Gehlber^ 
geliefert,  der  ich  für  ihre  liebenswürdigen  Bemühungen  bestens  danke. 
Dadurch Y  daß  die  Röhren  zum  Teil  besonders  hergestellt  werden  maßten, 
verzögerte  sich  die  Lieferung  der  Mitte  Dezember  1907  bestellten  Röhren, 
so  daß  die  Versuche  erst  jetzt  (Ende  Februar  1908)  fertiggestellt  werden 
konnten. 
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könnte,  waren  auf  die  Wellenröhren  Messingringe  aufgeschoben, 
derart,  dag  sie  ganz  eng  in  den  Innenraum  des  Druckzylinders 
hineinpaßten.  Dies  war  auch  bei  den  Versuchen  der  Haupt- 
arbeit (1,  c,  S.  381)  der  Fall. 

Das  Vorhandensein  von  komprimierter  Luft  im  Ringraum 
zwischen  Wellenrohr  und  Druckzylinderwand  beeinflußt  die  Größe 
der  Kortewegschen  Korrektion  nicht,^)  die  von  Korteweg  unter 
der  Annahme  berechnet  ist,  daß  die  den  Schall  fortpflanzende 
Flüssigkeit  sich  nur  im  Innern  des  Wellenrohrs  befindet. 

Die  Versuche  wurden  im  übrigen  genau  wie  die  früher 
beschriebenen  ausgeführt  und  es  wurde  besonders  geachtet  auf 
Erreichen  der  Temperaturkonstanz  im  Innern  des  Druckzylinders. 

Die  Resultate  sind  in  Tabelle  1  zusammengestellt.  Es 
findet  sich  in  Reihe  1  der  Druck  in  Atmosphären  ä  76  cm  Hg, 
in  Reihe  2  die  Temperatur  im  Druckzylinder,  in  Reihe  8  die 
Nummer  der  benutzten  Doppelröhre  (betr.  Röhrendimensionen 
s.  Tabelle  2),  in  Reihe  4  das  Verhältnis  der  Schallgeschwin- 
digkeit im  dickwandigen  Röhrenteil  zur  Schallgeschwindigkeit 
im  dünnwandigen.  Die  Schallgeschwindigkeiten  sind  berechnet 
aus  den  dreimal  gemessenen  Einzelwellenlängen  mit  Hilfe  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate.  In  Reihe  5  sind  Mittelwerte 
entsprechend  den  beigesetzten  Klammem  gebildet  und  in  6 
steht  das  aus  der  Kortewegschen  Formel  ((1)  und  (2)  liefern  beide 
dasselbe)  berechnete  Verhältnis  der  Schallgeschwindigkeiten. 

In  Tabelle  2  finden  sich  die  Röhrenkonstanten.  Es  steht 
in  Reihe  1  die  in  Tabelle  1  gebrauchte  Röhrennummer,  dann 
in  den  folgenden  Reihen  je  für  den  dünn-  und  dickwandigen 
Teil:  Wandstärke,  Innenradius  und  Elastizitätsmodul.  Wand- 
stärke und  Innendurchmesser  der  Röhren  waren  nicht  an  allen 
Stellen  gleich.  Deshalb  sind  die  angegebenen  Zahlen  Mittel- 
werte. Ebenso  erklärt  sich  hieraus  die  Ungleichheit  der  an 
den  nicht  zusammengekitteten  Enden  der  Teilröhren  gemessenen 
Innendurchmesser,  die  an  den  Stoßstellen  auf  Bruchteile  von 
Millimetern  genau  aufeinander  paßten.     Der  Elastizitätsmodul 


1)  Lamb.,  1.  c,  p.  10,  U. 
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Tabelle  I. 


1 

2               3 

4 

5 

6 

Druck 
in  Atmo- 
sphären 
k  76  cm  Hg 

t 

Röhren- 
nummer 

Verhältnis 
der  Schall- 
geschwindig- 
keiten  dick- 
wandiges 
durch  dünn- 
wandiges 
Rohr: 

Mittel 

Verhältnis 
der  Schall- 
geschwindig- 
keiten : 
Berechnet 

Gemessen 

101 
101 

00 
00 

dünn  2 
.      2 

1,0038 
1,0063 

1     1,005 

1,004 

197 

00 

.      1 

1,0147 

1,015 

1,012 

197,5 
197 

0« 
00 

.      2 

n         2 

1,0149 
1,0136 

}     1,014 

1,011 

193 

00 

dick    1 

0,9976 

197 

00 

n          2 

1,0009 

192 

00 

.       2 

0,9990 

1,001 

•  1,002 

198 

00 

.       2 

1,0002 

191 

00 

.       1 

1,0048 

196,6 
200 

-790 
-790 

,       1 
.       1 

1,0015 
0,9980 

1     1,000 

1.003 

198 

—  790 

dünn  1 

1,0123 

198,5 

-790 

,      1 

1,0270 

197 
197 

-790 
-790 

.      1 
«      1 

1,0176 
1,0224 

1,021 

1,020 

197 

-790 

,      1 

1,0266 

196 

-790 

.      1 

1,0210 

des  Röhrenglases  wurde  experimentell  bestimmt  durch  Vergleich 
der  Wellenlänge  eines  in  der  Rohre  erregten  Longitudinaltones 
in  der  Röhre  selbst  mit  der  Wellenlänge  desselben  Tones  in 
Luft  mit  Hilfe  der  Kundt'schen  Staubfiguren. 
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Tabelle  2. 


1         I 

Röhren-      ] 
numxner 


Wandstärke 


Elastizitäts- 
modul C.  G.  S. 


dünn  1 

dünn  2 

dick     1 

dick     2 


dünner  Teil 
dicker 

dünner 
dicker 

dünner 
dicker 

dünner 
dicker 


0,051 
0,868 

0,066 
0,838 

0,183 
0,296 

0,174 
0,301 


1,14 
1,23 

1,16 
1,20 

1,32 
1,24 

1,37 
1,28 


6,57  •  10^1 
7,06  •  10" 

6,67  •  10" 
7,05 .  10" 

6,79  •  10" 
7,06  •  10" 

6,79-10" 
7,05  •  10" 


Der  in  der  Korrektionsformel  vorkommende  adiabatische 
Elastizitätskoeffizient  der  in  den  Röhren  eingeschlossenen  kom- 
primierten Luft  wurde  berechnet  als  Produkt  c^  d.  Dabei  be- 
deutet c  die  Schallgeschwindigkeit  in  Luft  ftlr  entsprechenden 
Druck  und  Temperatur  (Tabellen  7  und  8  der  Hauptarbeit) 
und  d  die  Dichte  der  Luft,  bezogen  auf  Wasser  (Tabellen  13 
und  14  der  Hauptarbeit).  Als  Schallgeschwindigkeit  für  Luft 
von  0®  und  1  Atmosphäre  wurde  angenommen:  3,31  •  10*  C.G.S. 

Die  innerhalb  der  Me&fehlergrenze  von  ca.  3  ®/oo  liegende 
Übereinstimmung  zwischen  Messung  und  Rechnung  (Tabelle  1) 
für  das  Verhältnis  der  Schallgeschwindigkeiten  in  den  dünn- 
und  dickwandigen  Teilröhren  bei  den  benutzten  extremen 
Wandstarkenverhältnissen  rechtfertigt  das  Anbringen  der  Kor- 
rektion für  das  elastische  Nachgeben  der  Röhrenwände  an 
den  Schallgeschwindigkeitsmessungen  der  Hauptarbeit  in  der 
Kortewegschen  Form.  Eine  Entscheidung  zwischen  der  Wahl 
des  Korrektionsfaktors  (1)  und  (2)  (s.  oben)  braucht  dabei  nicht 
getroffen  zu  werden,  da  beide  för  die  in  der  Hauptarbeit  be- 
nutzten Wellenröhren  bei  —  79  ®  und  bis  200  Atmosphären 
Übereinstimmung  bis  auf  l®/oo  ergeben. 

Die  zu  den  Versuchen  der  Hauptarbeit  benutzten  unter- 
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suchungsröhren  waren  sämtlich  aus  zwei  gleichzeitig  bezogenen 
langen  Röhren  herausgeschnitten  und  stimmten  in  Wandstarke 
und  Innendurchmesser  soweit  überein,  daß  dafür  Mittelwerte 
genommen  und  die  Korrektionen  für  alle  Röhren  in  gleicher 
Weise  angebracht  werden  durften. 

Die  Röhrenkonstanten  waren:  Wandstärke:  0,151  cm; 
Innenradius:    1,49  cm;   Elastizitätsmodul:    6,61  •  10^^  C.  G.  S. 

Tabellen  3  und  4  enthalten  die  Schlußresultate  für  0® 
bzw.  — 79®.  Es  findet  sich  unter  1  der  Druck  in  Atmo- 
sphären a  76  cm  Hg  von  0®,  in  2  das  direkt  gemessene  Ver- 
hältnis der  Schallgeschwindigkeit  in  komprimierter  Luft  zu 
der  in  Luft  von  Atmosphärendruck  (Tabellen  7  und  8  der 
Hauptarbeit),  in  3  der  Korrektionsfaktor  berechnet  in  der 
Form  (2),  mit  dem  dieses  Verhältnis  zu  multiplizieren  ist,  um 
den  entsprechenden  Wert  für  komprimierte  Luft  im  unbe- 
grenzten Raum  zu  erhalten.  Unter  4  steht  das  so  korrigierte 
Schallgeschwindigkeitsverhältnis,    in  5  der  unkorrigierte  Wert 

von  -J^  (aus  Tabellen  16  und  17   der  Hauptarbeit)   und  in  6 

der  durch  Multiplikation    mit   dem  Quadrat  des  Korrektions- 


faktors korrigierte  Wert  von 


Cp 
Cv 


Tabelle  3     ^  =  0^ 


1 

Druck 
in  Atmo- 
sphären 
^  76  cm  Hg 

l 

25 

60 

75 
100 
125 
150 
176 
200 


Verhältnis  der 
Schall  ofesch  win- 
digkeiten un- 
korrigiert 


Verhältnis  der 
Schallgeschwin- 
digkeiten korri- 
giert 


5 

Cp_ 

Cv 

unkorri- 

giert 


6 

Cp 

Cv 

korri^ert 


1.000 

1.000 

1.000 

1.007 

1.001 

1.008 

1.021 

1.001 

1.022 

1.039 

1.002 

1.041 

1.061 

1.003 

1.064 

1.091 

1.004 

1.095 

1.126 

1.005 

1.132 

1.166 

1.006 

1.173 

1.212 

1.007 

1.220 

1.405 

1.405 

1.470 

1.478 

1.527 

1.530 

1.586 

1.593 

1.636 

1.646 

1.677 

1.690 

P.  P.  Koch:  Über  die  Abhängigkeit  des  Verhältnisses  etc. 
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Tabelle  4    t  =  —  79.3«. 


1 

2 

8 

4 

5 

6 

Druck 
in  Atmo- 
sphären 
k  76  cm  Hg 

Verhältnis  der 
Schallgeschwin- 
digkeiten un- 
korrigiert 

Korrek- 
tions- 
faktor 

Verhältnis  der 
Schallgeschwin- 
digkeiten korri- 
giert 

Cv 

unkorri- 

giert 

Gp 

Cv 
korrigiert 

1 

0.842 

1.000 

0.842 

1.405 

1.405 

25 

0.880 

1.001 

0.831 

1.566 

1.569 

50 

0.829 

1.001 

0.830 

1.763 

1.767 

75 

0.841 

1.002 

0.848 

1.992 

2.001 

100 

0.882 

1.003 

0.885 

2.187 

2.200 

125 

0.955 

1.005 

0.960 

2.378 

2.402 

150 

1.040 

1.007 

1.047 

2.435 

2.469 

175 

I.ISO 

1.009 

1.140 

2.870 

2.413 

200 

1.224 

1.012 

1.239 

2.277 

2.333 

Gv 
Die  Änderungen  der  Endwerte  von  ^-  gehen  nur  bei  den 

Vei-suchen  mit  höheren  Drucken  über  die  in  der  Hauptarbeit 
angesetzten  Fehlergrenzen  hinaus,  so  daß  an  den  dort  gezogenen 
Schlußfolgerungen  eine  Änderung  nicht  anzubringen  ist. 
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Öffentliche  Sitzung 

zur  Feier  des  149.  Stiftungstages 

vom  11.  März  1908. 

Die  Sitzung  eröffiiete  der  Präsident  der  Akademie,  Geheimrat 
Dr.  Karl  Theodor  v.  Hei  gel,  mit  folgender  Ansprache: 

Im  kommenden  Jahre  wird  unsere  Akademie  ihr  150.  Lebens- 
jahr vollendet  haben.  Wir  haben  beschlossen,  von  einer  prunk- 
volleren Feier  abzusehen ;  wir  werden  aber  nicht  vergessen  des 
schuldigen  Dankes  für  den  gütigen  Fürsten,  der  unsere  Gesell- 
schaft ins  Leben  gerufen  hat,  und  für  die  vielen  akademischen 
Genossen,  die  seit  anderthalbhundert  Jahren  für  Wahrheit  und 
Aufklärung  gearbeitet  und,  wenn  es  geboten  war,  gestritten 
und  gelitten  haben. 

Auch  heute  soll  herzlicher  Dank  an  die  Gönner  unserer 
Akademie  und  der  wissenschaftlichen  Sammlungen  unsere  Fest- 
feier einleiten. 

Die  Münchener  Akademie  unterscheidet  sich  ja  dadurch 
von  den  meisten  übrigen  gelehrten  Gesellschaften,  daß  auch 
heute  noch  zahlreiche  Sammlungen,  welche  der  allgemeinen 
Bildung  und  Belehrung  dienen  sollen,  ihrer  Obhut  anvertraut 
sind,  während  die  zu  eigentlichen  Unterrichtszwecken  bestimmten, 
früher  ebenfalls  mit  der  Akademie  verbundenen  Institute  nun- 
mehr Attribute  der  Universität  geworden  sind.  Unsere  Akademie 
zieht  aus  der  Verbindung  mit  den  reichen  wissenschaftlichen 
Sammlungen  des  Staates  nicht  bloß  den  Vorteil,  daß  den  mit 
ihrer  Pflege   betrauten  Mitgliedern   die  Objekte  jederzeit  zur 
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unmittelbaren  Verfügung  stehen,  sondern  daß  die  ganze  Körper- 
schaft, gewissermaßen  die  Dienste  der  Schwestern  Martha  und 
Maria  vereinigend,  auch  in  innigere  Verbindung  mit  den  prak- 
tischen Aufgaben  der  Wissenschaft  gebracht  wird  und  auf 
solche  Weise  ein  lebendiger  Mittelpunkt  des  gesaraten  wissen- 
schaftlichen Betriebs  im  Vaterlande  werden  kann. 

Von  wertvolleren  Gaben,  die  seit  der  Märzsitzung  des 
Jahres  1907  der  Akademie  und  dem  Generalkonservatorium 
zugewendet  wurden,  sei  an  erster  Stelle  die  hochherzige  Stif- 
tung unseres  durch  Krankheit  leider  von  uns  ferngehaltenen 
Kollegen  Eduard  von  Wölfflin  erwähnt.  Er  hat  dem  von 
ihm  errichteten  Fonds  für  den  Thesaurus  linguae  latinae  neuer- 
dings 35000  Francs  zugewiesen.  Ferner  überließ  er  der  Kom- 
mission aus  seiner  großen  Privatbibliothek  alle  diejenigen  latei- 
nischen und  griechischen  Werke,  die  für  die  Ausarbeitung  des 
Thesaurus  von  Nutzen  sein  können.  Endlich  w^idmete  er  der 
Akademie  seine  Büste  in  Marmor,  ein  prächtiges  Kunstwerk 
aus  der  Hand  des  Bildhauers  Hahn.  Das  würdigste  Denkmal 
schuf  sich  freilich  Wölfflin  selbst  im  Thesaurus,  für  dessen 
Werden  und  Wachsen  er  zugleich  Romulus  und  Camillus  war. 

Professor  Hermann  in  Erlangen  schenkte  für  das  zoolo- 
gische Museum  seine  reichen  Dipterenbestände,  die  bedeutendste 
Privatsammlung  dieser  Art  in  Deutschland. 

Schließlich  habe  ich  noch  zwei  Gönnern  zu  danken,  die 
nicht  genannt  sein  wollen. 

Die  zoologische  Sammlung,  die  vor  einigen  Wochen  im 
Festsaal  der  Akademie  ausgestellt  war,  ist  von  Herrn  Dr. 
Bruegel  in  Siam  und  Borneo  vermittels  einer  Stiftung  im 
Betrage  von  25000  Mark  zusammengebracht  worden,  die  von 
einem  Freunde  der  Wissenschaft  in  München  herrührt. 

Das  Antiquarium  hat  im  abgelaufenen  Jahre  durch  die 
stattliche  Spende  eines  Ungenannten  den  bedeutsamsten  Zu- 
wachs seit  Ludwigs  I.  Tagen  erhalten,  indem  damit  ein  mit 
feinstem  Geschmack  zusammengetragener  Schatz  antiker  Klein- 
kunst, die  Sammlung  des  hiesigen  Archäologen  Dr.  Arndt, 
erworben  werden  konnte.     Da  das  Antiquarium,  wie  fast  alle 
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unsere  Sammlungen,  an  Raummangel  leidet,  mußte  die  neue 
Erwerbung  vorläufig  in  einem  Saale  der  K.  Glyptothek  unter- 
gebracht werden. 

Aus  den  Zinsen  des  Thereianosfonds  wurde  ein  Preis  von 
800  M.  Dr.  Ludwig  Hahn,  Professor  am  Neuen  Gymnasium 
zu  Nürnberg  für  sein  Buch:  „Rom  und  der  Romanismus  im 
griechischen  Osten*,  Leipzig  1906,  zuerkannt. 

Sodann  wurden  bewilligt: 

1500  M.  an  Professor  Karl  Krumbacher  für  die  Heraus- 
gabe von  Band  XVII  der  Byzantinischen  Zeitschrift. 

1000  M.  für  die  Bearbeitung  des  von  Professor  Krum- 
bacher geleiteten  »Corpus  der  mittelgriechischen  Urkunden". 

1000  M.  an  den  Gymnasialprofessor  Karl  Reichhold  in 
München  zur  Aufnahme  griechischer  Vasen  bilder  für  den  Abschluß 
des  Furtwänglerschen  Werkes:  „Griechische  Vasenmalerei.* 

1000  M.  an  den  Privatdozenten  Dr.  Ludwig  Curtius  in 
München  zur  Fortsetzung  der  von  Adolf  Furtwängler  begonnenen 
Ausgrabungen  auf  der  Insel  Aegina. 

1500  M.  an  Dr.  Sophronios  Eustratiades,  Diakonus  an 
der  griechischen  Kirche  zum  hl.  Georg  in  Wien,  zur  Heraus- 
gabe des  2.  Bandes  der  theologischen  Briefe  des  Michael  Glykas. 

Aus  den  Mitteln  des  Mannheimer  Reservefonds  konnten  das 
Antiquarium  und  das  Ethnographische  Museum  unterstützt 
werden;  ersteres  mit  1200  M.,  letzteres  zur  dringend  nötigen 
Ausfüllung  empfindlicher  Lücken  mit  8300  M. 

Aus  den  Mitteln  der  Münohener  Bürger-  und  Cramer-Klett- 
Stiftung  wurden  vorläufig  genehmigt: 

1500  M.  an  den  Erlanger  Privatdozenten  Dr.  R.  Fuchs 
zur  Untersuchung  der  Einwirkung  der  Höhenluft  auf  den 
menschlichen  Organismus. 

500  M.  für  experimentelle  Untersuchungen  über  Stereo- 
isomerie  an  den  Lyzealprofessor  Dr.  A.  Ries  in  Bamberg. 
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500  M.  an  Dr.  Björnbo  in  Kopenhagen  zur  Publikation 
der  Arbeiten  des  Nürnberger  Mathematikers  Werner. 

Aus  der  Eönigs-Stlftung  zum  Adolf  v.  Baeyer-Jubiläum  sind 

800  M.  für  Professor  Oskar  Piloty  zur  Fortführung  seiner 

Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Pyrrholchemie  bewilligt  worden. 

Weitere  Zuwendungen  aus  diesen  Fonds  stehen  noch  bevor. 


Hierauf  folgten  die  Nekrologe  der  Klassensekretäre. 

Die  mathematisch-physikalische  Klasse  hat  folgende  Mit- 
glieder durch  den  Tod  verloren. 

Am  31.  Januar  dieses  Jahres  starb  das  ordentliche  Mit- 
glied Geh.  Rat  Karl  von  Veit.  Die  Klasse  hat  beschlossen,  die 
Verdienste  dieses  ausgezeichneten  Gelehrten  und  Foi*schers  durch 
eine  besondere  Gedächtnisrede  zu  ehren. 

Heute  wollen  wir  deshalb  nur  mit  wenigen  Worten 
unserer  Dankbarkeit  Ausdruck  geben  für  alles  das,  was  er 
lange  Jahre  hindurch  der  Klasse  gewesen  ist,  vor  allem  für 
den  unermüdlichen  Eifer  und  die  strenge  Gewissenhaftigkeit, 
mit  der  er  als  Klassensekretär  die  Geschäfte  der  Klasse  ge- 
führt hat.  Er  zeigte  durch  die  Tat,  daß,  wie  sein  Sohn  in 
einem  Schreiben  an  den  Präsidenten  der  Akademie  hervorhebt, 
für  ihn  die  höchste  Ehre  der  Sitz  in  der  Akademie  war;  ihr 
hat  er  in  nie  wankender  Treue  seine  ganze  Arbeitskraft  zur 
Verfügung  gestellt. 

Noch  in  der  Januarsitzung  hat  er,  obschon  schwer  leidend, 
es  sich  nicht  nehmen  lassen,  auf  seinem  Posten  auszuharren. 
So  wird  sein  Gedächtnis  unter  uns  fortleben  nicht  nur  als  das 
eines  Gelehrten,  auf  den  unsere  Akademie  und  unser  ganzes 
Land  stolz  sein  kann,  sondern  auch  als  das  eines  Mannes, 
dessen  Leben  uns  durch  hohen  sittlichen  Ernst  und  treueste 
Pflichterfüllung   einen  unvergeßlichen  Eindruck   gemacht   hat. 
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Am  18.  März  1907  starb  im  achtzigsten  Lebensjahre  zu 
Paris  Pierre  Eugene  Marcelin  Berthelot,  Secretaire  perp^tuel 
de  l'Academie  des  Sciences  pour  les  sciences  physiques,  membre 
de  TAcad^mie  Fran9aise,  S^nateur. 

Berthelot  begann  seine  wissenschaftliche  Laufbahn  mit 
einer  Untersuchung  über  das  Glyzerin,  welche  heute  noch  als 
mustergültig  bezeichnet  werden  kann.  Er  schuf  dadurch  nicht 
nur  den  Begriff  eines  mehratomigen  Alkohols,  sondern  legte 
durch  seine  klassischen  Versuche  über  die  Bildung  der  Ester 
den  Grund  für  eine  neue  Disziplin  —  die  Lehre  von  den  um- 
kehrbaren chemischen  Vorgängen.  Die  Synthese  dieser  Ester, 
zu  denen  die  natürlich  vorkommenden  Fette  gehören,  bildet 
einen  Merkstein  in  der  Geschichte  der  physiologischen  Chemie. 

Durch  diese  Studien  wurde  Berthelot  auf  die  Wichtigkeit 
der  Synthese  und  ihre  Bedeutung  für  die  Lehre  von  den 
Lebenserscheinungen  aufmerksam.  Er  begnügte  sich  aber  nicht 
damit  aus  zusammengesetzten  Körpern  noch  kompliziertere  auf- 
zubauen, sondern  suchte  von  den  Elementen  ausgehend  einen 
vollständigen  Aufbau  der  organischen  Verbindungen  zu  er- 
zielen, welcher  der  Assimilation  des  Kohlenstoffs  durch  die 
Pflanzen  vergleichbar  ist.  Diese  Aufgabe  beschäftigte  ihn  fast 
ein  Menschenalter  hindurch,  und  durch  ihre  glänzende  Lösung 
wurde  er  zum  Hauptbegründer  der  synthetischen  Chemie. 

Man  sollte  glauben,  daß  diese  Arbeiten  von  einem  riesen- 
haften Umfang  genügt  hätten,  ein  Menschenleben  zu  erfüllen. 
Bei  Berthelot  war  dies  aber  nicht  der  Fall.  Er  erkannte  — 
man  könnte  fast  sagen  prophetischen  Geistes  — ,  daß  die  Auf- 
gabe des  Chemikers  mit  der  bloßen  Verkettung  der  Atome 
nicht  beendet  ist,  und  daß  ein  Einblick  in  die  Natur  der 
chemischen  Vorgänge  ohne  ein  physikalisches  Studium  der 
inneren  Bewegungszustände  nur  ein  Stückwerk  bleibt.  Dieser 
Erkenntnis  entsprangen  seine  thermochemischen  Arbeiten,  denen 
er  fast  40  Jahre  seines  Lebens  gewidmet  hat.  Sein  von  ihm 
zu  diesem  Zwecke  erfundener  Apparat  —  die  kalorimetrische 
Bombe  —  ist  heute  noch  in  den  Händen  eines  jeden  Chemikers. 


Nekrologe.  79 

Jede  Anregung  von  außen  löste  bei  ihm  nicht  nur  ein 
vorübergehendes  Interesse,  sondern  eine  eingehende  Beschäfti- 
gung mit  dem  Gegenstande  aus,  so  veranlagten  ihn  die  kriege- 
rischen Ereignisse  in  seinem  Yaterlande  zu  grundelegenden 
Studien  über  die  Explosivstoffe,  Fragen  der  Landwirtschaft  zu 
seinen  Arbeiten  über  die  Qärung,  die  tierische  Wärme,  den 
Vegetationsverlauf  und  die  Assimilation  des  atmosphärischen 
Stickstoffs. 

Schließlich  zeigte  sich  die  Universalität  seines  Geistes  auch 
in  seinen  historischen  Arbeiten.  Man  verdankt  ihm  die  erste, 
wirklich  wissenschaftliche  Bearbeitung  der  älteren  Geschichte 
der  Chemie.  So  ist  Berthelot  unzweifelhaft  den  größten  fran- 
zösischen Forschern  an  die  Seite  zu  stellen,  deren  Namen  heute 
noch  allen  Freunden  der  Wissenschaft  teuer  sind. 

Am  17.  Dezember  1907  starb  in  Glasgow  reich  an  Jahren 
und  von  Erfolgen  der  berühmte  Physiker  William  Thomson, 
Baron  Kelvin  of  Larys.  Eine  ungewöhnlich  vielseitige  wissen- 
schaftliche Laufbahn  hat  mit  diesem  Tode  ihren  Abschluß  ge- 
funden. Geboren  1824,  war  William  Thomson  bereits  eine  Art 
mathematisches  Wunderkind,  als  er  (1832)  seinen  Vater  nach 
Glasgow  begleitete,  wohin  dieser  als  Professor  der  Mathematik 
berufen  worden  war.  Erst  11  Jahre  alt,  war  er  bereits  Student 
an  der  Universität  Glasgow,  der  er  sein  ganzes  Leben  lang 
treu  geblieben  ist.  Aber  ganz  entgegen  dem  so  häufigen 
Schicksal  frühreifer  Genies  entfaltete  er  bis  in  das  höchste 
Alter  eine  erstaunliche  Tätigkeit,  sowohl  auf  dem  Gebiete  der 
theoretischen  als  auf  dem  der  experimentellen  Physik.  Hier 
ist  sein  Name  mit  dem  von  Robert  Mayer,  Helmholtz  und 
Joule  auf  dem  Gebiete  der  mechanischen  Theorie  der  Wärme, 
mit  dem  von  Faraday,  Maxwell  und  Hertz  auf  dem  der  Elek- 
trizität verknüpft.  Thermo-Elektrizität  und  Thermodynamik 
bereicherte  er  durch  grundlegende  Untersuchungen. 

Seine  ungemeine  Popularität,  speziell, in  England,  ver- 
dankte aber  der  große  Physiker  namentlich  dem  Umstand,  daß 
er  seine  theoretischen  Forschungen  auch  praktisch  nutzbar  zu 
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machen  verstand.  Sein  Name  ist  auf  das  engste  verknüpft 
mit  der  Legung  der  ersten  Kabel  durch  die  Ozeane  mit  den 
Fortschritt  der  Nautik  und  der  Erfindung  von  Apparaten,  die 
jetzt  zu  dem  unentbehrlichen  Rüstzeug  des  Physikers  gehören. 
So  ruht  er  mit  Recht  unter  Englands  großen  Toten  in 
der  Westminsterabtei. 

Am  14.  August  1907  starb  der  Direktor  der  Sternwarte  zu 
Potsdam,  Hermann  Karl  Vogel. 

Geboren  1842  zu  Leipzig,  wandte  er  sich  dem  Studium 
der  Astronomie  zu  und  wurde  bald  Assistent  an  der  Stern- 
warte seiner  Vaterstadt.  Hier  beschäftigte  er  sich  namentlich 
mit  der  Beobachtung  von  Nebelflecken  und  Sternhaufen.  Zur 
Leitung  der  dem  Kammerherrn  v.  Bülow  gehörigen  Sternwarte 
in  Bothkamp  bei  Kiel  berufen,  wandte  er  sich  der  neueren 
Richtung  der  Astronomie  zu,  welche  sich  die  Erforschung  der 
physischen  Beschaffenheit  der  Himmelskörper  zur  Aufgabe  ge- 
stellt hatte.  Auf  diesem  Gebiete  hat  er  sich  bald  eine  her- 
vorragende Stellung  erworben.  Seine  Forschungen  auf  dem 
Gebiete  der  Spektralanalyse  setzte  er  später  in  Potsdam  mit 
großer  Meisterschaft  in  der  Überwindung  instrumenteller 
Schwierigkeiten  und  der  Anstellung  subtiler  Beobachtungen 
fort.  Namentlich  ermöglichte  ihm  die  Einführung  der  spektro- 
graphischen  Methode  eine  Entdeckung  von  großer  Tragweite: 
die  Feststellung  der  Doppelsternnatur  des  Algol  und  einiger 
anderer  Sterne.  Ein  unermüdlicher  Beobachter  und  stiller 
Gelehrter  ist  er  auf  beinahe  allen  Gebieten  der  Astrophysik 
bahnbrechend  gewesen. 

Zum  Schluß  hielt  das  ordentliche  Mitglied  der  mathematisch- 
physikalischen Klasse  HerrVoß  die  besonders  im  Druck  er- 
schienene Festrede:    „Über   das  Wesen   der  Mathematik.* 
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Herr  v.  Seeligeb  legt  Photographien  und  Zeichnungen  des 
im  letzten  Jahre  erschienenen  hellen  Kometen  Daniel  vor,  welche 
Herr  Professor  Wolf  auf  der  Sternwarte  Heidelberg-Königstuhl 
erhalten  hat.  Dieselben  werden  nebst  kurzen  Bemerkungen 
in  den  Abhandlungen  der  Akademie  veröffentlicht  werden. 

Das  überraschende  und  interessante  Ergebnis  unter  Ver- 
gleichung  zwischen  den  gleichzeitigen  Photographien  und  Zeich- 
nungen besteht  darin,  daß  beide  gänzlich  unvereinbar  sind. 
Man  muß  daraus  schließen,  daß  es  Teile  im  Kometen  gibt,  die 
nur  photographisch  wirksame,  d.  h.  kurzwellige  Strahlen  aus- 
senden, und  andererseits  solche,  die  nur  optisch  wirksame 
Strahlungen  aufweisen.  Eine  genauere  Feststellung  des  Sach- 
verhalts muß  weiteren  Untersuchungen  vorbehalten  werden. 


1906.  Sttsangsb.  d.  maih.-ph7B.  El. 
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Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  13.  Juni  1908. 

1.  Herr.  Rückebt  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn  Dr. 
Hahn,  Prosektors  an  der  anatomischen  Anstalt  vor,  betitelt: 
„Experimentelle  Studien  über  die  Entstehung  des 
Blutes  und  der  ersten  Gefäße  beim  Hühnchen.* 

I.  Teil:   Intraembryonale  Gefäße  und  Herz. 

In  der  Abhandlung  wird  dargetan,  daß  das  Herz  und  die 
Blutgefäße  des  Embryonalkörpers  zur  Anlage  kommen,  auch 
wenn  der  Embryo  vom  Keimwall  des  Dotters  total  abgetrennt 
und  der  Keimwall  selbst  zerstört  ist.  Daraus  geht  hervor,  daß 
die  Anlagen  des  Herzens  und  der  ersten  Gefaßstämme  nicht  vom 
Keimwall  aus  in  den  Embryonalkörper  einsprossen,  wie  das 
His  und  nach  ihm  andere  Embryologen  angenommen  haben, 
sondern  daß  vielmehr  jene  Gefaßanlagen  innerhalb  des  Embryo 
selbst  ihren  Ursprung  nehmen. 

2.  Herr  Richard  Hebtwio  legt  eine  Abhandlung  von  Frau 
Dr.  Hoppe-Moser  vor,  in  welcher  die  von  Professor  Doflein  auf 
seiner  japanischen  Reise  gesammelten  Rippenquallen  bearbeitet 
werden.  In  dem  nicht  sehr  umfangreichen  Material  befanden 
sich  gleichwohl  vier  neue  Arten ;  •  ferner  zeigten  einige  aus 
europäischen  Meeren  bekannte  Arten  ausgesprochene  Lokal- 
formen. Die  Arbeit  gewinnt  an  Wert  durch  eine  genaue 
Revision  der  bisher  beschriebenen  Gattungen  und  Familien. 

3.  Herr  K.  Goebel  legt  eine  Abhandlung  von  Herrn  Dr. 
WiLH.  LoECH  „Die  Polytrichaceen"  vor.  In  dieser  wird  die 
Moos-Gruppe  der  Polytrichaceen  einer  eingehenden  biologischen 
Untersuchung  mit  Rücksicht  auf  die  morphologischen  und  ana- 
tomischen Verhältnisse  unterworfen.  Die  mit  zahlreichen  Ab- 
bildungen versehene  Abhandlung  soll  in  den  Denkschriften  der 
Akademie  veröffentlicht  werden. 
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Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  4.  Jali  1908. 

1.  Herr  K.  A.  Hofhann  berichtet  über  die  «Anlagerungs- 
fähigkeit  und  die  Farbe  der  Sulfide^. 

Während  die  Vereinigung  von  Alkylsulfid  mit  Halogen- 
alkyl   zu   den   Sulfinsalzen   mit   vierwertigem   Schwefel  führt: 

4 

R^SHal^  bleibt  in  den  äußerlich  analog  entstehenden  Metall- 
sulfinsalzen  z.B.  HcU-Hg  -  B^S -Hol  und  in  den  Sulfohaloiden 
wie  fia?  •  £^  •  Quecksilbersulfid»  «flaZ  der  Schwefel  zweiwertig. 
Nicht  Hauptvalenzen,  sondern  Nebenvalenzen  bewirken  hier  den 
Zusammenhalt.  Wie  schon  Palm  angab,  Heumann  aber 
bestritt,  liefert  rotes  Quecksilbersulfid  (Zinnober)  ein  einheit- 
liches rotes  Sulfohaloid  Cfl'Hg'(HgS)^'  Gl,  das  isomer  mit 
dem  aus  schwarzem  Quecksilbersulfid  entstehenden  weißen  Salz 
ClHg-SEg-S-HgCl  ist. 

Die  Verschiedenheit  des  roten  Zinnober  vom  schwarzen 
Schwefelquecksilber  liegt  demnach  nicht  in  der  kristallinen 
resp.    amorphen   Anordnung   der   Moleküle,   sondern   im   Bau 

dieser  Schwefelquecksilbermoleküle  selbst.    Für   den  Zinnober 

o  

ist  die  Struktur  Hg ^ Hg  sehr  wahrscheinlich,   für   das 

schwarze  Sulfid   der  kompliziertere  Bau   im  Sinne  der  Formel 
Hg-S-Hg-S-Hg 

I s 1  • 

Bildungsweisen  und  Umsetzungen  liefern  für  diese  Auffassung 
hinlängliche  Gründe.  Im  Anschlüsse  daran  wurden  Unter- 
suchungen durchgeführt  über  die  bisher  angenommene  farb- 
gebende  Kraft  der  Schwermetall-Schwefelbindungen.  Es  ergab 
sich,   daß   die   einfach  molekularen   Sulfide   von  Phenylarten, 


84  Sitzang  der  matii.-phya.  Klasse  vom  4.  Juli  1906. 

Phenylantimon ,  Phenylzinn ,  Phenylquecksilber ,  Phenylblei, 
Phenylwismut  farblos  sind  im  Gegensatz  zu  den  intensiv  ge- 
färbten Sulfiden,  die  aus  den  Salzen  dieser  Metalle  durch 
Schwefelwasserstoff  in  Gegenwart  von  Wasser  entstehen.  Diese 
gefärbten  Sulfide  sind  höhermolekulare  Gebilde,  für  welche  die 
in  der  analytischen  Chemie  gebräuchlichen  einfachen  Formeln 
wie  PbS,  SnS,  SnS^  etc.  kein  ausreichendes  Strukturbild  geben. 
Die  Einzelheiten  dieser  Arbeiten  werden  in  den  Berichten 
der  Deutschen  Chemischen  Gesellschaft  zur  Veröffentlichung 
gelangen. 

2.  Herr  Peingsheim  legt  eine  Abhandlung  vor  von  Niels 
Nielsen:  „Über  den  Legendre-Besselschen  Kettenbruch." 

Der  Verfasser  gibt  einen  von  dem  früher  in  den  Sitzungs- 
berichten publizierten  Perronschen  Beweise  verschiedenen, 
durch  Einfachheit  und  verhältnismäßige  Kürze  sich  auszeich- 
nenden Beweis  für  die  Kettenbruch-Entwicklung  des  Quotienten 
zweier  Besselscher  Funktionen. 

3.  Herr  B.  Heetwig  legt  eine  Arbeit  des  Herrn  KussAKBwrrscH 
»Über  die  ersten  Entwicklungsstadien  der  Geschlechts- 
drüsen des  Frosches*  vor. 

Der  Verfasser  benutzte  zu  seinen  Untersuchungen  normal- 
reife und  überreife  Eier  desselben  Weibchens.  Die  beiderlei 
Eier  unterscheiden  sich  nicht  nur  dadurch,  daß  die  ersteren 
ungefähr  gleichviel  männliche  und  weibliche  Tiere,  letztere 
dagegen  ausschließlich  Männchen  lieferten,  sondern  auch  durch 
die  Art,  in  welcher  sich  die  Geschlechtsdrüsen  entwickelten. 
Bei  den  überreifen  Eiern  wurde  die  Geschlechtsdrüse  sehr  viel 
später  angelegt  als  bei  den  normalreifen  Eiern.  Während 
bei  letzteren  ein  Stadium  auftritt,  auf  dem  die  Geschlechts- 
drüse unpaar  ist  und  aus  Dotterzellen  besteht,  wird  bei  ersteren 
dieser  Entwicklungszustand  übersprungen  und  die  Geschlechts- 
drüse direkt  paarig  aus  Zellen  des  Mesoderms  gebildet. 
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über  den  Legendre-Besselschen  Eettenbruch. 

Von  Niels  NlelBen. 

Herr  Perron  hat  neuerdings  einen  strengen  Beweis  der 
Legendre-Besselschen  Kettenbruchentwicklung  für  den 
Quotienten  zweier  Zylinderfunktionen  gegeben.*)  Immerhin 
dürfte  der  folgende  Beweis,  den  ich  in  meinen  üniversitäts- 
vorlesungen  zu  benützen  pflege,  wegen  seiner  relativen  Kürze 
und  Einfachheit  yielleicht  nicht  ganz  ohne  Interesse  sein: 

Bezeichnet  a  eine  willkürliche  endliche  Zahl,  die  jedoch 
weder  Null  noch  negativ  ganz  sein  darf,  so  ist  die  Potenzreihe 

(l)9>(a,*)=l  +  ^  +  2,„(t'+l)  +  3!a(a+T)(a  +  2)+- 

beständig    konvergent;    aus    (1)   erhält    man    unmittelbar    die 
Fundamentalgleichung : 

(2)        (p (a,  x)  —  (p(a  +  l,x)  =  ^/-^  jx  '^(^  +  2,a:). 

Setzt  man  demnach: 

so  ergibt  sich  wegen  (2): 

yj  (a    X)  = ; -, r-r r, 

a  +  v(a  +  l,a;) 

woraus   man   in   ganz   formaler   Weise    den   unendlichen 
Kettenbruch 

(4)  V(«.x)  =  (0;^\-^,^-^,...) 

herleitet. 


*)  Sitzungsberichte  d.  Münchener  Akad.  Bd.  37  (1907),  p.  483-604. 
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Um  nun  in  aller  Strenge  die  Richtigkeit  dieser  Entwick- 
lung nachzuweisen,  haben  wir  diejenige  aus  den  Annäherungs- 
brüchen des  Kettenbruches  rechterhand  in  (4)  gebildete  Zahlen- 
folge 

(5)  ^\  ^,  ^\.  .,,^,.,. 

^0      ^\       ^9  ^» 

ZU  untersuchen.     Direkt  findet  man: 
y^=A  y,  =  (a  +  l)^^        y5  =  («  +  l)(«  +  2)a:»  +  :r* 
^,=a,    jif,  =  a(a  +  l)+x\  £'3  =  a(a-hl)(a  +  2)  +  2(a +  l)a:*. 
und  die  Rekursionsformeln 

yn  =  (a  +  n  — l)yn-i  +  ^y«-2i 

JSn  =  {a  +  n-  l)jSfn  +  X^Zn-2 

ergeben  dann  allgemein: 


(6) 


2 


=  s(**7*)-^»-*.(«+«)^. 


wo  der  Kürze  halber 

a(a)  =  a(a+l)...(a  +  v-l),     (7,(a)  =  l 

gesetzt  worden  ist,  während  y„  aus  jSn^i  gebildet  wird,  indem 
man  a  -j-  1  anstatt  a  einführt  und  den  so  erhaltenen  Ausdruck 
mit  X*  multipliziert.     Setzt  man  nunmehr: 

F(ax)-l+ 1^>-:^^**  -s-l)...(n-2s  +  !)_ 

W  a^' 

■s!a(a  +  l).'..(a+sH  1)' 

so  ergibt  sich  wegen  (6)  nach  einer  ein&chen  Umformung: 

e„  =  a(a  +  l)(a  +  2)  .  .  .  (a  +  n-l)  ■  Fnia,x), 

und  somit  hat  man  für  jedes  n  >  1 

(Q\  y»_^    Fn.i(a  +  l,x) 

^-*  0n~a'       Fn{a,x)      ' 
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so  daß  uns  nur  Übrig  bleibt,  das  Verhalten  von  Fn  (a,  x)  für 
unbegrenzt  wachsendes  n  zu  untersuchen,  indem  a  weder  Null 
noch  negativ  ganz  angenommen  wird. 

Bezeichnet  Ug   das   allgemeine  Glied  unter  dem  Summen- 
zeichen rechterhand  in  (7),  so  hat  man: 

ti,    _(n-s){n-s-l  +  a)     (s  +  l){a  +  8)^ 
^^^        w,+i        (n-2s)(w-2s-l)  *  x^ 

wählt  man  demnach  s  groß,  daß  ^  --  1  ^  | » |  ist,  so  hat  man 
oflFenbar: 

;  n  — 5— l  +  a]^n — s  —  1  —  ia|^n  —  2s,   |a+s|-^5—  |a|^li 

woraus  wegen  (9): 


(10) 


W«-fl 


n-  s         5+  1  v^Ä+  1 


d.  h.  für  hinlänglich  große  n  nehmen  die  absoluten  Beträge 
der  Glieder  w,  von  einem  gewissen  Stellenzeiger  an,  ihren 
Quotienten  nach,  rascher  ab  als  die  Glieder  der  für  e'*^  er- 
haltenen Potenzreihe.  Weiter  ergibt  sich,  daß  diese  Glieder  Ua 
sämtlich  endlich  sein  müssen,  und  diese  Eigenschaften  be- 
stehen übrigens  unabhängig  von  der  Wahl  von  a  und  n.  Es 
sei  nun  m  eine  solche  positive  ganze  Zahl,  die  zwar  mit  n 
über  jede  Grenze  hinaus  wächst,  aber  jedoch  so,  daß  der  Quo- 
tient m :  n  verschwindet,  z.  B. : 

8  _ 
w  ^  Vn  <m-{-l; 

dann  ist  es  möglich,  eine  solche  positive  ganze  Zahl  N^  zu  be- 
stimmen, daß  für  nP^N^  immer 

(H)  >m-fl  +  Wm+2+  •  •  •|<| 

wird,  indem  e  eine  vorgegebene,  willkürlich  kleine  positive 
Größe  bezeichnet.     Um  nun  auch  die  Summe 

1  +  w^  +  w,  H h  w« 

zu  untersuchen,  setzen  wir  der  Kürze  halber: 
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^   (n— g)(n— <  — l)...(n-2g-H) 
'      (a  +  n-l)(a  +  n-2)...(a  +  n-s) 

,=i\       a  +  n-pj 
und  erhalten  somit: 

aus  (12)  ergibt  sich  aber: 

p=il        V      a  +  n-p/l      ^in-p-\a\     " 

wo  3p  für  unbegrenzt  wachsendes  n  dem  Grenzwerte  1  zustrebt; 
ist  daher  d  obere  örenze  der  dp,  so  ergibt  sich: 

iiog^i<3.i(H>i-f^<-ii^^.3. 

Setzt  man  daher  -4,  =  !  -f-^,«,  so  verschwindet  i«,»  mit 
unbegrenzt  wachsendem  n,  und  man  hat  wegen  (1)  und  (13), 
weil  (1)  beständig  konvergiert, 

(14)  l+w,  +  W2  + \-f^  —  (p(ci,x)  +  d'n, 

wo  für  n>N^  immer  |dij<|  •«  wird;  aus  (11)  und  (14)  er- 
gibt sich  daher: 

(15)  Fn  (a,  x)  =  (p  (a,  x)  +  u, 

wo  für  n^-Ar  immer  lr,»|<fi  wird;  d.h.  es  ist: 

(16)  lim  Fn  (a,  x)  =  (p  (a,  x\ 

nsoo 

und  also  hat  man  auch,  wenn  x  keine  Wurzel  der  Gleichung 
9?  (a,  a;)  =  0  bezeichnet, 

(17)  hm  -  =  -.  _^_^ y,(a,x\ 


W=0)   -»H 


d.  h.  die  Richtigkeit  der  Entwicklung  (4)  ist  nachgewiesen: 
außerdem  liegt  auf  der  Hand,  daß  die  Fundamentalreihe  (5) 
für  alle  endliche  x  und  a  gleichmäßig  gegen  seinen  Grenz- 
wert y)  (a,  x)  konvergiert. 
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über  den  Ursprung  der  ürgeschlechtszellen 
bei  Rana  esculenta. 

Vorläufige  Mitteilung 
Yon  Sergrins  Koscliakewitsch 

(aus  dem  Zoologischen  Institut  in  München). 

(SingtlaHfen  8.  Jnli.) 

Schon  im  Jahre  1880  hat  Nußbaum^)  die  Vermutung 
ausgesprochen,  daß  die  Ürgeschlechtszellen,  die  er  in  der  Mesen- 
teriumwurzel  zwischen  den  beiden  Wolf f sehen  Kanälen  bei 
sehr  jungen  Ranaembryonen  gefunden  hatte,  keine  Abkömm- 
linge des  Peritonealepithels  seien,  sondern  von  den  Blastomeren 
eines  späteren  Furchungsstadiums  stammen. 

Bouin  (1900)^)  geht  in  seiner  ausführlichen  Darstellimg 
der  Entwicklung  der  weiblichen  Geschlechtsdrüse  von  Bana 
temporaria  von  einem  Stadium  aus,  wo  die  Genitalanlage  als 
ein  unpaarer,  im  Querschnitte  dreieckiger  Strang  erscheint,  der 
von  der  Aorta,  der  Radix  mesenterii  und  den  beiden  Venae 
cardinales  umgeben,  in  dem  letzten  Drittel  des  Rumpfes  liegt. 
Den  Ursprung  der  den  Strang  zusammensetzenden  großen  dotter- 
reichen Zellen  konnte  er  nicht  genau  eruieren.  Einerseits 
sprachen  das  frühe  Erscheinen  der  Genitalanlage,  ihre  morpho- 
logische Beziehung  zu  dem  Dottersack  und  die  große  Ähnlich- 
keit der  Zellen  der  ersteren  mit  denen  des  letzteren  für  die 
Annahme  einer  Migration  von  Dotterzellen  aus  dem  Dottersack 


^)  Nußbaum  M.,  Zur  Differenzierung  des  Geschlechtes  im  Tierreich. 
Arch.  f.  mikr.  Anat.  Bd.  XVIII. 

*)  Bouin  M.,  Hifltogenese  de  la  glande  femelle  chez  Bana  temporaria. 
Arch,  Biol.  T.  XVIL 
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an  die  Stelle  der  Entstehung  der  Genitalanlage.  Andererseits 
hielt  der  Verfasser  die  Möglichkeit  nicht  für  ausgeschlossen, 
daß  die  in  Frage  kommenden  Zellen  umgewandelte  Mesenchym- 
resp.  Peritonealepithelelemente  sind,  die  sich  sehr  früh  mit 
Dotterplättchen  beladen  hätten,  wie  es  auf  späteren  Stadien 
der  Entwicklung  der  Genitalanlage  nach  seinen  Beobachtungen 
der  Fall  ist. 

Seitdem  sind,  meines  Wissens,  keine  weiteren  Tatsachen 
für  die  Lösung  der  Frage  nach  dem  Herkommen  der  Urge- 
schlechtszellen  der  Batrachier  beigebracht  worden. 

Seit  dem  Frühjahr  1907  beschäftige  ich  mich  mit  dem 
Studium  der  Entwicklungsgeschichte  der  männlichen  Geschlechts- 
drüse von  Rana  esculenta.  Dabei  habe  ich  auf  Grund  von 
sehr  großem  und  verschiedenartigem  Material  die  erste  Ent- 
stehung der  Urgeschlechtszellen  zu  verfolgen  versucht  und 
möchte  hier  in  aller  Kürze  über  die  gewonnenen  Resultate 
berichten. 

Als  Untersuchungsmaterial  haben  mir  zweierlei  Kulturen 
von  Rana  esculenta  gedient.  Erstens  —  die  , normalen*, 
d.  h.  solche,  in  welchen  die  Tiere  von  unter  gewöhnlichen 
Bedingungen  abgelegten  Eiern  stammten.  Zweitens  —  »Spät- 
befruchtungskulturen",  in  denen  die  Kaulquappen  sich  aus 
überreifen  Eiern  nach  einer  künstlichen  Befruchtung  entwickelt 
hatten.^)  Da  in  beiden  Fällen  große  Verschiedenheiten  in  der 
Bildung  der  Genitalanlage  zur  Beobachtung  kamen,  werde  ich 
diese  getrennt  behandeln.  Dabei  werde  ich  vorläufig  nur  je 
eine  Kultur  berücksichtigen,  die  beide  von  demselben  Prosch- 
pärchen  stammen.  Die  Normalkultur  (die  ich  „A"  bezeichnen 
werde)  hat,  nach  den  ausmetamorphosierten  Tieren  zu  beur- 
teilen, die  Sexualitätsverhältnisse  54°/o  cT  ^^  46<>/o  9  gezeigt. 
Die  Spätbefruchtungskultur  —  A'  —  (die  künstliche  Befruch- 
tung wurde  92  Stunden  nach  dem  Beginn  der  spontanen  Ei- 
ablage vorgenommen)   hat  lauter  Männchen  (100%)  gegeben. 


*)  Genaueres  über  das  nach  Angaben  von  R.  Hertwifjr  vorgenommene 
Verfahren  werde  ich  in  meiner  ausführlicheren  Arbeit  aueeinandersetzen. 
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I.  Kultur  A. 

Die  ersten  Andeutungen  einer  Genitalanlage  erscheinen 
bei  6^2  —  7  mm  langen  Tieren.  Wenn  man  einige  Schnitt- 
serien durch  das  letzte  Drittel  von  Kaulquappen  dieser  Größe 
durchmustert,  vollzieht  sich  der  Prozeß  folgendermaßen.  Zuerst 
(Fig.  1)*)  ist  auf  der  dorsalen  Mittellinie  der  Dottermasse  eine 
Leiste  von  Dotterzellen  zu  sehen,  die  unten  mit  der  Dottermasse 
in  Verbindung  steht,  oben  durch  eine  ziemlich  scharfe  Ab- 
grenzungslinie von  der  axialen  Mesenchymmasse  getrennt  ist, 
seitlich  an  die  Seitenplatten  sich  anlehnt.  In  den  letzteren  ist 
stellenweise  die  Leibeshöhleanlage  zu  sehen,  die  als  eine  Spalte 
zwischen  dem  einschichtigen  Parietalblatt  und  dem  mehrschich- 
tigen Visceralblatt  hervortritt. 


^^  GBL        fjilff      ; 

V.c.  Ax.Msnch.  / 

Glm.  V.  c, 

Fig.  1. 


*)  Sämtliche  Figuren  wurden  mit  Hilfe  des  Abb  tischen  Zeichen- 
apparates auf  der  Höhe  des  Objektstisches  (Kompensationsocul.  4,  homog. 
Immers.  2  mm  von  Zeiß)  entworfen  und  bei  der  Reproduktion  auf  Vs 
des  Durchmessers  verkleinert. 
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Auf  dem  nächsten  Stadium  (Fig.  2)  ist  diese  Leiste  von 
dem  Dottersack  durch  eine  Schicht  von  Zellen  abgetrennt,  die 
offenbar  von  dem  medialen  Rande  der  Seitenplatten  stammen. 
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Fig.  2. 
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Dann  rücken  die  beiderseitigen  Seitenplatten  aneinander 
und  vereinigen  sich  in  der  Medianlinie,  so  daß  der  Dottersack 
dorsal  seine  definitive  Abgrenzung  erhält  (Fig.  8).  Zu  gleicher 
Zeit  erscheinen  die  Seitenplatten  unter  Bildung  von  Coelom- 
schlitzen  vollständig  gespaltet.  Nur  längs  der  Mittellinie  unter- 
bleibt die  Spaltung  des  Mesoderms,  entsprechend  der  Stelle 
der  nachfolgenden  Bildung  eines  Mesenteriums.  Die  Dotter- 
zellen der  ehemaligen  Leiste  sind  indessen  etwas  dorsal  vorge- 
rückt und  ordnen  sich  in  zwei  Längsreihen,  die  in  dem  Winkel 
verlaufen,  welcher  beiderseits  von  dem  parietalen  Blatt  des 
Coelomepithels  und  der  unteren  Wand  der  Vena  cardinalis 
gebildet  ist.  Diese  Zellen  sind  von  dem  Mesenchym  umgeben 
und  haben  ihren  früheren  Charakter  noch  beibehalten.  Nur 
hie  und  da  teilen  sie  sich  auf  mitotischem  Wege  (Fig.  3). 
Zwischen  den  beiden  Zellenreihen  besteht  ein  mit  Mesenchym- 
elementen  ausgefüllter  spaltförmiger  Raum,  der  die  Verbindung 
des  axialen  Mesenchyms  mit  der  medianen  ungespalteten  Strecke 
der  Mesodermplatte  vermittelt. 


Clm. 


T.c. 
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Msnt. 
Fig.*. 
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Von  diesem  Momente  an  beginnt  die  Bildung  eines  deut- 
lichen Mesenteriums  unter  Erweiterung  der  Leibeshöhle.  Zuerst 
(Fig.  4)  hat  die  Mesenteriumsanlage  die  Gestalt  eines  drei- 
kantigen Prismas,  dessen  breite  Grundfläche  auf  der  dorsalen 
Darmwand  ruht  und  dessen  gegenüberliegender  stumpfer  Winkel 
zwischen  den  beiden  Längsreihen  von  Dotterzellen,  die  wir 
von  jetzt  an  als  primäre  Urgeschlechtszellen  bezeichnen  können, 
eingekeilt  ist.  Diese  Zellen  sind  infolge  von  Teilungen  und 
teilweise  durch  Resorption  der  Dotterplättchen  etwas  kleiner 
geworden,  im  ganzen  aber  behalten  sie  ihr  ursprüngliches  Aus- 
sehen bei.  Es  sind  große,  mit  Dotterplättchen  reichlich  be- 
ladene  Zellen  mit  beträchtlichen  blassen  Kernen.  Von  den  viel 
kleineren,  kleine  und  stark  farbbare  Kerne  führenden  Mesen- 
chymelementen  sind  sie  immer  leicht  zu  unterscheiden  (Fig.  4). 
Mitosen  kommen  in  ihnen  auch  auf  diesem  Stadium  vor. 
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Während  nun  die  Coelomhöhle  sich  noch  mehr  erweitert 
und  das  Mesenterium  die  Gestalt  einer  sagittal  orientierten, 
noch  ziemlich  dicken  Lamelle  annimmt,  ist  die  Vermehrung 
der  Urgeschlechtszellen  in  den  beiden  Genitalanlagen  so  weit 
fortgeschritten,  daß  auf  jedem  Querschnitte  nicht  mehr  wie 
früher  jederseits  höchstens  eine  Zelle  sichtbar  ist,  sondern  2—4, 
meistens  3  Zellen  erscheinen.  Dieselben  sind  noch  kleiner  ge- 
worden   und   die  Resorption   der   Dotterplättchen   hat  weitere 

Fortschritte  gemacht '(Fig.  5). 

Auf  dem  nächsten  Stadium,  das  sonst  durch  die  Ausbil- 
dung des  Mesenteriums  in  seine  definitive  Form  und  die 
Vereinigung  der  beiderseitigen  Eardinalvenen  zur  Vena  cava 
posterior  charakterisiert  ist,  erscheinen  die  beiden  Genital- 
anlagen als  zweiv]in  die^Leibeshöhle  vorspringende  Leisten,  die 
in  der  ßegel  4—8  Urgeschlechtszellen  auf  jedem  Querschnitte 
zeigen  (Fig.  6).^""  Unter  den  typischen  ürgeschlechtszellen^mit 
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Fig.  6. 
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großen,  blassen  Kernen  und  reichlich  mit  Dotterplättchen  ver- 
sehenem Plasma,  findet  man  kleinere  Elemente  eingestreut, 
die  zweifellos  eingewanderte  Mesenchymzellen  sind  und  den 
sogenannten  „FoUikelzellen*  der  Autoren  entsprechen.  Schon 
auf  diesem  Stadium  bestehen  alle  Übergänge  zwischen  den 
beiden  erwähnten  Zellkategorien  einerseits,  zwischen  den  Ur- 
geschlechtszellen  und  den  im  Bereiche  der  Genitalleisten  noch 
ihren  embryonalen  Charakter  erhaltenden  Coelomepithelzellen 
andererseits,  so  daß  eine  Umwandlung  von  mesodermalen  Ele- 
menten in  Urgeschlechtszellen  (secundäre  Urgeschlechtszellen) 
zu  erschließen  ist,  wie  es  schon  von  Bouin  eingehend  ge- 
schildert wurde. 


F.Z. 

V.c.p.^ 


Fig.  7. 

Noch  einen  Schritt  weiter,  und  wir  finden  die  Geschlechts- 
anlage auf  dem  Querschnitte  in  Form  eines  gestielten  Gebildes 
(Fig.  7).  Von  einem  deutlichen  Peritonalepithel  überzogen, 
besteht  es  aus  großen,  in  eine  periphere  Schicht  gelagerten 
Urgeschlechtszellen  und  mehr  zentral  angesammelten  kleinen 
Follikelzellen,  die  in  kontinuierlichem  Zusammenhang  mit  dem 
Embrjonalgewebe  in  der  Umgebung  der  Vena  cava  posterior 
stehen. 
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Damit  ist  die  Entwicklung  der  indiflFerenten  Geschlechts- 
anlage vollzogen.  Deren  weiteres  Schicksal  werde  ich  in 
meiner  ausführlichen  Arbeit  schildern. 

IL  KulturZA'. 

Wenn  man  bei  jungen  Tieren  dieser  Kultur  Schnittserien 
durch  die  der  Mesenterium  Bildung  vorhergehenden  Stadien  unter- 
sucht, ist  man  nicht  imstande  einen  Vorgang  zu  finden,  der 
auch  nur  einigermaßen  der  Bildung  der  primären  Urgenital- 
zellen  bei  den  „normalen*  Tieren  entspräche.  Bei  der  Ver- 
einigung der  Seitenplatten  über  der  dorsalen  Mittellinie  des 
Dottersacks    wird   von    diesem   keine   Dotterleiste   abgetrennt. 


V.c. 


Msnt. 


Fig.  8. 


Die  Fig.  8  zeigt  uns  ein  sonst  dem  auf  der  Fig.  4  dargestellten 
Zustande  entsprechendes  Stadium:  das  Mesenterium  in  Form 
von  einer  dicken  Lamelle  ausgebildet,  die  beiden  Venae  car- 
dinales    ziemlich    aneinandergerückt.      Wir  finden   aber  jetzt 
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in  dem  von  den  Coelomhohlen  und  den  Venae  cardinales 
umgrenzten  Raum  keine  Spur  der  paarigen  Nester  von  Ur- 
geschlechtszellen,  die  für  die  »Normaltiere**  so  charakteristisch 
sind.  Der  betreflfende  Raum  ist  von  lauter  Zellen  mit  kleinen 
dunkeln  Kernen  erfüllt,  die  Dotterplättchen  in  demselben  Maß 
wie  andere  somatische  Elemente  führen.  Nichtsdestoweniger 
stellt  das  im  Querschnitt  rhombische,  von  den  Coelomhohlen 
und  den  Kardinalvenen  begrenzte  einheitliche  Gebilde  die 
Oenitalanlage  dar. 


MsnU 


ö. 


C/fw. 


Fig.  9. 


Auf  dem  Stadium  der  Fig.  9  hat  sich  die  Bildung  der  ein- 
heitlichen Vena  cava  posterior  vollzogen.  Dabei  hat  das 
sagittal  verlaufende  und  den  größten  Teil  des  dorso- ventralen 
Durchmessers  zwischen  der  Aorta  und  dem  Mesenterium  ein- 
nehmende Venengefäß  die  Hauptmasse  der  Genitalanlage  nach 
beiden  Seiten  verdrängt.  Diese  hat  nunmehr  die  Gestalt  von 
zwei  in  die  Leibeshöhle  vorspringenden  Leisten  angenommen, 
die  durch   einen   medianen   schmalen  Streifen  verbunden  sind. 
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Die  Zellenelemente  der  Anlage  haben  den  Charakter  des  vorher- 
gehenden Stadiums  beibehalten. 


V.cp. 


Fig.  10. 


Im  folgenden  (s.  Fig.  10)  wird  der  Dotter  in  der  Genital- 
anlage mehr  und  mehr  resorbiert,  und  dabei  setzt  sich  die 
Genitalleiste  von  jeder  Seite  viel  schärfer  von  der  Venenwand 
ab.  Der  Verbindungsstreifen  zwischen  der  linken  und  rechten 
Leiste  wird  allmählich  reduziert,  so  daß  zwei  getrennte,  paarige 
Genitalanlagen  zu  unterscheiden  sind. 

Nach  und  nach  verschwinden  die  Dotterplättchen  in  den 
Genitalanlagen  vollständig,  und  die  Zellelemente  der  letzteren 
ordnen  sich  jederseits  in  eine  dünne  Lamelle,  die  aus  zwei 
Schichten  von  kubischem  Epithel  besteht,  die  medial  und 
lateral  von  der  Genitalanlage  in  den  Peritonealüberzug  der 
Vena  cava  unmittelbar  übergehen  (Fig.  11). 

Mit  dem  soeben  beschriebenen  Stadium,  das  von  den  11  mm 
großen  Tieren  erreicht  wird,  schließe  ich  vorläufig  die  Schil- 
derung der  Entwicklung  der  Geschlechtsanlage  in  der  Spät- 
befnichtungsreihe  und  will  jetzt  einige  vergleichende  Betrach- 
tungen über  die  Vorgänge  bei  den  Tieren  aus  den  zwei  be- 
rücksichtigten Kulturen  hinzufügen. 
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Die  zwei  Entwicklungsstadien  der  Genitalanlage,  mit  denen 
ich  meine  Schilderung  der  Vorgänge  bei  Tieren  aus  der  Nor- 
mal- und  Spätbefruchtungskultur  abgeschlossen  habe,  können 
insofern  als  einander  entsprechende  aufgefaßt  werden,  als  in 
beiden  Fällen  die  Stufe  von  einem  scharf  von  der  Umgebung 
abgesetzten  Gebilde  erreicht  ist.  Wenn  man  die  Entwicklung, 
Gestalt  und  Struktur  dieser  Gebilde  in  den  beiden  Fällen  ver- 
gleicht, ist  man  zuerst  im  Zweifel,  ob  es  sich  wirklich  um 
gleiche  Anlagen  handle.  Im  ersten  Fall  finden  wir  die  fOr 
die  ganze  Tierwelt  typischen,  großen  ürgeschlechtszellen  mit 
großen,  blassen,  blasigen  Kernen;  im  zweiten  —  keine  Spur 
von  denselben.  Die  Erklärung  des  Unterschiedes  liegt  in  der 
verschiedenen,  prospektiven  Bedeutung  der  beiden  Anlagen.  In 
der  Kultur  A  kann  die  Genitalanlage  sich  zu  einer  weiblichen 
oder  männlichen  Geschlechtsdrüse  entwickeln.  Deshalb  finden 
wir  in  derselben  schon  auf  den  frühesten  Stadien  Elemente, 
die  einen  indifferenten  Charakter  haben,  also  den  Ovo-  und 
Spermatogonien  den  Ursprung  geben  können:  es  sind  die  Ür- 
geschlechtszellen. In  der  Kultur  A'  ist  die  Möglichkeit  der 
Bildung  eines  Ovariums  ausgeschlossen.  Die  Geschlechtszellen 
brauchen  nicht  in  ihrer  Entwicklung  das  Stadium  der  indiffe- 
renten   Geschlechtszelle    oder     » Urgeschlechtszelle "    durchzu* 
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machen.  Kein  Wunder,  wenn  wir  sie  auch  tatsächlich  nicht 
finden.  Das  Studium  der  weiteren  Entwicklung  der  Geschlechts- 
anlage in  der  ^Spätbefruchtungsreihe'^  hat  gezeigt,  daß* die 
germinativen  Elemente  in  diesem  Falle  sehr  spät,  und  zwar 
aus  einer  anderen  Quelle  (aus  den  »Genitalsträngen')  direkt 
als  Spermatogonien  gebildet  werden.  Trotz  dieses  Unterschiedes 
in  der  Entwicklung  der  Geschlechtsanlage  fuhrt  sie  bei  den 
Tieren  aus  der  Spätbefruchtungskultur  zur  Bildung  eines  nor- 
malen, für  die  Tiere   aus  der  Normalkultur  typischen  Hodens. 

Zusammenfassung:  Die  ürgeschlechtszellen  entspringen  bei 
Tieren,  die  aus  einer  normalen  Kultur  von  Rana  esculenta 
stammen,  aus  zwei  Quellen.  Die  primären  sind  umgewandelte 
Dotterzellen;  die  sekundären  —  Mesenchym-  und  Coelomepithel- 
zellen. 

Die  Genitalanlage  der  Tiere  aus  einer  Spätbefruchtungs- 
kultur enthält  keine  ürgeschlechtszellen. 

Schon  in  dieser  Mitteilung  möchte  ich  nicht  versäumen, 
meinem  hochverehrten  Lehrer  Herrn  Geheimen  Hofrat  Pro- 
fessor R.  Hertwjg  für  seine  ständige  und  mannigfaltige  Unter- 
stützung meiner  Untersuchungen  meinen  verbindlichsten  Dank 
auszusprechen. 


Erklärung  der  Figarenbezeichnimgen. 

A.  =  Aorta. 

Ax,  Manch.  =  Axiales  Mesenchym. 

Clm.  =  Coelomhöhle. 

F.  Z.  =  FoUikelzellen. 

G.  =  Genitalanlage. 

G,  D,  L.  =  Genitaldotterleiste. 

Msnt,  =  Mesenteriumanlage  resp.  Mesenterium. 

S,  Fl,  =  Seitenplatten. 

ü,  =  ürgeschlechtszellen. 

F.  c.  =  Vena  cardinalis. 

V.  e.  p.  =  Vena  cava  posterior. 

W,  =  Wolffscher  Gang. 
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Nachtrag. 

Während  des  Drucks  dieser  Mitteilung  bekam  ich  die  vor 
9  Monate  erschienene  Notiz  von  B.  M.  Allen/)  die  sich  auf 
die  Entstehung  der  Urgenitalzellen  beiRana  pipiens  bezieht, 
zu  Gesicht.  Der  Verfasser  hat  die  Abschnürung  von  Dotter- 
zellen längs  der  dorsalen  Sagittallinie  des  Dottersacks  im 
hinteren  Teile  des  Rumpfes  beobachtet  und  die  Teilnahme 
dieser  Dotterzellen  am  Aufbau  einer  kompakten  Mesenterial- 
anlage  festgestellt,  die  Bouin  (1900)  als  ,, ^bauche  genitale 
primordiale*  aufgefaßt  hatte.  Wie  aus  meiner  Schilderung  der 
entsprechenden  Vorgänge  in  der  Normalreihe  von  Rana  escu- 
lenta  zu  ersehen  ist,  kann  ich  die  Angaben  von  Allen  voll- 
ständig bestätigen. 


0  Allen  B.  M.,  An  important  Period  in  the  History  of  the  Sex- 
Gells  of  Bana  pipiens.    Anat.  Anz.,  Bd.  XXXI. 
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Protokolle 

der  KaTtellversammlung  des  Verbandes  dentscher  wisseIlscllaf^ 
licher  Eörperscliaften  in  Berlin  am  Sonnabend  den  13.  Jnni  1908 

in  dem  zeitweiligen  Dienstgebäude  der  Egl.  Preußischen 
Akademie   der  Wissenschaften    (Potsdamer  Straße  120). 


L  Oesamtsitzung. 

(lOV*  Uhr  Vorm.) 

1.  Der  Vorsitzende  Herr  Vahlen  begrüßt  die  Anwesenden 
und  erinnert  insbesondere  an  die  seit  Anfang  des  Jahres  1906 
bestehende  Verbindung  der  Berliner  Akademie  mit  den  schon 
früher  im  Kartell  vereinigten  Körperschaften. 

2.  Es  wird  die  Präsenzliste  festgestellt.  Anwesend  sind 
als  Vertreter  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Göttingen  die  HH.  Riecke,  Schröder; 

als  Vertreter  der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Leipzig  die  HH.  Hallwachs,  Hauck, 
Lamprecht; 

als  Vertreter  der  Königlich  Bayerischen  Akademie  derWissen- 
schaften  zu  München  die  HH.  Ebert,  Grauert,  Krumbacher, 
Vollmer; 

als  Vertreter  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Wien  die  HH.  Exner,  von  OttenthaL 
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Von  Seiten  der  Königlich  Preußischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften sind  anwesend  die  beständigen  Sekretare  HH.  Vahlen 
und  Waldeyer  und  die  Mitglieder  HH.  Burdach,  Harnack, 
Planck,  Rubens;  endlich  die  HH.  Elster  und  Geitel 
(Wolfen btittel),  die  zur  Teilnahme  an  den  Beratungen  der  luft- 
elektrischen Kommission  geladen  sind. 

3.  Auf  Vorschlag  des  Vorsitzenden  werden  fQr  die  auf  der 
Tagesordnung  stehenden  wissenschaftlichen  Gegenstände  Kom- 
missionen gebildet,  und  zwar  werden  berufen: 

a)  in  die  luftelektrische  Kommission  dieHH.  Ebert,  Elster, 
Exner,  Geitel,  Hallwachs,  Riecke,  Rubens; 

b)  in  die  Kommission  für  die  Herausgabe  der  gesammelten 
Schriften  L.  Boltzmanns  die  HH.  Ebert,  Exner, 
Hallwachs,  Planck,  Riecke; 

c)  in  die  Kommission  für  die  Herausgabe  der  mittelalter- 
lichen Bibliothekskataloge  die  HH.  Burdach,  Grauert, 
Hauck,  Krumbacher,  Lamprecht,  von  Ottenthai, 
Schröder,  Vollmer; 

d)  in  die  Kommission  für  die  Ausgabe  der  Septuaginta 
die  HH.  Harnack,  Hauck,  Krumbacher,  Schröder. 

Da  sich  herausstellt,  daß  zu  den  Kommissionen  unter  a 
und  b  wie  zu  denen  unter  c  und  d  nahezu  dieselben  Mitglieder 
gehören,  werden  dieselben  vereinigt  zu  je  einer  Kommission 
für  die  Unternehmungen  auf  dem  physikalisch-mathematischen 
und  für  diejenigen   auf  dem  philosophisch-historischen  Gebiet. 

Schluß  der  Sitzung  11  Uhr. 
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Sitzang  der  Kommission  für  die  Heransgabe  der  Schriften 
L.  Boltzmanns  nnd  far  die  Inftelektrisehen  Forsohangen 

unter  dem  Vorsitz  des  Herrn  Waldeyer. 

Der  Vorsitzende  eröffnet  die  Sitzung  um  Wj^  Uhr  und 
gibt  zuerst  für  die  Beratung  über  die  Herausgabe  der 
Werke  Ludwig  Boltzmanns  Herrn  Planck  das  Wort. 

Herr  Planck  gibt  eine  Übersicht  des  Standes  der  Ange- 
legenheit und  beantragt  unter  besonderem  Hinweis  darauf,  daß 
mit  jedweder  Zögerung  die  Herausgabe  der  Werke  Verstorbener 
an  Wert  verliere,  eine  baldige  endgültige  Einigung. 

Einige  Yon  der  Königlich  Bayerischen  Akademie  und  der 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipzig  beantragte  Ände- 
rungen des  Vertrages  mit  der  Firma  J.  A.  Barth  werden  be- 
raten, und  es  wird  eine  Subkommission,  bestehend  aus  den 
HH.  Planck,  Ebert,  Exner  und  Hallwachs,  gebildet,  welche 
den  Vertragsentwurf  im  Sinne  der  Anträge  umarbeitet.  Der 
Vertrag  wird  in  dieser  Form  von  der  Kommission  angenommen. 

Es  folgt  die  Beratung  über  die  Luftelektrizität. 

Herr  Riecke  gibt  einen  geschichtlichen  Abriß  über  den 
Stand  der  Dinge  auf  Grund  des  Protokolls  der  Sitzung  der 
luftelektrischen  Kommission  der  kartellierten  Akademien  am 
26.  Oktober  1907  in  München  und  schlägt  vor,  die  Beratung 
in  folgender  Weise  zu  gliedern : 

1.  Berichte  über  das,  was  seit  dem  26.  Oktober  1907  zur 
Förderung  der  Sache  geschehen  ist. 

2.  Feststellung  dessen,  was  zu  gleichem  Zwecke  bis  zur 
nächstjährigen  Tagung  des  Kartells  in  Wien  in  Angriff 
zu  nehmen  sei. 

3.  Anträge  auf  Ergänzung  der  Kommission. 

Ad  1  berichten 

a)  die  HH.  Ebert,  Hallwachs,  Elster,  Geitel  und 
Riecke    über    die    mit    den    verschiedenen    Elektro- 
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metern  gemachten  Erfahrungen.  Die  Kommission  er- 
achtet die  zur  Zeit  vorhandenen  Instrumente  aJs  aus- 
reichend für  diejenigen  luftelektrischen  Messungen,  die 
vorerst  zu  machen  sein  werden. 

b)  Bericht  über  die  Untersuchungen  über  Kollektoren 
zur  Messung  des  Potentialgefälles.  Die  von  Professor 
Wiechert  (Göttingen)  konstruierten  mechanischen  Kol- 
lektoren sind  zur  Besichtigung  im  hiesigen  physikalischen 
Institut  im  Laufe  des  Nachmittags  ausgestellt. 

c)  Bericht  betreffend  die  Untersuchung  überdenPotential- 
gradienten  in  den  unteren  Schichten  der  Atmosphäre. 
Herr  Ebert  berichtet  über  die  Prüfung  der  betreffenden 
Instrumente  in  München.  Herr  Exner  teilt  mit,  dafi 
auch  in  Wien  mit  der  Bearbeitung  der  Frage  begonnen 
worden  sei.  Weitere  Untersuchungen  über  die  ebenso 
schwierige  wie  wichtige  Frage  sind  durchaus  notwendig. 

d)  Bericht  über  die  Apparate  zur  Messung  und  Registrie- 
rung der  Leitungsfähigkeit  der  Luft.  Herr  Riecke 
berichtet  über  die  heute  gleichfalls  hier  ausgestellten 
Apparate.  Da  die  in  München  und  Wien  hinsichtlich 
der  sogenannten  freien  Ströme  gewonnenen  Erfahrungen 
nicht  übereinstimmen,  so  sind  gleichfalls  weitere  Unter- 
suchungen notwendig. 

e)  Bericht  über  die  Niederschlagselektrizität.  Herr 
Riecke  berichtet  über  Apparate,  die  in  Gottingen 
konstruiert  und  geprüft  worden  sind.  Weitere  Unter- 
suchungen sind  noch  nötig,  namentlich  mit  Bezug  auf 
genügende  Abschirmung  des  elektrischen  Erdfeldes. 
Herr  Exner  berichtet  über  begonnene  Versuche  in 
Wien    mit    mechanisch   registrierenden   Elektrometern. 

f)  Bericht  über  die  Untersuchungen  betreffend  die  Radio- 
aktivität der  Atmosphäre  und  des  Erdbodens. 
Herr  Ebert  berichtet  über  Versuche,  die  in  München 
bezüglich  der  Bodenemanation  in  ihrem  Zusammenhange 
mit  Luftdruck  und  Lufttemperatur  angestellt  worden  sind. 
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g)  Ballonbeobachtungen.  Herr  Ebert  berichtet  über 
die  Münchener  Versuche  mit  einem  Eugelballon,  durch 
welche  die  Frage  der  Störung  des  elektrischen  Feldes 
durch  den  Ballon  als  erledigt  anzusehen  ist. 

Ad  2.     Als  Aufgaben  für  das  nächste  Jahr  sind  zu  bezeichnen : 

a)  Die  Frage  des  Potentialgradienten  in  den  unteren 
Schichten  der  Atmosphäre. 

b)  Weitere  Studien  über  die  Verwendung  des  Elster- 
Geitelschen  und  des  Ebert-Oerdienschen  Apparates 
in  Kombination  mit  einem  Blattelektrometer  oder  einem 
Fadenelektrometer  (Wulff,  Lutz). 

c)  Untersuchungen  über  photographische  oder  mechanische 
Registrierung  der  Niederschlagselektrizität. 

d)  Da  —  s.  ad  1  d  und  e  —  die  bisherigen  Arbeiten  noch 
zu  keinen  übereinstimmenden  Ergebnissen  geführt  haben, 
so  sind  auch  hierüber  weitere  Untersuchungen  anzu- 
stellen. Insbesondere  müssen  noch  die  Apparate  von 
Elster  und  Geitel  einerseits  und  die  zuerst  von 
Schering  ausgearbeitete  Methode  andererseits  ver- 
gleichend geprüft  werden. 

e)  Weitere  Untersuchungen  über  die  Radioaktivität  der 
Atmosphäre  in  höheren  Schichten  mit  dem  Ballon  und 
in  tieferen  Schichten  insbesondere  im  Zusammenhange 
mit  der  Radioaktivität  des  darunter  liegenden  Bodens. 
Auch  die  Thoriumemanation  ist  zu  berücksichtigen. 

Ad  3.     Es  wird  vorgeschlagen,  die  HH.  Börnstein  und  Lüde- 
ling    als   Mitglieder    der   Kommission    hinzuzuwählen. 

(gez.)  Waldeyer. 
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Sitzung  der  Septuaginta-Eommission. 

(11  ühr  Vorm.) 

Protokoll. 

Anwesend  die  HH.:  H am ack  (Berlin),  H au ck  (Leipzig), 
Krumbacher  (München),  Schröder  (Göttingen);  —  außer- 
dem ohne  Auftrag  und  Stimmrecht,  von  Herrn  Harnack  auf- 
gefordert, die  HH.  Burdach  (Berlin),  Lamprecht  (Leipzig), 
Qrauert   und  Vollmer  (München),   von  Ottenthai  (Wien). 

Den  Vorsitz  übernimmt  Herr  Harnack,  das  Protokoll 
führt  Herr  Schröder. 

Herr  Harnack  gibt  einen  einleitenden  Bericht  über  die 
Genesis  des  Unternehmens  und  seine  Bedeutung. 

Herr  Schröder  referiert  zum  Teil  auf  Grund  von  schrift- 
lichen Notizen  des  Herrn  Schwartz  (Göttingen)  über  die  ersten 
in  Göttingeu  erledigten  und  die  in  Angriff  genommenen  vor- 
bereitenden Arbeiten :  Bereitstellung  von  zwei  Räumen  und  einer 
kleinen  Handbibliothek,  Gewinnung  von  jungen  Kräften  für  die 
erste  Exzerpten  arbeit,  begonnene  Werbung  wissenschaftlicher 
Arbeiter,  worüber  der  Berliner  Akademie  (mit  der  allein  Qot- 
tingen  bisher  zusammen  operiert  hat)  später  berichtet  werden 
soll;  erste  Pläne  des  Herrn  Prof.  Rahlfs. 

Herr  Krumbacher  vermißt  in  der  ersten  (vorläufigen) 
Mitarbeiterliste  Vertreter  der  griechischen  Sprachwissenschaft, 
insbesondere  Kenner  der  xotv^,  und  der  Papyrusliteratur  und 
erhält  in  dieser  Richtung  von  den  HH.  Harnack  und  Schröder 
beruhigende  Zusicherungen;  Herr  Schröder  wird  seine  Be- 
merkungen zur  Kenntnis  der  Göttinger  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften bringen. 

Herr  Schröder  gibt  einen  Überblick  über  die  bisherigen 
finanziellen  Zusicherungen:  für  die  ersten  zwei  Jahre  jährlich 
je  2500  Mark  von  Seiten  der  Königlich  Preußischen  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin,  von  der  Königlichen  Gesellschaft 
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der  Wissenschaften  zu  Göttingen  und  vom  Königlich  Preußischen 
Kultusministerium,  bemerkt  aber,  daß  bisher  außer  einem 
Stipendium  für  den  Assistenten  des  Prof.  Rahlfs  kein  Geld 
angewiesen  sei,  und  wünscht  dringend  baldige  Lösung  dieser 
wichtigen  Frage. 

Herr  Harnack  glaubt,  daß  eine  einhellige  Erklärung  der 
kartellierten  Akademien  dem  Unternehmen  auch  nach  der  finan- 
ziellen Seite  Ton  Nutzen  sein  werde;  er  hält  bei  den  bald  ins 
große  wachsenden  Bedürfnissen  Unterstützungen  von  privater 
Seite  für  höchst  wünschenswert,  ja  für  unentbehrlich. 

Auf  mehrfache  Anregung  übernimmt  es  Herr  Schröder, 
dahin  zu  wirken,  daß  die  Göttinger  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften, sobald  es  nach  dem  Stande  der  Arbeiten  möglich  ist, 
die  großen  Linien  des  Planes  den  übrigen  Akademien  zur 
Kenntnis  bringt. 

Die  Kommission  empfiehlt  den  Akademien,  in  bezug  auf 
das  von  der  Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  An- 
griff genommene  Septuaginta-Unternehmen  zu  nachstehender 
Erklärung  ihre  Zustimmung  zu  geben: 

1.  Die  vereinigten  Akademien  erklären  die  Ausgabe  der 
Septuaginta  und  ihrer  Töchterversionen  für  eine  eminent  wichtige 
Aufgabe,  die  sie  nach  ihren  Kräften  zu  fördern,  und  deren 
Lösung  sie'  insbesondere  durch  Aufbringung  von  Mitteln  zu 
ermöglichen  bestrebt  sein  werden. 

2.  Nach  /dem  Antrage  der  Göttinger  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  tiberlassen  sie  die  ersten  Arbeiten  innerhalb 
der'nächsten  Jahre  ebendieser  Gesellschaft. 

3.  Die  vereinigten  Akademien  werden  auf  Antrag  der 
Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften  stets  bereit  sein,  sich 
an  der'  Leitung  und  Durchführung  der  Arbeiten  zu  beteiligen. 
Auch  behalten  sie  sich  vor,  von  sich  aus  den  Antrag  auf  direkte 
Mitwirkung  zu  stellen,  sobald  sie  finanziell  an  dem  Unter- 
nehmen beteiligt  sind,  oder  sonst  Momente  eintreten,  die  ihnen 
ihre  Mitwirkung  erwünscht  sein  lassen. 

(gez.)  Schröder. 
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Sitzung  der  Kommission  für  die  Herausgabe  der  mittelalter- 
lichen  Bibliotliekskataloge. 

(ll»/4  Uhr  Vorm.) 

Protokoll. 

Anwesend  die  HH.:  Burdach  (Berlin),  von  Ottenthai 
(Wien),  Hauck  und  Lamprecht  (Leipzig),  Schröder  (Qöt- 
tingen),  Grauert,  Krumbacher  und  Vollmer  (München). 

Den  Vorsitz  übernimmt  Herr  Burdach,  das  Protokoll 
führt  Herr  Schröder. 

Herr  Burdach  gibt  einen  kurzen  Bericht  über  die  (Je- 
schichte  der  Angelegenheit  seit  den  Göttin  ger  Beschlüssen  vom 
Oktober  1906,  insbesondere  seit  dem  Tode  Ludwig  Traubes 
(t  19.  Mai  1907)  bis  herab  zu  dem  neusten,  den  Akademien 
soeben  zugegangenen  Schreiben  des  Dr.  S.  Hellmann. 

Es  wird  darauf  beschlossen,  zunächst  den  Bericht  über 
die  Arbeiten  für  Österreich  anzuhören.  Herr  von  Otten- 
thal  verliest  diesen  Bericht,  wonach  die  im  wesentlichen  von 
Dr.  Gott  lieb  geleistete  Arbeit  im  Vorstadium  so  gut  wie  ab- 
geschlossen sei  (s.  Anlage  I).  —  Er  überreicht  Exemplare  eines 
Probedruckes  (s.  u.). 

Herr  Grauert  referiert  über  die  Arbeit  für  Deutsch- 
land und  die  Schweiz,  welche  auch  nach  Traubes  Tode 
der  Königlich  Bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
München  unterstellt  bleibt.  Er  verliest  einen  ausführlichen 
Bericht  (s.  Anlage  H),  wonach  die  Sammelarbeit  gute  Fort- 
schritte gemacht  hat,  so  daß  etwa  ein  Drittel  aller  bekannten 
Kataloge  bereits  in  Abschriften  oder  Photographien  vorliegt. 
Eine  wirkliche  Unterbrechung  der  Arbeit  ist  durch  den  Tod 
Traubes  nicht  eingetreten;  auch  die  von  Traube  nachträg- 
lich beschlossene  geographische  Ausdehnung  des  Unternehmens 
auf  Belgien,  Holland,  Luxemburg  und  Nordfrankreich  hat  die 
Münchener  Kommission  zunächst  übernommen.  —  Man  hofft, 
in  München  selbst  den  Zuschuß  von  1000  Mark  auf  1500  Mark 


Protokolle  der  Kartellversammlung  etc.  Hl 

zu  erhöhen ;  dazu  treten  die  Zuschüsse  Yon  Berlin  und  Leipzig  mit 
je  500  Mark,  während  ein  Zuschuß  Yon  Göttingen  bisher  ausge- 
blieben ist  und  nunmehr,  in  gleicher  Höhe,  dringend  erbeten  wird. 

Herr  Grauert  berichtet  sodann  weiter  von  den  persön- 
lichen Schwierigkeiten  mit  dem  von  Traube  noch  empfohlenen 
9 Generalredaktor ^  Dr.  S.  Hellmann,  die  zu  einem,  inzwischen 
den  einzelnen  Akademien  zugegangenen  Entlassungsgesuch  des 
Dr.  H.  (vom  14.  Mai  d.  J.)  geführt  haben.  Die  Konunission 
nimmt  die  Mitteilung  entgegen :  1.  daß  die  Münchener  Akademie 
in  der  am  6.  Juni  d.  J.  abgehaltenen  Sitzung  ihrer  vereinigten 
1.  und  3.  Klasse  beschlossen  hat,  das  Enthebungsgesuch  des 
Dr.  Hellmann  anzunehmen;  2.  dafi  in  der  Person  des  Dr. 
Paul  Lehmann,  der  von  Traube  ausgebildet  und  noch  von 
ihm  in  die  Arbeit  eingeführt  worden  ist,  ein  Ei-satz  (als 
,  Redaktor '')  bereits  gefunden  sei.  Sie  beschließt,  in  die  Per- 
sonalien nicht  näher  einzutreten.  Die  Münchener  Kommission 
hofiR;,  daß  mit  der  Gewinnung  des  neuen  Redaktors  auch  eine 
einheitlichere  Gestaltung  des  Unternehmens  möglich  sein  werde. 

Die  Beratung  wendet  sich  sodann  der  Ausgestaltung  des 
Unternehmens  und  dem  Umfange  der  Edition  selbst  zu. 

Es  wird  festgestellt,  daß  die  Münchener  Sammlungen 
gemäß  dem  in  Göttingen  Oktober  1906  aufgestellten  Grundsatz 
alle  Kataloge  bis  zum  Jahre  1500  umfassen.  In  welchem  Um- 
fang und  in  welcher  Form  das  stark  anwachsende  Material 
nach  1450  publiziert  werden  soll,  bleibt  späterer  Beschluß- 
fassung vorbehalten. 

Herr  Vollmer  erläutert  sein  »Memorandum*,  das  der  Kom- 
mission gedruckt  vorliegt.  Es  strebt  die  Anordnung  sowohl  wie 
den  Umfang  der  Publikation  abzuändern,  indem  es  vorschlägt: 
1.  die  Kataloge  nicht  geographisch  nach  den  alten  Bibliotheken, 
diese  selbst  nach  Diözesen  geordnet,  zum  Abdruck  zu  bringen, 
sondern  vielmehr  nach  Fundorten  aufgereiht;  2.  dem  diplomatisch 
genauen  Abdruck  außer  den  Indizes  eine  vollständige  Umschrift 
aller  Kataloge  (nach  beigegebenem  Muster)  folgen   zu  lassen. 

Herr  von  Ottenthai  entwickelt  seine  Bedenken  zunächst 
gegen  den  zweiten  Vorschlag.    Der  erste  kommt  für  Österreich 
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überhaupt  nicht  mehr  in  Betracht,*Herr von  Ottenthai  bekämpft 
ihn  aber  auch  in  der  Anwendung  auf  Deutschland  und  die  Schweiz. 

Herr  Vollmer  sucht  diese  Bedenken  zu  entkräften,  während 
die  HH.  Schröder  und  Hauck  ihnen  beitreten.  Herr  Lam- 
precht ist  gegen  den  ersten,  aber  für  den  zweiten  Vorschlag, 

DieHH.  örauert,  Krumbacher  und  Burdach  ziehen  aus 
diesen  Erörterungen  den  Schluß,  daß  es  sich  empfiehlt,  die  Voll- 
m ersehen  Vorschläge  zurückzustellen  und  sich  im  wesentlichen 
auf  die  Göttinger  Beschlüsse  vom  Oktober  1906  zu  beschränken. 

Inzwischen  gerät  die  Diskussion  auf  die  durch  Traube 
erst  nach  der  Göttinger  Konferenz  eingeleitete  Ausdehnung  der 
Arbeit  auf  Holland,  Belgien,  Luxemburg  und  Nordfrankreich, 
Die  Kommission  hält  eine  erschöpfende  Ausbeutung  dieser  Ge- 
biete im  Rahmen  des  gegenwärtigen  Unternehmens  nicht  för 
ausführbar,  sondern  empfiehlt,  sich  auch  hierin  an  die  Got- 
tinger  Beschlüsse  zu  halten,  welche  ja  eine  gewisse  Freiheit 
in  der  Heranziehung  von  für  uns  wichtigen  Auslandsbiblio- 
theken zugestehen. 

Nunmehr  erklärt  Herr  Vollmer:  1.  daß  er  seinen  ersten 
Vorschlag,  den  Abdruck  nach  Fundorten,  nicht  aufrecht  erhalte^ 
obwohl  mit  dem  Verzicht  darauf  naturgemäß  der  Beginn  des 
Druckes  hinausgeschoben  werde ;  2.  was  dagegen  den  zweiten  Vor- 
schlag anlangt,  so  behält  er  sich  vor,  nach  Abschluß  des  Textes 
und  der  Indizes  auf  ihn  in  irgend  einer  Form  zurückzukommen. 

Die  Kommission  empfiehlt  schließlich  den  Münchener  Teil 
des  Unternehmens  aufs  neue  der  Unterstützung  durch  die  kar- 
tellierten, insbesondere  die  norddeutschen  Akademien,  nachdem 
sie  sich  davon  überzeugt  hat,  daß  das  Werk  auf  guten  Grund- 
lagen ruht,  und  ihr  die  Sicherheit  gegeben  worden  ist,  daß 
es  gemäß  den  Göttinger  Beschlüssen  von  1906  rüstig  weiter- 
geführt werden  wird.  (gez.)  Schröder. 

In  einer  zweiten  Sitzung  der  Kommission,  am  14.  Juni 
10^4  Vorm.,  an  der  sämtliche  Mitglieder  außer  Herrn  Lam- 
precht teilnahmen,  ist  der  von  Herrn  von  Ottenthai  vor- 
gelegte Wiener  Probedruck  durchberaten  worden. 
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Anlage  I. 

Die  Arbeiten  zur  Herausgabe  der  mittelalterlichen  Biblio- 
thekskataloge aus  Öterreich  haben  seit  der  Göttinger  Tagung 
im  Herbste  1906  regelmäßigen  und  ziemlich  ungestörten  Ver- 
lauf genommen.  Die  Bearbeitung  Hegt  durchaus  in  den  Händen 
des  Herrn  Dr.  Gottlieb,  welcher  nur  bei  Abschriftnahme  ent- 
legenen Materials  von  Jüngern  Herren,  wie  sich  eben  günstige 
Gelegenheit  bot,  unterstützt  wurde.  Die  Aufsuchung  des 
Materials,  für  welche  auch  die  gedruckte  Literatur  in  großem 
Umfange  zu  Rate  gezogen  wurde,  ist  im  großen  und  ganzen 
abgeschlossen,  wenn  auch  nach  ein  und  anderm  Stücke,  welches 
sich  nicht  in  staatlichen  Bibliotheken  befindet,  noch  gefahndet 
werden  mu&,  und  in  den  peripherisch  gelegenen  Provinzen, 
besonders  in  den  slawischen  Ländern,  noch  mehreres  abzu- 
schreiben ist. 

Von  den  übrigen  paläographischen  Abschriften  hat  Dr. 
Gott  lieb  einen  Teil  auf  Reisen  an  Ort  und  Stelle,  den  größern 
aber  dank  liberaler  Zusendung  der  Handschriften  in  Wien 
angefertigt. 

Seine  Hauptarbeit  besteht  derzeit  in  der  Herstellung  der 
dnickfertigen  Texte  und  in  der  Ausarbeitung  der  Einleitungen. 
Dabei  werden  die  in  Göttingen  aufgestellten  allgemeinen  Grund- 
sätze berücksichtigt.  Allerlei  Detailfragen  über  die  Editions- 
prinzipien harren  doch  noch  endgültiger  Regelung.  Um  diese 
zu  erleichtem,  ließ  die  hiesige  Kommission  einen  Probedruck 
verschiedenartiger  Stücke  herstellen,  welcher  zur  Erörterung 
gestellt  wird. 

Wien,  10.  Juni  1908. 

(gez.)  Ottenthai. 


iMS.  Sitsongib.  d.  nuth.-phjB.  Kl. 
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Anlage  II. 

München,  den  10.  Juni  1908. 

Von  der  Egl.  Bayerischeii  Akademie  der  Wissenscliaften. 

Bericht  über  den  gegenwärtigen  Stand  der  Arbeiten 
bei  der  Kommission  für  Herausgabe  der  mittelalter- 
lichen Bibliothekskataloge  Deutschlands,  erstattet  auf 
dem  Kartell  tage  der  kartellierten  deutschen  Akademien 
zu  Berlin  am  13.  Juni  1908. 

Die  unterfertigte,  von  der  Kgl.  Bayerischen  Akademie  der 
Wissenschaften  eingesetzte  Kommission  für  Herausgabe  der 
mittelalterlichen  Bibliothekskataloge  Deutschlands  hat  die  Ehre, 
den  kartellierten  deutschen  Akademien  zu  berichten,  daß  auch 
nach  dem  beklagenswerten,  am  19.  Mai  1907  erfolgten  Hin- 
scheiden Ludwig  Traubes  die  Arbeiten  an  dem  Unternehmen 
fortgesetzt  worden  sind. 

Die  Kommission  selbst  wurde  in  der  Novembersitzung  1907 
ergänzt  durch  die  Wahl  des  Herrn  Krumbacher. 

Als  Generalredaktor  des  Unternehmens  fungierte  der  von 
Traube  auf  das  beste  empfohlene  Münchener  Privatdozent 
Dr.  Sigmund  Hell  mann.  Neben  ihm  blieben  in  Tätigkeit 
die  gleichfalls  von  Traube  gewonnenen  Mitarbeiter :  Dr.  Otto 
Glauning,  Sekretär  an  der  Kgl.  Hof-  und  Staatsbibliothek, 
Dr.  Paul  Lehmann  in  München,  Bibliotheksassistent  Dr.  Heeg 
(München),  Herr  cand.  phil.  S.  Tafel  (München)  und  Herr 
Dr.  Bertalot  (Berlin). 

Nach  den  Beschlüssen  der  letzten  Kartellversammlung, 
welche  am  15.  und  16.  Oktober  1906  in  Göttingen  abgehalten 
wurde,  sollten  die  mittelalterlichen  Bibliothekskataloge  Deutsch- 
land.s,  Österreichs  und  der  Schweiz  gesammelt  und  veroflFent- 
licht  werden.  Jedoch  sollten  auch  die  mittelalterlichen  Kataloge 
solcher  ausländischen  Bibliotheken  berücksichtigt  werden,  welche 
durch  ihre  Geschichte  oder  ihre  Bestände  für  den  deutschen 
Kulturkreis  besondere  Bedeutung  haben. 
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Für  die  Anordnung  der  Kataloge  im  Druck  wurde  eben- 
falls auf  dem  Göttinger  Kartelltage  die  Gruppierung  der  Biblio- 
theken nach  Erzbistümern  und  Bistümern  angeregt.  Innerhalb 
jedes  Bistums  sollte  die  alphabetische  Reihenfolge  Platz  greifen. 

Traube  selbst  hat  sich  bald  nach  der  Göttinger  Tagung 
dazu  entschlossen,  das  der  Münchener  Akademie  zugewiesene 
außerösterreichische  Arbeitsgebiet  nicht  unerheblich  zu  er  weitem. 
Außer  den  Gebieten  des  neuen  deutschen  Reiches  und  der 
Schweiz,  soweit  sie  seit  dem  11.  Jahrhundert  dem  alten  deutschen 
Reich  angehört  hatte,  beschloß  er,  weiterhin  Holland,  Belgien, 
Luxemburg  und  die  zum  alten  Regnum  Teutonicum  gehörigen 
Gebiete  des  heutigen  nordöstlichen  Frankreich  in  die  Katalog- 
arbeit einzubeziehen. 

Den  Göttinger  Abmachungen  entspricht  es,  wenn  auch  über 
dieses  Gebiet  in  einzelnen  Fällen  hinausgegriffen  wird  und  auch 
mittelalterliche  Bibliotheken  wie  etwa  Fleury,  Corbie,  St.  Riquier 
mit  behandelt  werden,  da  gerade  von  ihnen  bedeutsame  geistige 
Einwirkungen  auf  die  mittelalterliche  Literatur  Deutschlands 
ausgingen. 

Nach  Traubes  Tod  hat  unsere  Münchener  Bibliotheks- 
kommission diese  Erweiterung  ausdrücklich  genehm  gehalten. 
Auch  mit  der  von  Traube  vorgenommenen  unteren  Abgrenzung 
unserer  Arbeit  beim  Jahre  1450  erklärte  sich  unsere  Kommission 
einverstanden. 

Mit  den  HH.  Henri  Omont  in  Paris  und  P.  van  den 
Gheyn  in  Brüssel  wurden  schriftlich  und  bei  Gelegenheit  einer 
wissenschaftlichen  Reise,  welche  im  verflossenen  Frühjahr  1908 
Herr  Vollmer  unternahm,  auch  persönlich  Verbindungen  ange- 
knüpft und  wertvolle  Zusicherungen  erwirkt,  welche  der  För- 
derung unseres  Unternehmens  zugute  kommen  werden. 

An  der  Sammlung  des  in  München  vorhandenen  Katalog- 
materials war  an  erster  Stelle  Herr  Dr.  Glauning  beteiligt. 
Auf  der  Kgl.  Hof-  und  Staatsbibliothek  hat  er  etwa  30  Kataloge 
abgeschrieben.  Alle  Wahrscheinlichkeit  spricht  dafür,  daß  da- 
mit das  dort  vorhandene  Material  noch  nicht  erschöpft  ist. 
Aussicht   auf  Ertrag   versprechen   auch   die    übrigen   hiesigen 
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Biblotheken  und  insbesondere  auch  die  großen  und  die  kleineren 
Archive. 

Herr  Dr.  Paul  Lehmann,  ein  trefflicher  Schüler  Trau b es 
aus  den  letzten  Jahren  der  Lehrtätigkeit  des  Verstorbenen,  hat 
während  eines  Ferienaufenthaltes  in  seiner  braunschweigischen 
Heimat  in  Braunschweig  selbst  im  Städtischen  Archiv,  in  Wolfen- 
büttel in  der  Landesbibliothek  und  im  Landeshauptarchiv  Kata- 
loge für  unser  Unternehmen  teils  kopiert,  teils  photographiert. 
Das  in  Wolfenbüttel  lagernde  reichhaltige  Material  ist  damit 
großenteils  erledigt.  Auch  im  Staatsarchiv  zu  Hannover  ist 
Dr.  Lehmann  für  uns  tätig  gewesen. 

Im  April  und  Mai  aber  des  Jahres  1907  machte  Lehmann 
noch  auf  Veranlassung  Traubes  eine  wissenschaftliche  Reise 
nach  der  Schweiz.  Er  besuchte  dort  die  Bibliotheken  und 
Archive  von  Zürich,  Einsiedeln,  Basel,  Aarau,  Zofingen,  Solo- 
thurn,  Biel,  Neuchätel,  Lausanne,  Genf,  Freiburg,  Bern,  Burg- 
dorf,  Luzern  und  Zug,  wo  er  Material  für  uns  auf  schrift- 
lichem und  photographischem  Wege  aufnahm.  Bei  den  Vor- 
ständen der  verschiedenen  Institute  an  den  genannten  Orten 
hatte  sich  Dr.  Lehmann  stets  der  dankenswertesten  Unter- 
stützung zu  erfreuen. 

Da  die  tötliche  Erkrankung  Traubes  Herrn  Lehmann 
vorzeitig  nach  München  zurückrief,  so  blieben  St.  Gallen,  Frauen- 
feld, Winterthur  und  andere  Plätze  zunächst  unbesucht. 

Ein  heute  abschriftlich  in  der  Kantonsbibliothek  zu  Aarau 
liegender  Katalog  des  Bücherbestandes  des  oberen  Hospitales 
zu  Memmingen  —  mit  60  Nummern  —  aus  dem  Jahre  1430 
ging  uns  durch  die  Güte  des  Herrn  Lyzealprofessors  Dr.  Alfred 
Schröder  in  Dillingen  zu. 

In  Berlin  hat  Herr  Dr.  Bertalot  für  uns  gearbeitet.  Er 
hat  in  der  Kgl.  Bibliothek  und  im  Geheimen  Staatsarchiv  eine 
Anzahl  Kataloge  für  uns  abgeschrieben  oder  photographieren 
lassen.  Die  noch  nicht  katalogisierten  Berliner  Handschriften 
hat  er  teilweise  durchgesehen. 

Bei  der  ferneren  Sammlungsarbeit  werden  schätzbare  Aus- 
beute die  Archive  bieten,  obwohl  gerade   hier  an   eine  syste- 
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matische  Durchsuchung  durch  unsere  Sendlinge  nicht  zu 
denken  ist. 

In  Rom  und  Florenz  hat  Herr  Dr.  Heeg  eine  Anzahl 
Kataloge  fQr  uns  photographiert.  Außerdem  hat  Herr  Dr.  Heeg 
während  eines  Aufenthaltes  in  Rom  begonnen,  die  Codices 
Palatini  nach  unbekannten  Katalogen  zu  durchsuchen.  Hier 
wird  er  auch  bei  einem  erneuten  römischen  Aufenthalte  für 
uns  tätig  sein. 

Nicht  geringe  Ausbeute  versprechen  Testamente  solcher 
deutschen  Prälaten  oder  Kurialen,  welche  im  Laufe  der  Jahr- 
hunderte des  späteren  Mittelalters  an  der  päpstlichen  Kurie 
vei-storben  sind.  Auch  amtliche,  an  der  Kurie  errichtete  In- 
yentare  von  Mobilien  und  Büchern  kommen  in  Betracht,  welche 
auf  Grund   des  ius  spolii   an  die   päpstliche  Kurie  gelangten. 

Auf  deutschem  Boden  sind  noch  besonders  die  wissen- 
schaftlichen Sammlungen  von  Stuttgart,  Karlsruhe,  Straßburg, 
Schlettstadt,  Colmar  und  Metz  ins  Auge  zu  fassen.  Im  Staats- 
archiv zu  Stuttgart  hat  Herr  cand.  phil.  S.  Tafel  einen  Katalog 
für  uns  kopiert. 

Wertvolles  Material  ging  uns  auch  durch  die  Kaiserliche 
Akademie  in  Wien  zu,  welche  ursprünglich  begonnen  hatte, 
die  Kataloge  Deutschlands,  Österreichs  und  der  Schweiz  sammeln 
zu  lassen. 

Die  Erwerbung  weiterer  noch  unbekannter  Kataloge,  welche 
Dr.  Gottlieb  (Wien)  nicht  im  Auftrage  der  Kaiserlichen 
Akademie,  sondern  für  seine  Privatarbeiten  gesammelt  hat, 
wird  den  Gegenstand  besonderer  Unterhaudlungen  mit  ihm  zu 
bilden  haben. 

Für  vereinzelte  Hinweise  und  die  Zuwendung  einschlägiger 
Publikationen  haben  wir  den  HH.  Professoren  Dr.  A.  Dyroff 
in  Bonn,  Dr.  Manitius  in  Dresden-Radebeul,  Dr.  Molitor  in 
Münster,  Dom  Germain  Morin  in  Maredsous,  zur  Zeit  in 
München,  Dr.  van  Gils  in  Rolduc,  endlich  der  Königlichen 
Universitätsbibliothek  in  Münster  zu  danken. 

Auf  Grund  der  im  vorstehenden  verzeichneten  Arbeiten 
sind  wir  etwa  für  ein  Drittel  aller  uns  bekannten  Stücke  im 
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Besitze  von  Abschriften,  denen  die  beste  Überlieferung  zu- 
grunde liegt. 

Immerhin  gilt  es,  planmäßig  neues,  unbekanntes  Material 
aufzusuchen.  Nicht  immer  wird  es  da  zutage  treten,  wo  man 
es  am  ehesten  erwarten  könnte,  nämlich  da,  wo  sich  ge- 
schlossene Bestände  alter  Bibliotheken  erhalten  haben.  Durch 
Zufall  können  gerade  Kataloge  abgesprengt  worden  sein  Ton 
ihrer  alten  zugehörigen  Bibliothek. 

Selbstverständlich  aber  kann  an  eine  planmäßige  Durch- 
musterung sämtlicher  in  unseren  heutigen  Bibliotheken  und 
Archiven  aufbewahrten  Handschriften  nicht  gedacht  werden. 
Gibt  ja  Schwenkes  Adreßbuch  der  deutschen  Bibliotheken 
allein  für  die  Bibliotheken  des  Deutschen  Reiches  nicht  weniger 
als  240000  Handschriften  an.  In  hervorragendem  Maße  sind 
wir  daher  auch  bei  der  Weiterführung  des  Werkes  auf  die 
fördernde  Mithilfe  aller  Bibliotheksbeamten,  Archivare  und  Ge- 
lehrten angewiesen,  welche  mit  den  für  das  deutsche  Mittel- 
alter in  Betracht  kommenden  Handschriften  näher  vertraut  sind. 

Zu  unserem  schmerzlichen  Bedauern  haben  wir  den  kar- 
tellierten deutschen  Akademien  schließlich  noch  Mitteilung  zu 
machen  von  dem  Enthebungsgesuch,  welches  unser  General- 
redaktor Dr.  S.  Hellmann  unter  dem  14.  Mai  dieses  Jahres 
an  die  Königliche  Bayerische  Akademie  der  Wissenschaften 
gerichtet  hat.  Mißverständnisse  zwischen  dem  Generalredaktor 
und  der  Münchener  Bibliothekskatalog-Eommission  waren  be- 
reits am  Ende  des  verflossenen  Jahres  vorgekommen.  Sie  haben 
sich  im  Laufe  dieses  Frühjahrs  erneuert  und  bestinm[iten  den 
Generalredaktor  zu  dem  eben  erw^ähnten  Schritt. 

Um  Herrn  Dr.  Hellmann  die  erwünschte  Freiheit  zu 
eigener  wissenschaftlicher  Arbeit  zurückzugeben,  haben  die  erste 
und  die  dritte  Klasse  der  Königlich  Bayerischen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  ihrer  gemeinsamen  Sitzung  vom  6.  Juni  1908 
beschlossen,  Herrn  Dr.  Hellmanns  Enthebungsgesuch  zu  ge- 
nehmigen und  ihm  die  volle  Anerkennung  für  die  dem  Biblioiheks- 
katalog-Unternehmen  geleisteten  ersprießlichen  Dienste  auszu- 
sprechen. 
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Gleichzeitig  ermächtigte  die  Akademie  ihre  Akademische 
Kommission  zu  Verhandlungen  mit  Herrn  Dr.  Paul  Lehmann, 
der  noch  von  Ludwig  Traube  als  tätiger  Mitarbeiter  für  das 
Unternehmen  gewonnen  worden  ist.  Wir  hegen  gegründete 
Hoffnung,  in  Herrn  Dr.  Lehmann  dem  Werke  der  Herausgabe 
der  mittelalterlichen  Bibliothekskataloge  Deutschlands  einen 
tüchtigen  Redaktor  zuführen  zu  können. 

Akademische  Kommission  zur  Herausgabe  der  mittel- 
alterlichen Bibliothekskataloge  Deutschlands 

(gez.)  Grauert 


n.  Gesamtsitznng. 

(5Va  Uhr  Nachm.) 

1.  Herr  Waldeyer  verliest  das  Protokoll  der  Oesamt- 
sitzung  des  Vormittags. 

2.  Derselbe  als  Vorsitzender  der  Kommission  verliest  das 
Protokoll  der  Beratung  über  die  Herausgabe  der  gesammelten 
Schriften  L.  Boltzmanns,  sowie  das  Protokoll  über  die  luft- 
elektrischen Forschungen.  Die  Beschlüsse  der  Kommission 
werden  genehmigt. 

3.  Herr  Schröder  verliest  das  Protokoll  der  Beratung 
über  die  Septuagintaausgabe.  Die  3  Anträge  der  Kommission 
werden  genehmigt  und  vom  Plenum  noch  4.  hinzugefügt:  Es 
bleibt  vorbehalten,  das  Unternehmen  vor  die  Assoziation  der 
Akademien  zu  bringen,  wenn  der  Stand  der  Arbeiten  es 
wünschenswert  und  möglich  macht,  außerdeutsche  Kräfte  und 
Mittel  heranzuziehen. 

4.  Herr  Schröder  berichtet  über  das  Unternehmen  der 
Herausgabe  der  mittelalterlichen  Bibliothekskataloge.  Das  Ple- 
num genehmigt  die  Beschlüsse  der  Kommission  *  und  tritt  ins- 
besondere dem  Schlußantrag  in  der  oben  mitgeteilten  vom 
Plenum  redigierten  Fassung  bei. 
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5.  Der  Vorsitzende  Herr  Yahlen  teilt  mit,  da&  ein  neuer 
Vertreter  für  das  Buitenzorg-Stipendium  zu  bestellen  sei. 
Der  Vorschlag  der  Königlich  Bayerischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften (vom  18.  Juli  1907),  Herrn  Prof.  Peter  in  Oöttingen 
zum  Vertreter  für  das  Stipendium  und  Herrn  Ehlers,  ebenda, 
zum  Stellvertreter  desselben  zu  ernennen,  dem  die  Königlich 
Preußische  Akademie  (26.  Juli  1907)  sich  angeschlossen  hat, 
wird  von  den  versammelten  Delegierten  der  Akademien  ein- 
stimmig angenommen. 

6.  Auf  Antrag  des  Herrn  Riecke  wird  beschlossen,  da§ 
sämtlichen  Delegierten  ein  Korrekturabzug  des  gedruckten 
Protokolls  der  Verhandlungen  übersandt  werden  soll. 

Schluß  der  Sitzung  GV^  Uhr. 
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Sitzungsberichte 

der 

Königl.  Bayer.  Akademie  der  Wissenschaften. 


Mathematisch-physikalische  Klasse. 

Sitzung  vom  7.  November  1908. 

1.  Herr  S.  Günther  legt  zur  Aufhahme  in  die  Sitzungs- 
berichte eine  Mitteilung  vor :  ^^Erdbrände  und  ihre  angeb- 
lichen geophysischen  Eonsequenzen''.  Es  wird  darin, 
was  kaum  je  geschah,  die  Wern ersehe  Erdbrandtheorie  des 
Vulkanismus  eingehend  geprüft  und  zu  dem  Zwecke  auf  die 
Wahrnehmungen  bezug  genommen,  welche  ein  zwar  uralter, 
seit  1558  bekannter  und  doch  der  Literatur  so  gut  wie  ganz 
entgangener  , brennender  Berg*  im  nördlichen  Tirol  zu  machen 
gestattet.  Im  Anschlüsse  daran  wird  eine  kritische  Besprechung 
aller  der  Vorkommnisse  gegeben,  welche  in  diese  Gruppe  pseudo- 
vulkanischer Erscheinungen  gehören. 

2.  Außer  verschiedenen  anderen  Einsendimgen  wird  nament- 
lich vorgelegt  das  zweibändige,  schön  ausgestattete  Werk  von 
Professor  Aigoietos  in  Athen:  »Das  Klima  Griechenlands*. 


1906.  SitEungsb.  d.  mftth.-phys.  Kl. 
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Erdbrände  und  deren  angebliche  geophysische 
Konseqnenzen. 

Von  Siegrmnnd  Gflnther. 

(Eing§lau/9n  7.  Nevtmbtr.) 

Es  gab  eine  Zeit,  welche  den  sogenannten  unterirdischen 
Erdbränden  eine  ganz  besonders  hohe  Bedeutung  beilegte, 
weil  sie  in  ihnen  die  Ursache  des  Vulkanismus  erblickte. 
Nachdem  diese  Theorie  überwunden  war,  überließ  man  geo- 
graphischerseits  die  Erscheinung  selbst  ganz  der  Bergbaukunde, 
welche  sich  ja  auch  zunächst  mit  jener  zu  beschäftigen  ver- 
pflichtet war.  Ja  man  hat  wohl  sehr  ungünstig  über  den 
großen  Geologen  geurteilt,  welcher  die  genannte  Tulkanistische 
Hypothese  mit  großem  Eifer  vertrat  und  für  kürzere  Frist, 
bis  durch  L.  v.  Buch  und  A.  v.  Humboldt  die  bekannte 
radikale  Umwälzung  angebahnt  wurde,  zur  herrschenden  zu 
machen  verstand.  Wie  so  häufig,  ergibt  sich  bei  näherem 
Zusehen,  daß  dieser  scharfe  Tadel  nicht  völlig  verdient  war, 
daß  vielmehr  einem  Forscher,  der  geringe  Autopsie  besaß  und 
wesentlich  auf  die  Berichte  anderer  angewiesen  war,  mancherlei 
Entschuldigungsgründe  zur  Seite  stehen,  wenn  er  zwei  Phä- 
nomene, die  innerlich  nichts  miteinander  gemein  haben,  äußer- 
lich dagegen  allerdings  eine  gewisse  Ähnlichkeit 
nicht  verkennen  lassen,  als  ihrer  Natur  nach  überein- 
stimmend auffaßte.  Auf  die  Tatsache,  daß  solche  Analogien 
in  Wirklichkeit  existieren,  scheint  nun  noch  niemals  hinge- 
wiesen worden  zu  sein,  wie  denn  überhaupt  die  gesamte  Lehre 
von   den  Erdbränden  bisher  zu  wenig  beachtet  wurde.     Nach 
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verschiedenen  Seiten  hin  soll  die  vorliegende  Studie  eine  Ab- 
hilfe bringen.  Sie  soll  zunächst  eine  noch  immer  vermiiie 
quellenmäßige  Darstellung  der  Lehre  geben,  welche  die  Re- 
aktionen magmatischer  Massen  gegen  die  Außenseite  der  Erde 
mit  den  Erdbränden  in  ursächlichen  Zusammenhang  bringt; 
sie  soll  an  zweiter  Stelle  ferner  ein  Vorkommnis  der  bezeich- 
neten Art,  welches  höchst  belehrende  Aufschlüsse  zu  geben 
geeignet  ist,  eingehend  schildern  und  auf  seine  Anklänge  an 
echt  vulkanische  Verhältnisse  prüfen;  zum  dritten  endlich  soll 
sie  unser  Wissen  von  den  Erdbränden  möglichst  zusammen- 
fassen und,  soweit  dies  zur  Zeit  angängig,  systematisch  zu 
ordnen  trachten.  Es  wird  sich  dann  zeigen,  da£  es  dringend 
geboten  erscheint,  die  physikalische  Erdkunde  nicht 
achtlos  an  einem  immerhin  vielfach  bemerkenswerten 
Erscheinungskomplexe  vorübergehen  zu  lassen. 

I.  Die  Wernersohe  Erdbrandhypothese. 

Als  ö.  A.  Werner  mit  seiner  Anschauung  über  Vulkan- 
bildung hervortrat,^)  war  der  Boden  für  diese  schon  einiger- 
maßen vorbereitet  durch  die  seit  geraumer  Zeit  schwebenden 
Streitigkeiten  über  die  Entstehung  des  Basaltes.*)    Obwohl 


^)  Werner,  Versuch  einer  Erklärung  der  Entstehung  der  Vulkane 
durch  die  Entzündung  mächtiger  Steinkohlenschichten,  als  ein  Bejtrag 
zu  der  Naturgeschichte  des  Basalts,  Magazin  für  die  Naturkunde 
Helvetiens,  herausgegeben  von  A.  Hoepfner,  4.  Band,  S.  239  ff.  Sehr 
häufig  zitiert,  ist  die  Abhandlung  doch  recht  wenig  bekannt  geworden, 
weil  man  wußte,  daß  ihr  Hauptergebnis  unrichtig  sei,  und  daraus  schloß, 
ein  tieferes  Eindringen  in  ihren  Inhalt  könne  sich  nicht  verlohnen. 

*)  Hierüber  erteilt  genauen  Aufschluß:  Gassenmeyer,  Die  Lehre 
von  der  Basaltbildung  in  ihren  geologischen  und  geographischen  Kon- 
sequenzen bis  auf  6.  A.  Werner  (1780)  und  seine  Schule,  Nürnberg  1908. 
Eine  wertvolle  Ergänzung  dazu  bietet  Ebsteins  Veröffentlichung  eines 
1792  von  dem  genialen  Physiker  Lichtenberg  an  Werner  gerichteten 
Briefes  (Süddeutsche  Monatshefte,  1908,  Heft  9),  worin  der  Erstgenannte 
seinen  Standpunkt  kennzeichnet  und  zwar  im  großen  und  ganzen  die 
Erklärung  des  großen  „Oryktognosten*  annimmt,  aber  doch  auch  einige 
Bedenken  äußert,  wie  insonderheit  durch  einen  lokalisierten  Entzfindungs- 
prozeß  die  zum  Schmelzen  der  Gesteine  erforderliche  Hitze  hervorgebracht 
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den  Vulkanisten  die  weitaus  besseren  Gründe  zur  Verfügung 
standen,  konnte  doch  der  vorläufige  Triumph  der  N ep tu- 
nist en  nicht  abgewendet  werden,  weil  eben  die  Autorität  des 
von  der  Mehrzahl  seiner  Zeitgenossen  unbedingt  anerkannten 
Preiberger  Montanisten  allzusehr  in  die  Wagschale  fiel.  Im 
Anschlüsse  an  die  Erörterungen  einer  einschlägigen  Preisauf- 
gabe*) trat  Werner  mit  seiner  Darlegung  der  Ansichten  hervor, 
welche  er  sich  für  die  Gesamtheit  der  hier  konkurrierenden 
Aufgaben  gebildet  hatte.  Man  habe  zwar,  sagt  er  eingangs, 
schon  wiederholt  die  Vulkane  von  entzündeten  Steinkohlen- 
flözen ihren  Ausgang  nehmen  lassen,  aber  es  sei  zumeist  bei 
dem  bloßen  Gedanken  geblieben,  und  Beweise  seien  nicht  ge- 
geben worden.^)  So  sei  er  zu  seiner  eigenen  Untersuchung 
geführt  worden,  deren  Kern  er  mit  folgenden  Worten  präzisiert: 
.Höchstwahrscheinliche  Vermuthung,  daß  die  mehresten,  wo 
nicht  alle  Vulkane  von  entzündeten  tiefliegenden  Steinkohlen- 
Flötzen  herrühren,  und  daß  die  in  einigen  Laven  vorkommenden 
Hornblende-  und  granatförmigen  Krystalle,  aus  über  solchen 
Steinkohlen-Flötzen  liegenden  Wakken-  und  Basaltlagem  sind/ 
Die  Vesuvlava  enthalte  vollkommen  die  gleichen  Hornblende- 
kristalle, die  vielfach  auch  im  Basalt  angetroffen  werden,  und 
auf  diese  Wahrnehmung  hätten  sich  die  Anhänger  der  pluto- 
nistischen  Basaltbildung   mit   anscheinendem   Rechte   gestützt. 


werden  könne.  Ganz  überzeugter  Neptunist  ist  Lichtenberg  nicht 
geworden;  er  hat  auch,  wie  wir  sehen  werden,  die  Erdbrandtheorie  in 
seiner  Weise  modifiziert. 

^)  Der  Titel  derselben  lautete:  »Was  ist  Basalt?  Ist  er  vulkanisch 
oder  nicht  vulkanisch?*  Gekrönt  wurde  Widenmanns  in  den  Spuren 
Werners  sich  bewegende  Bearbeitung  (Hoepfners  Magazin,  4.  Band, 
S.  135  ff.),  während  Voigts  weitaus  kürzere,  aber  inhaltreichere  Beant- 
wortung (a.  a.  0.,  4.  Band,  S.  218  ff.)  Öinen  solchen  Erfolg  nicht  zu  er- 
zielen vermochte,  weil  ihr  Verfasser  es  wagte,  gegen  den  Strom  zu 
schwimmen. 

«)  Leider  nennt  Werner  die  Schriftsteller  nicht,  welche  er  hier  im 
Auge  hat.  Um  mehr  als  um  Gelegenheitsäufierungen  kann  es  sich  in 
keinem  Falle  handeln;  höchstens  Agricola  (s.  u.)  könnte  eine  Ausnahme 
machen. 
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Auch  sonst  sei  das  Vorkommen  solcher  Hornblende  in  Italien 
keine  Seltenheit.  Ehedem  habe  er  selber  der  Vermutung  zu- 
geneigt, diese  Kristalle  hätten  sich  in  der  flüssigen  Lava  direkt 
gebildet,  allein  mehr  und  mehr  sei  ihm  die  ünmö^ichkeit 
klar  geworden,  ^daß  die  fast  nämlichen  Hornblende-Kristalle 
in  den  Basalten  auf  dem  nassen  und  in  den  Layen  auf  dem 
trockenen  Wege  entstanden  sein  sollten*.  Dieses  Dilemma 
hat  Werner  zutreffend  erkannt,  freilich  aber  nicht  in  der 
richtigen  Weise  entschieden.  Er  spricht  sich  nämlich  dafiir 
aus,  daß  die  erwähnten  Kristalle  als  Bestandteile  sedimentär 
gebildeter  Basalt-  und  Grauwackenmassen  längst  vorhanden 
waren,  als  das  Kohlenlager  in  Brand  geriet,  und  dafi  erstere 
durch  die  Eruption  rein  mechanisch  an  die  Oberfläche  befördert 
wurden,  ohne  mit  Magma  und  Lava  selbst  das  Geringste  zu 
tun  zu  haben.  Die  gegen  die  Schwefelkiestheorie^)  geltend 
gemachten  Argumente  Werners  muß  man  ja  als  ganz  berechtigt 
anerkennen,  aber  mit  dem  positiven  Teile  der  Begründung  steht 
es  minder  günstig. 

In  erster  Linie  wird  bemerkt,  daß  brennende  Stein- 
kohlenflöze schon  zum  öfteren  beobachtet  worden  seien,  und 
daß  bei  diesen,  zumal  wenn  sie  alaunh altig  sind,  an  , zeit- 
weilige Selbstentzündung*  sehr  wohl  gedacht  werden  könne. 
Diese  Entzündung  genüge  allerdings  noch  nicht,  vielmehr  müsse 
notwendig  auch  der  Zutritt  von  Wasser  eine  Rolle  spielen. 
Steinkohlen  träfe  man  gerade  in  den  Gegenden,  welche  durch 
tätige  Vulkane  ausgezeichnet  sind,  ganz  regelmäßig  an.  Einige 
sekundäre  Belege  wollen  wir  hier  unbesprochen  lassen;  von 
größerem  Belange  ist  wieder  der  Hinweis  auf  den  Umstand, 
daß  sehr  häufig  Basalt  jene  Flöze  überdecke  (Fär-Öer, 
der  hessische  Meißner,  der  Westerwald,  die  böhmischen  Basalt- 
kuppen).  Basalt  und  Wacke  seien  ungemein  leichtflüssig. 
„Es  darf  dann  nur  Wasser  in  hinlänglicher  Menge  schnell  zu 

')  Über  diese,  deren  hervortretendster  Anhänger  Liste r  (1684)  und 
Lemery  (1700)  waren,  unterrichtet  ausreichend  Reyer  (Ansichten  aber 
die  Ursachen  der  Vulkane,  Gaea,  19.  Band,  8.  218  ff.).  Auch  in  alchymi- 
stischen  Schriften  finden  sich  bereits  hierauf  abzielende  Andeutungen. 


S.  G-ünther:   Erdbrände  und  geophysische  Konsequenzen.        127 

der  in  einer  starken  Quantität  vorhandenen  geschmolzenen 
Masse  dringen,  so  ist  die  Eruption  und  mit  ihr  der  Vulkan 
da.*  Es  wird  dann  noch  weiter  eine  mehr  ins  Gebiet  der 
Kristallkunde  einschlagende  Betrachtung  darüber  angestellt, 
ob  die  basaltischen  Hornblendeblättchen  mit  den  in  wirklicher 
Lava  zu  findenden  identisch  seien,  und  diese  Frage  wird  ver- 
neint. Erdbrände  und  Vulkane,  so  heiät  es  zuletzt,^)  ge- 
hörten ihrem  Wesen  nach  zusammen,  und  die  zahlreich  vor- 
handenen Erdbrände  Noi*dböhmens  hätten  Vulkane  werden 
können,  wenn  über  ihnen  Massen  von  größerer  Mächtigkeit 
gelagert  gewesen  wären,  und  wenn  eine  ausgiebige  Wasser- 
wirkung hätte  Platz  greifen  können.  Man  wird,  wenn  man 
Werners  Aufsatz  unter  steter  Berücksichtigung  des  damaligen 
Wissensstandpunktes  unparteiisch  liest,  nicht  umhin  können, 
seiner  Doktrin  eine  gewisse  Geschlossenheit  und  Folgerichtigkeit 
zuzuerkennen.  Obwohl  er  niemals  einen  feuerspeienden  Berg 
gesehen,  kannte  er  doch  die  Vorgänge,  welche  bei  einem  Aus- 
bruche zu  verzeichnen  sind,  aus  Beschreibungen  genau  genug, 
und  eben  erst  die  ausgebreiteten  Erfahrungen,  die  seine  oben- 
genannten Schüler  in  anderen  Erdteilen  machten  —  v.  Buch 
auf  den  Kanarien,  v.  Humboldt  in  Südamerika*)  — ,  waren 
imstande,  die  Erdbrandtheorie,  die  unter  den  zeitgenössischen 
Gelehrten  vollen  Beifall  fand,*)  zu  überwinden  und  einer  minder 
engen  Auffassung  der  endogenen  Beaktionserscheinungen  die 
Bahn  zu  eröffnen. 


*)  Werner,  a.  a.  0.,  S.  252. 

^  Den  Bekehrungsakt  versucht  in  seinen  Entwicklungsstadien  zu 
charakterisieren  Günther,  A.  v.  Humboldt-L.  v.  Buch,  Leipzig  1896, 
a.  ▼.  St. 

*)  Von  Lichtenberg  erfuhren  wir  oben  (S.  124),  daß  er  sich  zu  der 
Wem  ersehen  Gemeinde  rechnete,  wenn  er  auch  kein  unbedingt  Gläu- 
big'er  war.  Vor  allem  dünkte  ihm  die  Aktion  des  in  den  Brandherd 
eindringenden  Wassers  einer  Analyse  bedürftig  zu  sein.  Direkte  schrift- 
liche Bemerkungen  hat  er  darüber  nicht  hinterlassen,  aber  im  Hörsaale 
sprach  er  sich  folgendermaßen  aus  (Gamauf,  Erinnerungen  aus  Lichten- 
bergs Vorlesungen  über  die  physische  Geographie,  Wien-Triest  1818, 
S.  409  ff.):    .Durch  den  Zutritt  des  Wassers  entzündet  sich  das  Gemisch 
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II.  Ein  „brennender  Berg"  in  Nordtirol. 

Hätte  Werner  je  Gelegenheit  gehabt,  ein  vulkanisches 
Gebiet  persönlich  in  Augenschein  nehmen  zu  können, 
so  würde  er  zweifellos  nicht  versäumt  haben,  darauf  aufmerksam 
zu  machen,  daß  in  der  Tat  manche  vulkanische  Erdstelle 
augenfällig  in  ihrem  Aussehen  an  Örtlichkeiten  erinnert,  die 
über  einem  Erdbrande  liegen  und  dessen  Wirkungen  nach 
außen  ausgesetzt  sind.  Da  unseres  Wissens  gerade  diese  freilich 
rein  morphographische  Ähnlichkeit  noch  nicht  so,  wie  es  der 
Fall  sein  sollte,  berücksichtigt  worden  ist,  so  mag  es  am  Platze 
sein,  einen  Brandplatz  zu  schildern,  der  sehr  leicht  zu  erreichen 
ist,  mit  dem  sich  aber  die  Literatur  nur  auffallend  wenig  be- 
schäftigt hat. 

Und  es  ist  dies  um  so  auffalliger,  weil  die  erste  darauf  zu 
beziehende  Nachricht  schon  aus  dem  XVI.  Jahrhundert  stammt. 
In  einem  damals  gedruckten  Buche,*)  einer  Art  gereimter  berg- 


von  Schwefel  und  Eisen  und  hiedurch  auch  die  Steinkohlen-  und  Alaun- 
schiefer-Lager.  Es  entsteht  dadurch  eine  ungeheure  Menge  von  D&mpfen, 
die  alles,  was  sie  in  dem  Bauche  des  Berges  von  Erden  und  Oeat-einen 
finden,  in  eine  weiche,  teigartige  Masse  verwandeln,  wie  man  dies  im 
Papinianischen  Topfe  im  kleinen  sieht.  Endlich  wird  die  Gewalt 
der  Dämpfe  so  groß,  daß  sie  die  Rinde  des  Berges  durchbrechen,  sich 
eine  OfiFhung  in  derselben  bilden,  und  die  Eruption  ist  da.*  Auch 
J.  C.  Delametherie  (Theorie  der  Erde,  übers,  von  C.  G,  Eschenbach, 
2.  Teil,  Leipzig  1797,  S.  357)  nimmt  es  als  erwiesen  an,  daß  brennende 
Steinkohlenbänke  als  die  Ursache  der  Vulkanausbrüche  anzusehen  seien ; 
den  plastisch-magmatischen  Übergangszustand  Lichtenbergs,  von  dem 
überhaupt  in  älteren  Schriften  sonst  niemals  die  Rede  ist,  nimmt  der 
französische  Naturforscher  nicht  zu  Hilfe,  indem  er  vielmehr  an  eine 
sofortige  Explosion  des  verdampfenden  Meerwassers  denkt. 

^)  A.  P ichler  (Notizen  zur  Mineralogie  und  Geologie  von  Tirol, 
Jahrb.  d.  Geolog.  Reichsanstalt,  1869,  S.  212)  gibt  den  Titel  desselben 
folgendermaßen  an:  Der  fürstlichen  Grafschaft  Tyrol  Landtreue,  von 
Georg  Roesch  von  Geroldshausen,  gedruckt  in  der  fürstlichen  Stadt 
Ynnsbrugg,  1558.  Sonst  erwähnt  des  Brandes  eigentlich  nur  noch 
A.  R.  Schmidt  (Beitrag  zur  Geschichte  des  Häringer  Kohlen  Werkes, 
Bote  f.  Tirol  u.  Voralberg,  1880,  Nr.  221  ff.). 
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männisclier  Landeskunde   der  Grafschaft  Tirol,   lesen  wir   die 
nachstehenden  Verse:*) 

,,Bei  Kufstein  ein  Berg  brennen  thut, 
Am  B eichen  genannt,  ohne  sondere  Hut 
Gibt  Kalch,  bedarf  keiner  fernem  Gluth.* 

Dieser  Bergbrand  dauert  somit  bereits  mehr  als 
dreieinhalb  Jahrhunderte,  denn  auch  heute  ist  er  noch 
weit  davon  entfernt,  erloschen  zu  sein.  Obgleich  der  großen 
Heerstraße  nahe  genug,  hat  er  doch  noch  sehr  wenig  Auf- 
sehen erregt,  und  es  mag  wohl  am  Platze  erscheinen,  den 
wirklich  ausgezeichneten  Fall  einer  näheren  Erörterung  zu 
unterziehen. 

Die  Stelle  ist  von  der  Südbahnstation  Kirchbichl, 
zwischen  Kufstein  und  Wörgl,  im  Laufe  einer  guten  Stunde 
zu  erreichen.  Sie  liegt  an  einem  Vorsprunge  des  als  Großer 
Bölven  (nicht  Beleben,  1593  m)  bekannten  Berges  oberhalb 
des  durch  reiche  Funde  von  Eogenversteinerungen  geologisch 
bekannten  Dorfes  Häring.*)  Ein  mächtiges  Flöz  tertiärer  Braun- 
kohle zieht  sich  vom  Bölven  her  in  südlicher  Richtung  tal- 
abwärts, und  da  ein  ziemlich  tiefer  Einschnitt,  das  Längerertal, 
den  genannten  Vorberg   vom  Hauptberge  trennt,   so  streichen 


^)  Die  hier  im  Druck  hervorgehobenen  Ortsnamen  sind  dies  auch 
im  Originale. 

*}  Darüber,  ob  die  «Häringer  Schichten'  als  unt^roligozän  oder  als 
obereozän  (wegen  zahlreicher  Nummuliten)  zu  gelten  haben,  scheint  noch 
keine  vollständige  Gewißheit  erzielt  zu  sein  trotz  der  eingehenden  Unter- 
suchung derselben  durch  v.  Mojoisovics  (Über  die  alttertiären  Ab- 
lagerungen des  Unterinntales  mit  bezug  auf  deren  Kohlenführung,  Ver- 
handl.  d.  Geol.  Reichsanstalt,  1869,  S.  388  ff. ;  Das  Kalkalpengebiet  zwischen 
Schwaz  und  Wörgl  im  Norden  des  Inn,  ebenda,  1870,  S.  184  ff.;  Die 
Nordtiroler  Kalkalpen  vom  Achensee  im  Westen  bis  zur  Salzburgischen 
Grenze  im  Osten,  Jahrb.  d.  Geol.  Reichsanstalt,  1871,  S.  203  ff.)  und 
V.  Gümbel  (Die  geologische  Stellung  der  Tertiärschichten  von  Reit  im 
Winkel,  Geognost.  Monatshefte,  1869,  S.  163  ff.;  Geologie  von  Bayern, 
2.  Band,.  Kassel  1894,  S.  172  ff.).  Vgl.  auch  die  zahlreiche  Quellenver- 
weisungen bietende  Schilderung  von  Blaas  (Geologischer  Führer  durch 
die  Tiroler  und  Yorarlberger  Alpen,  Innsbruck  s.  a.,  S.  344  ff.). 
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die  Eohlenschichten  an  einzelnen  Punkten  zutage  ans,  und  so 
konnte  der  Erdbrand  auch  nach  außen  greifen.  Ein  erneutes 
und  starkes  Aufflackern  des  Brandes  war  in  den  Jahren  1838 
und  1893,  in  denen  sich  auch  die  Notwendigkeit  neuer  Schutz- 
maßregeln vor  Ort  geltend  machte,  zu  verzeichnen.  Wie  der- 
selbe entstanden,  ist  natürlich  schwer  zu  sagen.  In  berg- 
männischen Kreisen  ist  man  geneigt,  ihn  auf  Selbstent- 
zündung zurückzuführen,  wie  sie  durch  Absorption  atmo- 
sphärischen Sauerstoffs,  der  sich  mit  den  im  Inneren  gebildeten 
brennbaren  Gasen  vermischt,  zustande  kommen  kann.  Doch 
wäre  es  sehr  wohl  möglich,  daß  die  Brandursache  keine  interne, 
sondern  eine  äußere  gewesen  ist;  daß  sich  ein  ähnlicher  Vor- 
gang abspielte,  wie  er  uns  von  Se wergin*)  geschildert  wird. 
Denn  die  Hangendschicht  des  Häringer  Flözes  besteht*) 
aus  bituminösem  Kalk,  sogenanntem  „Stinkstein',  der  auch 
in  die  Kohlenlager  selbst  übergriff,  gegenwärtig  allerdings  ans 
dem  in  Roeschs  Versen  (s.  o.)  genannten  Grunde  größtenteils 
verschwunden  ist.  Da,  wo  in  alter  Zeit  der  Brand  wütete, 
zeigten  sich  die  Kohlenausbisse  bis  auf  60  m  in  das  Ge- 
birge hinein  total  ausgebrannt,  so  daß  auch  in  Menge  natürlich 
gebildete  Kokes   gefunden   wurden.     Der  1868   unternommene 


*)  Sewergin,  Untersuchung  über  einen  Erdbrand  oder  den  rauchen- 
den Berg  unweit  Revala,  6  ilberts  Annalen  der  Physik,  27.  Band,  S.  842  ff. 
Der  fragliche  Berg  liegt  22  Werst  (etwa  23  Va  km)  von  der  Hauptstadt 
Esthlands  entfernt' an  der  Meeresküste;  8  Toisen  (15  m)  über  dem  Meeres- 
spiegel drang  damals,  als  der  Artikel  geschrieben  wurde,  der  Rauch  aus 
dem  Inneren  hervor.  Das  anstehende  oder  durch  eine  dünne  Vegetations- 
decke verhüllte  Gestein  besteht  aus  bituminösem  Mergelschiefer  — 
wesentlich  der  gleiche  Sachverhalt,  wie  bei  dem  Hftringer  Bergwerke. 
Durch  Feuer,  welche  die  Hirten  an  einem  bestimmten  Platze  anzuzünden 
pflegten,  waren  die  teilweise  tiefgründigen  Wurzeln  der  Str&ucher  ins 
Glimmen  geraten,  und  dieser  langsame  Verbrennungsprozeß  übertrog 
sich  schließlich  auch  auf  das  Innere.  Rings  um  die  Exhalationsatelle 
gab  es  keinen  Rasen,  und  der  Schnee  konnte  im  Winter  nicht  liegen 
bleiben. 

^)  Der  Verf.  schuldet  den  Herren  Beamten  des  K.  K.  Bei^amtes 
Kirchbichl  vollsten  Dank  für  die  Aufklärungen,  welche  ihm  nach  jeder 
Richtung  hin  bereitwilligst  erteilt  wurden. 
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Versuch,  an  eine  Eokesbereitung  im  großen  heranzutreten, 
wollte  übrigens  nicht  gelingen,  weil  die  Verbrennung  eine  viel 
zu  gründliche  gewesen  war  und  jeden  gasförmigen  Inhalt  aus- 
getrieben hatte. 

Eine  unterirdische  Begehung  der  Bergwerksregionen,  welche 
dem  Brandherde  benachbart  sind  und  durch  umsichtige  Ver- 
dammung gegen  jenen  geschützt  werden,  gewährt  vielseitiges 
Interesse.  Die  Temperatur  ist  hier  eine  sehr  hohe;  das  aus 
den  Felsen  träufelnde  Wasser  kann  als  nahezu  heiß  bezeichnet 
werden;  und  an  vielen  Orten  rinnen  kleine  Ströme  einer  teer- 
artigen, zähflüssigen  Masse  von  den  Wänden  herab.  Daß  sich 
böse  Wetter  im  Grenzgebiete  bilden,  ist  natürlich  trotz  der 
äußersten  Vorsicht,  an  der  man  es  nicht  fehlen  läßt,  nicht 
ganz  ausgeschlossen,  wie  dies  ein  tragisches  Ereignis  aus 
jüngster  Vergangenheit  deutlich  genug  dartut. 

Die  Umwanderung  des  Bezirkes,  innerhalb  dessen  sich  die 
subterrane  Glut  den  Weg  zum  Tageslichte  gebahnt  hat,  nimmt 
ungefähr  eine  starke  halbe  Stunde  in  Anspruch.  Und  man 
wird  es,  mag  auch  der  Pfad,  den  man  wandeln  muß,  kein 
allzu  bequemer  sein,  sicherlich  nicht  bereuen,  die  einzelnen 
genau  markierten  Punkte  näher  zu  betrachten,  denn  dieser 
Anblick  ist  ein  im  hohen  Grade  belohnender.  Die  Über- 
einstimmung des  ganzen  Bildes  mit  dem,  welches  ge- 
wisse vulkanische  Exhalationsstätten  gewähren,  ist 
eine  so  große,  daß  man  unwillkürlich  milder  über 
den  Irrtum  denken  lernt,  welcher  Erdbrände  und 
vulkanische  Erscheinungen  konfundieren  wollte.  Ins- 
besondere fühlt  man  sich  erinnert  an  eine  in  jeder  Beziehung 
klassisch  zu  nennende,  vielleicht  schon  in  den  homerischen 
Gesängen  namhaft  gemachte  Gegend  des  Vesuv-Territoriums, 
an  die  Solfatara  von  Pozzuoli.^)  Das  gewaltige  Kraterbecken, 

^)  Nachrichten  über  die  Solfatara  enthält  so  jedes  geologische  Lehr- 
buch, wie  auch  jeder  ReisefQhrer  von  Unteritalien.  Unter  dem  wissen- 
schaftlichen Gesichtspunkte  scheint  sich  ihrer  zuerst  A.  D.  Fougeroux 
deBoudaroy  angenommen  zu  haben  (Sur  la  solfatara,  M^m.  de  TAcad. 
de  Paris,  1766,  S.  389  ff.).    Er  war  geneigt,  das  von  ihm  gekennzeichnete 
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das  allerdings  seit  dem  VII.  nachchristlichen  Jahrhundert  yon 
Ausbrüchen  verschont  geblieben  ist,  stellt  sich  dar  als  eine 
weißlich-graue,  von  Rissen  und  Spalten  durchzogene  Flächef 
auf  der  da  und  dort  stark  riechende  Dämpfe  aufsteigen;  zum 
Teile  entstammen  dieselben  bloßFumarolen,  die  sonach  haupt- 
sächlich nur  Wasserdampf  liefern;  zum  Teile  hingegen  hat 
man  es,  wie  schon  der  Name  besagt,  mit  echten  Solfataren 
zu  tun,  deren  Sublimationsprodukt  schon  in  der  Römerzeit 
gesammelt  und   technisch   verwertet   wurde.*)     Die   innerhalb 


Objekt  direkt  zu  den  Erdbränden  in  Beziehung  zu  setzen,  indem  er  einer 
brennenden  Steinkoblenmine  bei  St.  Etienne  (Daupbine)  Erwähnung  tat, 
die  bereits  im  XIV.  Jahrhundert  in  dieser  ihrer  Eigenschaft  in  den 
Chroniken  vorkomme.  Eine  deutsche  Bearbeitung  seiner  Abhandlung 
ist  später  veröffentlicht  worden  (Mineralogische  Belustigungen,  5.  Teil, 
Leipzig  1770,  S.  330  ff.).  Schwarzer  Dampf,  erfahren  wir,  kündige  schon 
von  weitem  den  Sitz  der  aufsteigenden  Gase  an,  und  verglaste  Steine 
bedeckten  ringsum  die  Mündung.  Zufällige  Entzündung  durch  Soldaten 
sei  als  Veranlassung  des  Brandes  anzusehen.  Mit  der  Witterung  soll  die 
Intensität  des  Gasausbruches  wechseln,  was  wohl  glaubhaft  ist. 

^)  Plinius  (Historia  Naturalis,  lib.  XXXV,  cap.  50)  gibt  Mitteilungen 
über  das  Vorkommen  des  Schwefels,  und  da  heiM  es  u.  a.:  ,In  Italia 
quoque  invenitur,  in  Neapolitano  Campanoque  agro,  collibus  qoi  vocantur 
Leucogaei.  Ibi  e  cuniculis  effossum  perficitur  igne.*  Diese  .leukog&i- 
sehen  Hügel*  bilden  eben  den  hier  in  Betracht  kommenden  Beatandteil 
der  Phlegräischen  Felder.  Zu  zitieren  wäre  auch  das  einst  viel  gelesene 
Werk  J.  J.  Ferbers  (Briefe  aus  Wälschland  über  natürliche  Merk- 
würdigkeiten dieses  Landes  an  J.  v.  Born,  Prag  1773,  S.  187  ff).  Wegen 
geschichtlicher  Nachweisungen  ist  schätzbar  S.  Breislaks  Werk  (Lehr- 
buch der  Geologie,  deutsch  von  F.  K.  v.  Strombeck,  S.Band,  Braun- 
schweig 1821,  S.  473  ff.).  Genannt  wird  die  ,ZoIfatara*,  wie  sich  Ferber 
ausdrückt,  bei  Strabo,  der  von  ^H(palatov  ayogd*^  spricht,  bei  Lucilius 
(„Aetna")  und  bei  dem  als  Romanschriftsteller  geschätzten  Petronius 
Arbiter  („De  mutatione  rei  publicae  Romanae*).  Neuere  Literatur  über 
diese  merkwürdige  Erdstelle  sei  noch  kurz  angegeben:  G.  W.  Fuchs, 
Notizen  aus  dem  vulkanischen  Gebiete  Italiens,  N.  Jahrb.  f.  Miner.,  Geol. 
u.  Palaeont .,  1 865,  S.  87  ff.;  Ste.  Claire-Däville,  Sur  les  emanations 
volcaniques  des  Champs  Phlegr^ens,  Compt.  Rend.  de  TAcad.  d.  8c^ 
1865,  S.  760  ff.;  Fouqu^,  Sur  les  ph^nomönes  ^ruptifs  de  Tltalie  Meri- 
dionale,  ebenda,  1865,  S.  734  ff.;  Palmieri,  Osservazioni  simultanee  sul 
dinamismo  del  cratere  vesuviano  e   della   fiimarola  della  Solfatara  di 
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der  flachen  Einrenkung  vereinzelt  anzutreffenden  Bäume  sind 
abgestorben  und  mit  weißem  Mineralstaube  bedeckt.  Selbst- 
verständlich ist  der  Hergang,  der  die  Abhänge  des  brennenden 
Berges  bei  Häring  im  Laufe  der  Zeiten  metamorphisch  be- 
troffen hat,  ein  von  dem,  was  sich  auf  der  neapolitanischen 
Solfatara  begab  und  noch  immer  begibt,  grundverschiedener, 
aber  die  Wirkungen  bekunden  die  größte  Ähnlichkeit.  In 
einem  nicht  ganz  kleinen  Umkreise  um  die  rauchenden  Schlünde 
gibt  es  nur  verdorrte  Vegetation,  blätterlose  Baumruinen;  die 
Benzol  dämpfe,  welche  zum  Himmel  steigen,  haben  einen 
den  Schwefeldämpfen  durchaus  gleichartigen  Effekt  hervor- 
gebracht. Das  Kalkgestein  hat  gleichfalls  Veränderungen 
seines  QefQges  erlitten  und  ist  gelegentlich  in  eine  porzellan- 
artige Masse  verwandelt  worden.  Hätte  Werner,  als  er  seine 
oben  gewürdigte  Theorie  der  vulkanischen  Erscheinungen  auf- 
stellte, Gelegenheit  gehabt,  einen  Vergleich  zwischen  der  dem 
Vesuv  räumlich  und  dem  Wesen  nach  nahestehenden  Solfatara 
und  dem  Erdbrande  von  Häring  ziehen  zu  können,  so  hätte  er 
gewiß  seine  Auffassung  bestätigt  gefunden.  Und  ganz  ohne 
solch  autoptische  Kenntnis  war  er,  dessen  empirisches  Material 
ja  leider  nur  auf  einem  sehr  enge  begrenzten  ßaume  gesammelt 
war,^)  immerhin  nicht,  denn  die  Erdbrandstellen  nächst  Karls- 
bad hatte  er  gesehen  und  auch  seine  Schüler  auf  sie  hinge- 
wiesen.*)    Auf  alle  Fälle   darf  man   nicht  in  Abrede   stellen, 

Pozzuoli,  Rendic.  della  Accad.  di  Napoli,  Cl.  fis.-mat.,  1890,  S.  206  ff.  ; 
B.  T.  Günther,  £arth  Movements  in  the  Bay  of  Naples,  Geogr.  Journal, 
1903,  S.  121  flF.,  S.  269  ff.;  Deecke,  Geologischer  Führer  durch  Campanien, 
Berlin  1901,  S.  30  ff.;  De  Lorenzo,  The  History  of  Volcanic  Action  in 
the  Phlegraean  Fields,  Journal  of  the  Geol.  Soc,  1904,  S.  29J>ff.;  Mer- 
calli,  SuUo  stato  attuale  della  Solfatara  di  Pozzuoli,  Neapel  1907; 
H.  Haas,  Über  die  Solfetara  von  Pozzuoli,  N.  Jahrb.  f.  Miner.,  Geol.  u. 
Palaeont.,  1907,  II,  S.  65  ff.  Letztere  Abhandlung  orientiert  vorzüglich 
über  die  Entwicklungsstadien  der  Forschung. 

*)  Hierüber  äußert  sich  K.  A.  v.  Zittel  (Geschichte  der  Geologie 
und  Paläontologie,  München  1899,  S.  90),  wie  folgt:  »Leider  stützte 
Werner  seine  Ideen  über  Zusammensetzung,  Aufbau  und  Entstehung 
der  Erde  auf  ein  winziges  Gebiet.* 

*)  Das  beweist  eine  Jugendarbeit  L.  v.  Buchs  (Beitrag  zur  minera- 
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daß  eine  Durcheinanderbringung  von  vulkanischen  und 
pseudovulkanischen  Vorkommnissen  —  letzterer  Name 
rührt  von  Werner  selbst  her  —  in  einer  um  hundertund- 
zwanzig Jahre  zurückliegenden  Zeit  sehr  verzeihlich  war.  Dies 
wird  noch  einleuchtender,  wenn  wir  bei  der  sich  jetzt  an- 
reihenden Übersicht  der  Tatsache  inne  werden,  daß  selbst  noch 
viel  später  eine  scharfe  Unterscheidung  zwischen  beiden  Phä- 
nomengruppen mit  beträchtlichen  Schwierigkeiten  verknüpft  war. 

III.  Überblick  über  die  pseudovulkanisohen  Erdbrände. 

Ein  vollständig  erschöpfender  Überblick  wird  nicht  leicht 
gegeben  werden  können,  weil  das  betreffende  Material  zu  sehr 
zerstreut,  vielfach  geradezu  unzugänglich  ist.*)  Natürlich  mu£ 
auch  mit  einer  gewissen  Vorsicht  zu  Werke  gegangen  werden, 
damit  nicht  andere  Dinge,  die  ja  auch  bei  der  Erörterung  der 
pseudovulkanischen  Erscheinungen  herangezogen  werden  können, 
eine  Trübung  des  Erscheinungsbildes  herbeiführen.  So  sind 
die  Gas-  und  Schlammvulkane,  die  immerhin  nicht  selten 
als  Residuen  wahrhaft  vulkanischer  Vorgänge  aufgefaßt  werden 
müssen,  von  vornherein  auszuschließen,  worauf  hier  namentlich 
deshalb  ein  gewisser  Nachdruck  gelegt  werden  soll,  weil  äußer- 
lich mitunter  eine  unverkennbare  Analogie  mit  den  Erdbranden 
zu  bemerken  ist.  Die  Fälle,  in  denen  Flämmchen  aus  dem 
Boden  zucken  und  einen  matten  Lichtschein  verbreiten,  sind 
nicht  ganz  selten;^)  gewöhnlich  hat  man  es  dann  aber  mit 
ausströmenden  Gasen  zu  tun,  welche  sich  irgendwie  ent- 
zündet haben,  und  brennende  Schichten  kommen  dabei  nicht 
in  Frage.     !Nicht  recht  geklärt  sind  die  Verhältnisse  bei  dem 


logischen   Beschreibung  der  Umgegend   von  Karlsbad,  Bex^gm&nnisches 
Journal,  2.  Band,  1792). 

1)  Einen  ersten  Versuch  solcher  Zusammenstellung  gab  Muncke 
(Gehlers  Physikalisches  Wörterbuch,  9.  Band,  dritte  Abteilung,  Leipzig 
1840,  S.  2339  ff.).  Die  Liste  ist  vornehmlich  nach  K.  G.  v.  Leonhards 
«Naturgeschichte  der  Vulkane*  (Heidelberg  1818)  gearbeitet. 

2)  Im  Geh  1er sehen  Wörterbuche  sind  (S.  2331  ff.)  acht  derartige 
Fälle  von  den  verschiedensten  Teilen  der  Erdoberflache  angefahrt. 
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sogenannten  brennenden  Hügel  im  Baschkirenlande,^) 
dessen  Glühen  drei  Jahre  lang  beobachtet  ward,  ohne  isJk  sich 
die  geringsten  Spuren  eines  gewaltsamen  Beaktionsaktes  gezeigt 
hätten;  hier  wird  man  wohl  mit  Breislak  an  einen  Erdbrand 
denken  dürfen.  Auch  der  Berg  Moschylos  auf  Lemnos, 
über  dessen  Eigentümlichkeit  als  « Naturofen*  uns  Partsch^) 
einen  ausführlichen  Bericht  erstattete,  wird  in  diese  Kategorie 
zu  versetzen  sein.  Als  noch  unentschieden  haben  wir  wohl 
auch  die  Frage  der  zentralasiatischen  Vulkane  zu  be- 
trachten, für  deren  Realität  sich  F.  v.  Bichthofen^)  aus- 
sprach, wogegen  die  russischen  Geologen,  hauptsächlich  ver- 
treten  durch  V.  Middendorff,*)  Einsprache  erhoben.    Ihnen 

^)  Die  erste  Mitteilung  über  den  angeblich  durch  Blitzschlag  ent- 
standenen Brand  gab  Pallas  (Bemerknngen  auf  einer  Reise  in  den  süd- 
lichen Statthalterschaften  des  Rassischen  Reiches,  2.  Band,  Leipzig  1799, 
S.  54). 

^)  J.  Partsch,  Geologie  und  Mythologie  in  Kleinasien,  Breslau 
1 888 ;  C.  Neumann -Bartsch,  Physikalische  Geographie  von  Griechen- 
land, Breslau  1885,  S.  314  ff.  Auch  aus  Lykien  («Chimaera*)  ist  ein  solches 
Phänomen  bekannt.  Unser  obiger  Ausdruck  ist  1634  von  Galileis  Freund, 
dem  Principe  Cesi,  geschaffen  worden  (F.  Keller,  Frammenti  concementi 
la  geofisica  dei  pressi  di  Roma,  Rom  1896,  S.  2).  Der  Fürst  gab  bekannt, 
daß  er  in  Latium  eine  ganze  Anzahl  von  ,fomaci  accese  dalla  natura"  kenne. 

3)  V.  Richthofen,  China,  1.  Band,  Leipzig  1877,  S.  216  ff. 

*)  A.  V.  Middendorff,  Über  den  Vulkanismus  in  Zentralasien,  Aus- 
land, 1879,  S.  634  ff.  Bei  einem  anderen  gpründlichen  Kenner  Zentral- 
asiens, bei  A.  Regel  (Meine  Expedition  nach  Tarfan,  Petermanns 
Geogr.  Mitteil.,  1881,  S.  884),  können  wir  die  durchgängige  Überein- 
stimmung mit  V.  Middendorff  wahrnehmen;  der  Bai-schan,  von  dem 
allerdings  Soda  und  Salmiak  nach  der  chinesischen  Grenzstadt  Kuldscha 
zum  Verkaufe  gebracht  würden,  sei  nichts  als  ein  brennendes  Kohlen- 
lager. Und  in  der  nämlichen  Zeitschrift  (Geogr.  Monatsbericht,  1882, 
S.  66)  ist  zu  lesen,  daß  eine  eigens  zur  Untersuchung  dieses  Berges  -ent- 
sandte russische  Expedition  dessen  durchaus  unvulkanische  Natur  fest- 
gestellt habe,  obwohl  Rauch  und  schwefelhaltige  Gase  den  Spalten  mit 
Getöse  entströmen.  Gleiches  gelte  für  den  benachbarten  vermeintlichen 
Vulkan  Kysil-tag.  S.  auch  Peschel-Leipoldt,  Physische  Erdkunde, 
1.  Band,  Leipzig  1884,  S.  225;  dort  wird  auch  A.  v.  Humboldts  Be- 
fürwortung eines  aktiven  Vulkanismus  in  Hochasien  (Zentralasien,  deutsch 
von  Mahlmann,  I.Band,  Berlin  1884,  S.  881  ff.)  widerlegt. 
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zufolge  seien  Salmiak  und  Schwefel,  wie  sie  allerdings  mehrfach 
angetroffen  werden,  nicht  einer  Solfataren Wirkung  zuzuschreiben, 
sondern  ein  Sublimationsprodukt  glimmender  Eohlenfelder.  Da 
überhaupt  über  die  asiatischen  Örtlichkeiten,  von  denen  die 
obenbezeichnete  Quelle  berichtet,  nicht  leicht  bestimmtere 
Tatsachen  zur  Zeit  beizubringen  sind,  so  wird  es  genügen,  zu 
konstatieren,  daß  sich  verdächtige  Stellen  „am  Flusse  Juijusen 
im  üfaischen,  im  Schiefer  am  Flusse  Tom,  in  Tschumüsch  un- 
weit Tomsk  und  in  der  Nähe  des  Flusses  Sswägä"  befinden 
sollen. 

Ein  sehr  bekanntes,  wiederholt  besprochenes  Erdbrand- 
gebiet ist  dasjenige  von  Zwickau- Planitz.*)  Hier  wütet 
das  unterirdische  Feuer  seit  Jahrhunderten,  denn  es  wird 
seiner  schon  gedacht  von  dem  uns  bekannten  Bergbaukundigen 
Agricola  (s.  u.)  und  von  dem  Bergwerkshistoriker  Albinus.*) 
Im  sogenannten  „Bockwaer  Revier"  sei  ein  Kohlenlager  im 
XV.  Jahrhundert  in  Brand  geraten,  aber  erheblich  verschlimmert 
habe  sich  die  Sache  erst  1641,  als  die  Kaiserlichen,  die  das 
von  ihnen  belagerte  Zwickau  nicht  zu  erobern  vermochten, 
absichtlich  Feuer  an  die  Gruben  gelegt  hätten.  Um  die  Zeit, 
als  V.  Gutbier  schrieb,  stand  ein  Raum  in  Brand,  dem  ein  Kubik- 
inhalt von  (400 -200 -90=)  7200000  Raumellen  (1  sächsische 
Elle  =  0,6856  m)  zugeschrieben  wurde.  Durch  den  aus  Spalten 
dringenden  Rauch  und  sehr   erhöhte  Bodentemperatur  verriet 


^)  Die  Schriftsteller,  welche  sich  mit  diesem  Gebiete  befassen, 
schöpfen  durchweg  aus  einem  älteren  Buche  (C.  F.  Koch,  Zuverlässige 
Nachrichten  von  dem  unterirdischen  Feuer  der  Steinkohlengebii^ge  in 
Planitz,  nebst  den  Mitteln,  welche  zu  dessen  Dämpfung  in  vorigen  und 
neuerlichen  Zeiten  angewendet  worden  sind,  Leipzig-Zwickau  1768).  Was 
dort  ausführlich  behandelt  wird,  ist  gedrängter  zu  finden  bei  J.  F.  A. 
Charpentier  (Mineralogische  Geographie  der  Chursächsischen  Lande, 
Leipzig  1778,  iS.  303  ff.)  und  bei  A.  v.  Gutbier  (Geognostische  Beschrei- 
bung des  Zwickauer  Schwarzkohlengebietes  und  seiner  Umgebung,  Zwickau 
1834,  S.  116  ff.). 

2)  G.  Agricola,  De  ortu  et  causis  subterraneorum,  Basel  1646, 
S.  162;  P.  Albinus,  Meißnische  Land-  und  Bergchronik,  Wittenberg  1680. 
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sich,  was  in  yerhältnismäßig  namhafter  Tiefe  vorging.^)  Gegen- 
wärtig scheint  sich  der  Brennstoff  vollständig  verzehrt  zu  haben. 

Wesentlich  dem  XVIII.  Jahrhundert  gehört  ein  Vorkommnis 
dieser  Art  an,  welches  ein  Kohlenbergwerk  in  großen  Nachteil 
versetzte.  Die  Ursache  dafQr,  daß  die  Steinkohlenflöze  von 
Duttweiler  im  Saarrevier  teilweise  zerstört  wurden,  war 
nach  HabeP)  in  der  Unvorsichtigkeit  eines  Hirten  zu  suchen; 
geradeso,  wie  dies  oben  von  der  Entstehung  eines  oberfläch- 
lichen Erdbrandes  in  Esthland  erzählt  worden  ist.  Ein  ins 
Schwelen  geratener  Baumstamm,  dessen  Wurzelwerk  mit  den 
Kohlenlagern  sich  berührte,  übertrug  auf  diese  seine  hohe 
Temperatur,  und  allmählich  brannte  eine  ausgedehnte  Strecke. 
Alle  Bemühungen,  durch  Einpumpen  von  Wasser  die  Löschung 
zu  ermöglichen,  waren  erfolglos.  Doch  begann  dem  Feuer 
die  Nahrung  zu  fehlen,  als  die  der  Zerstörung  leichter  zu- 
gänglichen ,  Bühnenkohlen  **  vernichtet  waren,  denn  die  der- 
beren Eohlenmassen  waren  überhaupt  nicht  angegriffen  worden. 

Sehr  zuverlässige  Notizen  über  ein  großes  und  zählebiges 
Brandereignis  im  Niederrheinischen  Gebirgslande  sind 
uns  von  einem  dortselbst  tätigen  Bergwerksbeamten  übermittelt 
worden.^)     Derselbe  läßt  sich  dahin  vernehmen,   daß  er  selbst 


^)  Die  Bodenwärme  gestattete  die  Anlegung  von  Treibhäusern,  die 
keiner  Öfen  bedurften,  freilieb  aber  nach  und  nach,  wenn  die  Hitze 
nachließ,  versagen  mußten  (Deutsche  Rundschau  für  Geographie  und 
Statistik,  6.  Band,  S.  181).  Seit  1852  scheint  endgültig  der  —  gar  nicht 
weiter  bekämpfte  —  Brand  erloschen  zu  sein. 

*)  Habel,  Von  der  Nassauischen  Mineralgeschichte  und  dem  bren- 
nenden Berg  bei  Duttweiler,  Schriften  d.  Gesellsch.  Naturforschender 
Freunde  zu  Berlin,  1.  Band,  1780.  Einen  vollkommen  ausreichenden 
Auszug  findet  man  in  dem  von  Lichtenberg  herausgegebenen  «Magazin 
f.  d.  Neueste  a.  d.  Physik  u.  Naturgeschichte*  (1781,  S.  127  ff.).  Eine 
Beschreibung,  der  auch  eine  Abbildung  beigegeben  ist,  haben  wir  auch 
von  K.  C.  V.  Leonhard  (Geologie  oder  Naturgeschichte  der  Erde, 
2.  Band,  Stuttgart  1838,  S.  431  ff.),  der  gegen  Werner  die  These  auf- 
stellt:  ,Im  Steinkohlen-Gebirge  können  Vulkane  ihren  Sitz  nicht  haben". 

•)  Stifft,  Über  die  Entzündung  der  Braunkohlen-Flöze  auf  dem 
Westerwalde,  Mineralogisches  Taschenbuch  (v.  Leonhard s)  für  das  Jahr 
1828,  S.  476  ff. 
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mit  der  Leitung  eines  Bergwerkes  nahe  bei  dem  Dorfe  Stock- 
hausen betraut  gewesen  sei,  das  seit  1750  ausgebeutet  wurde, 
dessen  Verwaltung  aber  viel  zu  wünschen  übrig  lieSk.  Man 
sorgte  nicht  dafür,  den  Zutritt  der  Luft  zu  den  abgebauten 
Schichten  zu  verhindern,  und  so  konstatierte  man  seit  1820, 
daß  ein  , warmer  Ort*  vorhanden  sei,  der  sich  als  die  Tages- 
wirkung des  in  geringer  Tiefe  glimmenden  Brandes  offenbarte. 
Dem  Verfasser  des  in  Rede  stehenden  Aufsatzes  gelang  es,  die 
Verbreitung  zu  hemmen,  aber  als  er  versetzt  worden  war,  rifi 
die  frühere  Leichtfertigkeit  im  Betriebe  wieder  ein,  und  bei 
seiner  Zurückkunft  fand  er  die  Zustände  verschlimmert  vor. 
Die  Kohle  hatte  eine  sehr  energische  Metamorphosierung 
erfahren;  da,  wo  früher  die  Holztextur  noch  erkennbar  ge- 
wesen, war  sie  jetzt  ganz  und  gar  verschwunden.  Das  deutsche 
Mittelgebirge  ist  auch  sonst  von  Erdbränden  wiederholt  heim- 
gesucht worden;  erinnert  sei  nur  z.  B.  an  den  hessischen 
Habichts wald.  Auch  Boehmen  (S.  134)  hat  nach  Reuß') 
noch  in  neuerer  Zeit  Erdbrände  zu  verzeichnen  gehabt. 

Die  Erscheinung,  welcher  die  vorstehenden  Seiten  ge- 
widmet waren,  verdient  unter  allen  Umständen  im  Systeme 
der  physikalischen  Erdkunde  einen  festen  Platz  angewiesen  zu 
erhalten,  worauf  bei  früherer  Gelegenheit  schon  hingedeutet 
worden  ist.*)  Natürlich  muß  auch  das  Wort  Erdbrand  dabei, 
was  nicht  immer  geschehen,^)  in  einem  klaren,  Schwankungen 

')  F.  A.  Reu 88,  Lehrbuch  der  Mineralogie  nach  Karstens  Tabellen. 
3.  Band,  Leipzig  1805,  S.  486. 

2)  Günther,  Handbuch  der  Geophysik,  1.  Band,  Stuttgart  1897, 
S.  378.  Penck  (Morphologie  der  Erdoberflache,  2.  Teil,  Stuttgart  1894, 
S.  282)  gedenkt  der  Erdbrände  nur  unter  dem  morphologisch  allerdings 
zunächst  hervortretenden  Gesichtspunkte,  daß  »Fingen"  (Einsturztrichter 
in  alten  Bergbauen)  sich  nicht  ganz  selten  über  brennenden  Flözen, 
deren  Hitze  Wirkung  den  Einsturz  vorbereitete,  gebildet  haben. 

^)  So  bedient  sich  des  Wortes  in  viel  weiterem  Sinne  der  gro&e 
Physiker  A.  Volta  (Sopra  i  Fuochi  de'  Terreni  e  delle  Fontane  ardenti 
in  generale,  e  sopra  quelli  di  Pietra-Mala  in  particolare,  Memorie  di 
Matematica  e  Fisica  Offerte  dalla  Societä.  Italiana,  2.  Band,  2.  Abteilang, 
1784,  S.  000  ff.).     Das   Aufsteigen   von   Flammen  aus   vier  öffiiungen  in 
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nicht  ausgesetzten  Sinne  gebraucht  werden.  Abgesehen  davon, 
daß  auch  die  Frage  der  Verursachung  dieser  unterirdischen 
Ereignisse  für  jeden  Fall  eine  besondere  Erklärung  erheischt, 
ist  vor  allem  auf  die  wenn  auch  nur  in  Außendingen  sich 
geltende  Ähnlichkeit  im  Verhalten  der  acht-  und  der 
unächt-vulkanischen  Regionen  ein  besonderes  Augenmerk  zu 
richten.  Daß  dann  auch  die  Doktrin  einer  vergangenen  Zeit, 
welche  in  den  Erdbränden  nichts  prinzipiell  anderes  als  in 
den  Vulkanen  selber  anerkannt  wissen  wollte,  einer  gerechteren 
Beurteilung  teilhaftig  werden  kann,  sei  nochmals  im  Einklänge 
mit  dem  ausgesprochen,  was  weiter  oben  über  die  Werners  che 
Vulkanhypothese^)  bemerkt  wurde.  Nicht  in  Deutschland 
oder  überhaupt  in  Mitteleuropa,  sondern  nur  in  einem  Lande, 
dem  aktiver  Vulkanismus  seinen  Stempel  aufgedrückt  hat, 
konnte  die  Überwindung  jener  Hypothese  erreicht  werden. 

der  Gemarkung  von  Pietra  mala  (nächst  dem  antiken  Velieja)  weist 
nicht  auf  einen  Erdbrand,  wie  wir  ihn  definieren,  sondern  wahrscheinlich 
auf  einen  chemischen  Prozeß  in  den  ohersten  Erdschichten  hin;  Yolta 
selbst  nimmt  Bezug  auf  seine  bekannte  Monographie  der  Sumpfgase 
(Suir  aria  infiammabile  nativa  delle  paludi,  Mailand  1777),  läßt  indessen 
auch  Petroleum  oder  Bitumen  als  mögliche  Ursachen  zu.  Auch  W.  v. 
Gümbels  Erdfeuer  (Geol.  v.  Bayern,  I.Band,  Kassel  1888,  S.  355) 
deckt  sich  nicht  völlig  mit  dem,  was  Erdbrand  hier  bedeutet. 

^)  Erwähnt  sei  noch,  daß  schon  Werners  Vorgänger  Agricola 
sich  die  Beschaffenheit  des  Vulkanismus  in  einer  nicht  sehr  abweichenden 
Weise  zurechtlegte,  indem  er  die  Einwirkung  einströmenden  Tagewassera 
anf  erhitztes  Bitumen  als  maßgebend  hinstellte.  Vgl.  G.  A.  Agricolas 
aus  Glauchau  Mineralogische  Schriften,  deutsch  von  E.  Lehmann,  I.Teil, 
Freiberg  i.  S.  1806,  S.  160  ff.  Bituminösen  Materien  teilte  er  eine  weite 
Verbreitung  in  der  Erdrinde  zu. 
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öffentliche  Sitzung 

zu  Ehren  Seiner  Königlichen  Hoheit  des 
Prinz-Regenten 

am   14.  November  1908. 


Der  Präsident  der  Akademie,  Herr  K.  Th.  y.  Heigel, 
eröfifhete  die  Festsitzung  mit  folgender  Ansprache: 

Hochgeehrte  Festversammlung!  Ein  Greis,  der  trotz  der 
Last  seiner  Jahre  noch  treu  und  tapfer  seiner  Beruispflicht 
nachkommt,  ist  auch  im  Arbeiterkittel  ehrwürdig.  Wie  viel 
rührender  und  erhebender  aber  mutet  es  an,  wenn  ein  Träger 
der  Krone,  wie  unser  allverehrter  Landesherr,  trotz  seiner 
siebenundachtzig  Jahre  noch  aufrecht  vor  uns  steht  mit  hellem 
Aug  und  festem  Willen,  ebenso  durch  Arbeitsamkeit  und 
Gewissenhaftigkeit  wie  durch  Mäßigung  und  Milde  für  alt  und 
jung  ein  leuchtendes  Vorbild.  Bereitwillig  sucht  er  den  be- 
rechtigten Forderungen  der  neuen  Zeit  gerecht  zu  werden. 
Aber  es  ist  nicht  alles  gut,  was  neu  ist!  Sturm  und  Drang 
zeugen  von  Lebenskraft,  doch  der  Sturm  darf  nicht  unsere 
tausendjährige  Kultur  bedrohen,  es  gibt  unantastbare  Güter, 
und  sie  sind  heute  gefahrlicher  denn  je  bedroht  durch  unge- 
stüme Feinde  des  Alten  und  unverbesserliche  Anhänger  des 
Veralteten.  Doch  wenn  wir  auf  unseren  Begenten  blicken, 
schwindet  die  Furcht  vor  der  schwarzen  Wolke.  Wenn  eine 
nicht  harte,  aber  feste  Hand  die  Zügel  führt,  wenn  ein  Fürst 
mit  redlichem  Willen  und  offenen  Augen,  schlicht  und  be- 
scheiden und  mit  feinem  Takt  und  doch  zielbewußt  das  Staats- 
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rüder  lenkt,  kann  der  Patriot  getrost  in  die  Zukunffc  blicken. 
Darum  vereinigen  sich  mit  den  Bayern  alle  guten  Deutschen 
zu  dem  Wunsche:  Möge  Prinz-Regent  Luitpold  in  seiner 
wunderbaren  Lebensfrische  und  Lebenskraft  noch  lange  seiner 
Familie  und  seinem  Volke  erhalten  bleiben! 

Wenn  sich  auch  unsere  Akademie  an  dem  unserem  Landes- 
herm  gewidmeten  Festtag  ehrerbietigst  und  herzlich  diesem 
Wunsche  anschließt,  erfüllt  sie  nur  eine  Dankespflicht.  Nimmt 
doch  der  würdige  Sohn  Ludwigs  I. ,  wie  sein  Vater,  bei  allem 
Kunstenthusiasmus  warmen  Anteil  auch  am  wissenschaftlichen 
Leben  und  am  Gedeihen  unserer  Körperschaft!  Ein  welt- 
erfahrener Mann,  schätzt  er  keine  Arbeit  gering,  doch  in  der 
Pflege  der  Wissenschaft  erblickt  er  eine  Pflicht  für  die  Gegenwart 
und  einen  Segen  für  die  Zukunft. 

Wohl  noch  in  keinem  früheren  Jahre  haben  sich  unsere 
Akademie  und  das  damit  verbundene  Generalkonservatorium 
der  wissenschaftlichen  Sammlungen  so  reicher  Beweise  der  Gunst 
der  K.  Staatsregierung  zu  erfreuen  gehabt  als  im  abgelaufenen, 
und  ebenso  haben  wir  den  beiden  hohen  Kammern  für  ver- 
ständnisvolle Erfüllung  mancher  im  Interesse  der  Wissenschaft 
schon  lange  gehegter  Wünsche  Dank  zu  zollen.  Vielleicht 
dürfen  wir  in  dieser  Freigebigkeit  auch  eine  Anerkennung  der 
Leistungen  der  beteiligten  Arbeiter  erblicken;  welch  glücklichen 
Fortschritt  unsere  wissenschaftlichen  Sammlungen  in  den  letzten 
fünfzig  Jahren  erzielt  haben,  können  wir  älteren  Münchner 
am  besten  beurteilen,  die  wir  die  Panoptikumsherrlichkeit  des 
alten  anatomischen  Theaters  und  der  „Vereinigten  Sammlungen '^ 
noch  in  Erinnerung  haben. 

Für  den  Bedarf  der  Akademie  selbst  sowie  für  den  Haus- 
halt fast  sämtlicher  historischen  und  naturwissenschaftlichen 
Sammlungen  sind  namhaftere  Mittel  bewilligt  worden.  Dadurch 
wird  ermöglicht,  nach  Anstellung  eines  zahlreicheren  Aufsichis- 
personals  für  Vermehrung  der  Besuchszeiten  Sorge  zu  tragen, 
damit  die  Sammlungen,  ihrer  eigentlichen  Bestimmung  entspre- 
chend, fruchtbringende  Schulen  für  die  Allgemeinheit  werden. 
Auch   für  zweckmäßige  bauliche  Veränderungen  und  sonstige 
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Vorkehrungen  zu  bestmöglicher  Sicherung  unserer  Schätze 
gegen  Feuersgefahr  wurden  große  Summen  verausgabt. 

Eine  besonders  stattliche  Zuwendung  empfing  die  zoo- 
logische Sammlung  zur  Anschaffung  von  Büchern,  Kästen  und 
Instrumenten  sowie  zur  Besoldung  wissenschaftlicher  Hilfe- 
kräfte. Die  Sammlung  wird  sich  demnächst  einer  ganzen  Flucht 
neuer,  zweckdienlich  eingerichteter  Räume  im  Nordtrakt  des 
Wilhelminums  erfreuen,  so  daß  wenigstens  noch  auf  einige  Zeit 
das  Verlangen  nach  einem  den  Anforderungen  der  modernen 
Museumstechnik  entsprechenden  Neubau  zurückgestellt  werden 
kann.  Dazu  wird  freilich  auch  nötig  sein,  das  Prinzip  der 
Trennung  einer  übersichtlich  aufgestellten  Scfaausammlung  von 
den  übrigen  nur  magazinierten  und  nur  für  Forschungszwecke 
zugänglichen  Beständen  noch  intensiver  durchzuführen. 

Die  zoologische  Sammlung  genießt  von  jeher  besondere 
Gunst  des  Publikums,  die  auch  in  der  Zuwendung  zahlreicher 
Geschenke  Ausdruck  findet.  Im  verflossenen  Jahre  hat  Herr 
Dr.  Erich  Zugmayer  aus  Wien  die  gesamte  Ausbeute  seiner 
letzten  Reise  in  Tibet  geschenkt;  sie  umfaßt  alle  Gruppen  der 
Fauna  jener  Gebiete,  in  denen  bisher  so  selten  gesammelt 
werden  konnte.  Von  Herrn  Hauptmann  v.  Valentin i  in 
Wilhelmshaven  erhielt  das  Museum  eine  wertvolle  Kollektion 
aus  China  und  Formosa.  Herr  Dr.  Bruegel  überwies  uns  alles, 
was  er  auf  einer  mit  den  Mitteln  eines  ungenannten  Gönners 
unternommenen  Expedition  nach  Bomeo  erbeutet  und  angekauft 
hatte;  die  Kollektion  hat  bei  einer  öffentlichen  Schaustellung 
im  Festsaale  der  Akademie  im  Dezember  vorigen  Jahres  allge- 
meinen Beifall  gefunden.  Wertvolle  Objekte  aus  der  Molukken- 
insel  Buru  wurden  von  Herrn  Privatdozent  Dr.  Denninger  in 
Freiburg  geschenkt,  Schädel  und  Felle  aus  Kamerun  von 
Herrn  Geometer  Wenninger  in  Nürnberg,  zahlreiche  niedere 
Meerestiere  aus  dem  Atlantischen  Ozean  und  dem  Karibischen 
Meer  von  Herrn  Reiclismarineassistent  Dr.  Besenbruch,  ein 
Prachtexemplar  einer  Riesen landschildkröte  von  den  Galapagos- 
inseln  von  Sir  Walter  Rothschild  in  London,  eine  größere 
Anzahl  Säugetiere  und  Reptilien,  Skelette  und  Felle  von  Herrn 
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Widnmann  in  Sumatra,  einem  der  treuesten  Freunde  unserer 
Sammlung. 

Infolge  der  Übersiedlung  des  mathematisch-physikalischen 
Instituts  in  den  Neubau  der  Universität  können  dem  Konservator 
der  geologisch-paläontologischen  Abteilung  ausreichende  Räume 
zur  Verfügung  gestellt  werden,  damit  er  die  von  ihm  geplante, 
große  geologische  Sammlung  ins  Leben  rufen  kann.  Mein 
hochverehrter  Aratsvorgänger  Karl  v.  Zittel  hat  mit  beschei- 
denen Mitteln  paläontologische  Schätze  erworben,  welche  wegen 
ihrer  Seltenheit,  Reichhaltigkeit  und  instruktiven  Ordnung  von 
den  Fachgelehrten  aus  aller  Herren  Länder  aufgesucht  und 
bewundert  werden.  Weniger  begünstigt  wurde  aber  die  geo- 
logische Sammlung.  Diese  Lücke  will  Professor  Rothpletz  aus- 
füllen. Es  soll  eine  allgemeine  geologische  Sammlung  erstehen, 
welche  in  Modellen,  Naturstü'cken  und  Photographien  alle 
geologischen  Vorgänge  vorführen,  die  Einwirkung  der  Atmo- 
sphäre auf  die  Gesteine  und  des  Wassers  auf  das  Festland,  die 
Gletscherbildung,  die  Wirkungen  des  Meerwassers,  ferner  die 
wichtigsten  chemischen  Vorgänge,  Bildung  der  Kohle,  der 
Korallenriffe  etc.,  die  vulkanischen  Erscheinungen  u.  a.  zur  Dar- 
stellung bringen  soll,  —  eine  überaus  erwünschte  und  notwen- 
dige Ergänzung  zu  den  Darbietungen  des  Deutschen  Museums. 

Durch  namhafte  Stiftungen  von  Gönnern,  die  nicht  genannt 
sein  wollen,  wurden  dem  K.  Münzkabinett  wertvolle  Neuerwer- 
bungen, die  sich  im  ganzen  wohl  auf  2000  Stück  belaufen, 
ermöglicht.  Die  Abteilung  der  Griechischen  Münzen  erhielt 
ungefähr  250  Nummern,  darunter  viele  Stücke  ersten  Ranges 
von  künstlerisch  vollendeter  Prägung,  einen  archaischen  Gold- 
stater  von  Kyzikos  mit  Greif,  eine  archaische  Tetradrachme 
von  Akanthus  mit  Stadtuamen  auf  der  Bildseite  etc.  In  die 
Gemmensammlung  kam  ein  Cameo  von  feinster  hellenistischer 
Arbeit,  ein  weibliches  Idealporträt  darstellend,  ein  Porträt 
Alexanders  des  Großen,  in  Rubin-Spinell  geschnitten,  gleich- 
zeitige hellenistische  Arbeit  etc.  Für  die  Abteilung  Renaissance- 
medaillen wurde  eine  Reihe  von  hervorragenden  Stücken  aus 
dem  Nachlaß  des  berühmten  Dresdener  Sammlers  Dr.  Erbstein 
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angekauft,  femer  zwei  wundervolle  Porträtmedaillen,  Nürnberger 
Renaissance  u.  s.  w.  Für  die  Abteilung  Moderne  Medaillen 
wurden  von  Münchener,  Berliner,  Pariser  etc.  Künstlern  vor- 
treffliche Arbeiten  erworben.  Der  mittelalterliche  Münzschatz 
erfuhr  Zuwachs  von  mehreren  hundert  Typen ;  es  seien  hervor- 
gehoben ein  in  Augsburg  erworbener  Fund  von  2200  Brakteaten, 
darunter  bisher  unbekannte  Typen  aus  der  Zeit  Heinrichs  VL 
und  Philipps  von  Schwaben.  Se.  Majestät  der  Deutsche  Kaiser, 
der  Senat  der  freien  Hansastadt  Bremen,  der  Bundesrat  der 
Schweizer  Eidgenossenschaft,  die  Herren  Professor  Dr.  Barlow, 
Eaufinann  Bürklin,  Professor  Dasio,  Bildhauer  Römer, 
Konsul  Wilmersdörffer,  Bankier  Dr.  Schneider  in  München, 
Hofrat  Martin  in  Diessen,  Graf  Faber-Gastell  in  Stein  bei 
Nürnberg  und  andere  Gönner  haben  dem  Münzkabinett  Ge- 
schenke zugewendet. 

Bei  so  erfreulichem  Anwachsen  des  Kabinetts  wird  es  sich 
über  kurz  oder  lang  als  Notwendigkeit  herausstellen,  aus  den 
Beständen  eine  eigene  Schausammlung  auszulesen,  welche  sich 
auf  künstlerisch  besonders  reizvolle  oder  geschichtlich  merk- 
würdige oder  durch  besondere  Seltenheit  ausgezeichnete  Stücke 
erstrecken  und  dem  Publikum  einen  Überblick  über  die  Gesamt- 
entwickelung des  Münzwesens  gewähren  soll. 

Mit  freudiger  Anerkennung  sei  endlich  noch  erwähnt, 
daß  Herr  Georg  Hitl,  früher  Inhaber  der  Firma  PöUath  in 
Schrobenhausen ,  dem  die  deutsche  Medaillenkunst  schon  so 
manche  Förderung  verdankt,  dem  K.  Bayer.  Münzkabinett  zum 
nämlichen  Zwecke  ein  ansehnliches  Kapital  gestiftet  hat. 

Von  berufenster  Seite  wurde  vor  kurzem  der  Freude  Aus- 
druck gegeben,  daß  im  abgelaufenen  Jahre  die  ethnographische 
Sammlung  „aus  ihrem  Dornröschenschlaf  geweckt  worden  ist*. 
Dem  neuen  Konservator  ist  zu  danken,  daß  schon  jetzt  von 
einem  Aufschwung  gesprochen  werden  kann.  Verschiedene 
bauliche  Maßnahmen  haben  eine  bessere  und  —  da  die  Leitung 
sich  die  bewährte  Hilfe  des  Herrn  v.  Berlepsch-Valendas 
zu  erbitten  wußte  —  auch  ästhetisch  wirksamere  Ausnutzung 
des  Treppenhauses  und  der  Verwaltungs-  und  Ausstellungssäle 
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erzielen  lassen.  Ein  großer  Teil  der  Sammlung  ist  trotz  der 
peinlichen  Beschränktheit  des  Raumes  übersichtlicher  und 
wirkungsvoller  aufgestellt  worden.  Das  Museum  ist  häufiger 
geöffnet  und,  was  den  Besuch  im  Winter  erst  ermöglichte,  mit 
Zentralheizung  versehen.  Zur  Belehrung  des  Publikums  ist 
durch  Erklärung  der  Objekte,  Beifügung  von  Karten  und 
Literaturhinweisen  Sorge  getragen. 

Auch  zur  Ergänzung  der  ethnographischen  Sammlungen 
bot  sich  willkommene  Gelegenheit.  Außer  Einzelobjekten,  die 
von  den  Herren  Konsul  Schüssel,  Bentier  Rieser,  Freiherm 
V.  Wendland  und  anderen  gespendet  wurden,  sei  vor  allem 
hervorgehoben  die  durch  eingehende  Besprechungen  in  der  Presse 
wohlbekannte  Sammlung  des  Herrn  Dr.  Bruegei,  Bronzestatuen, 
Silbergefaße,  Stoffe,  Holzschnitzereien,  insbesondere  prächtige 
Waffen  aus  Siam  und  Bomeo,  vieles  von  wirklich  musealer 
Bedeutung.  Von  den  Ankäufen  verdienen  Erwähnung  Qeräte  etc. 
der  malaischen  Inselwelt,  namentlich  der  alten  Kulturstätte 
Bali,  femer  Objekte  aus  Gebieten  primitiver  Kultur,  brasilia- 
nischer Indianerstämme  u.  a.,  femer  die  im  Tausch  bewerk- 
stelligte Transferierung  mexikanischer  Altertümer  von  Würzburg 
nach  München. 

Es  wird  gut  sein,  sich  vor  Augen  zu  halten,  daß  die 
Münchener  Sammlung  schon  in  verhältnismäßig  früher  Zeit, 
während  sich  gerade  die  Umwandlung  der  alten  Kuriositäten- 
kabinette in  wissenschaftliche  Museen  anbahnte,  wegen  ihres 
Besitzes  von  Produkten  der  selbständig  entwickelten  Kulturen 
Indiens  und  Ostasiens  einen  guten  Ruf  genoß.  Dazu  kam  im 
19.  Jahrhundert  die  wertvolle  Ausbeute  vieler  Forschungsreisen 
—  es  sei  nur  an  Spix  und  Martius,  Lamarrepiquot,  Scherzer, 
Schlagin tweit,  v.  Siebold  und  Max  Buchner  erinnert  —  dem 
Münchener  Institut  zugute;  fast  alle  Mitglieder  des  Königlichen 
Hauses,  allen  voran  Ludwig  I.  und  bis  auf  unsere  Tage 
Prinzessin  Therese  und  Prinz  Rupprecht  ließen  sich  aus  wissen- 
schaftlichem Interesse  die  Fördemng  der  Sammlung  angelegen 
sein.  Leider  standen  jedoch  nicht  so  reiche  Geldmittel  zu 
Gebote,  daß  München  in  der  Periode,  da  überall  staatliche  und 
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städtische  Museen  für  Völkerkunde  kräftig  emporstrebten,  seinen 
alten  Rang  behaupten  konnte.  Noch  aus  den  achtziger  Jahren 
stammen  Äußerungen  des  bekannten  Berliner  Ethnologen  Basidan, 
die  von  den  Münchener  Beständen  mit  an  Neid  grenzender 
Bewunderung  sprechen,  —  seitdem  hat  aber  Berlin  dank  dem 
Reichtum  seiner  finanziellen  Hilfsquellen  und  der  Einsicht  und 
Umsicht  seines  ausgezeichneten  Stabes  von  Fachgelehrten  Massen- 
erwerbungen gemacht,  die  nicht  nur  die  deutschen  Schwester- 
anstalten sondern  auch  die  großartigsten  ausländischen  Museen 
nahezu  vom  Wettbewerb  ausschließen. 

Sicherlich  haben  wir  die  Pflicht,  wenigstens  gleich  den 
mittleren  Sammlungen  in  Hamburg,  Leipzig,  Stuttgart,  Köln  etc., 
an  der  Mehrung  und  der  baulich  würdigen  Unterbringung  unserer 
Bestände  eifrigst  zu  arbeiten.  Das  ist  um  so  notwendiger,  da 
unser  ethnogi-aphisches  Museum  auch  das  Kunstgewerbe,  das 
in  München  über  kein  eigenes  Museum  verfügt,  und  das  für 
unsere  moderne  Richtung  als  Muster  und  Vorbild  dienende 
Gebiet  der  ostasiatischen  Kultur  besonders  zu  berücksichtigen 
hat.  Gerade  für  solche  Zwecke  darf  auch  offen  und  ohne 
Umschweife  neben  der  Staatshilfe  die  Opferwilligkeit  unserer 
Mitbürger  angerufen  werden.  Manches  ist  schon  geschehen,  — 
ich  erinnere  nur  an  die  aus  Privatspenden  angekauften  PeruaAa 
der  Gaffronschen  Sammlung,  die  sogar  neben  den  stupenden 
Massen  der  Sammlungen  Bäßler  und  Gretzer  im  Berliner 
Museum  in  Bezug  auf  komplette  Vertretung  aller  Stilarten  und 
durch  ihren  Reichtum  an  Naskagefiißen  sich  ehrenvoll  be- 
hauptet. Hoffentlich  dürfen  wir  von  einer  nahen  Zukunft  noch 
reichere  Unterstützungen  zum  Ausbau  des  ethnographischen 
Museums  erwarten. 

Einem  anderen  K.  Institut  ist  solche  Förderung  in  großem 
Stil  durch  nichtstaatliche  Hilfe  schon  im  abgelaufenen  Jahre 
zuteil  geworden.  Das  Antiquarium,  an  dem  bis  vor  kurzem 
eine  gewisse  Rückständigkeit  zu  beklagen  war,  kam  auf  solche 
Weise  in  Besitz  einer  großen  Sammlung  von  Kleinodien  antiker 
Kleinkunst,  die  einer  der  besten  Kenner,  Dr.  Paul  Arndt,  mit 
liebevollem  Eifer  zusammengebracht  hatte.   Die  neue  Erwerbung 
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wird  wie  von  einem  letzten  Sonnenstrahl  eines  scheidenden 
Tages  dadurch  verklärt,  da&  unser  dem  Vaterland  und  der 
Wissenschaft  zu  früh  entrissener  Furtwängler  nicht  bloß  den 
Ankauf  in  die  Wege  geleitet  sondern  auch  mit  feinstem  Ge- 
schmack und  Verständnis  die  Aufstellung  besorgt  hat.  Die 
Sammlung  umfaßt  auserlesene  griechische  Terrakotten,  die  im 
Antiquarium  bisher  fast  gänzlich  gefehlt  hatten;  alle  bekannten 
Fabriken  und  alle  Stilgattungen  sind  vertreten;  um  einzelne 
Prachtstücke  haben  uns  die  größten  Museen  der  Welt  zu  be- 
neiden. Auch  zahlreiche  altgriechische  und  altapulische  Vasen, 
feinziselierte  Goldschmucksachen  gehören  zum  Besten,  was  von 
Arbeiten  dieser  Art  aus  dem  Altertum  auf  uns  gekommen  ist. 

Nicht  minder  ansehnliche  Bereicherung  erfuhr  das  Anti- 
quarium durch  Zuwendungen,  die  ihm  der  Bayerische  Verein 
der  Kunstfreunde  in  Gestalt  von  Leihgaben  machte.  Schon 
wiederholt  hat  dieser  freundliche  Wohltäter,  wenn  ein  Ankauf 
aus  Etatsmitteln  nicht  zu  ermöglichen  war,  wertvolle  Stücke 
durch  rasches  Zugreifen  für  den  Staat  gerettet,  es  sei  nur  an 
den  goldenen  Gewandbesatz  aus  dem  5.  Jahrhundert  und  die 
Goldohrringe  aus  hellenistischer  Zeit  erinnert,  Kleinodien,  die 
sich  den  kostbarsten  Geschenken  Ludwigs  I.  ebenbürtig  an  die 
Seite  stellen  lassen.  Erst  vor  einigen  Wochen  hat  der  Verein 
der  Kunstfreunde  für  eine  sehr  hohe  Summe,  die  aber  trotzdem 
zum  Wert  des  Gegenstands  nicht  im  Verhältnis  steht,  einen 
prachtvollen  altionischen  Volutenkrater  aus  Bronze  erworben, 
der  nunmehr  den  edelsten  Schmuck  des  Antiquariums  bildet. 

Die  Sammlung  Arndt  mußte,  da  sie  im  überfüllten  Anti- 
quariimi  nicht  Platz  finden  konnte,  im  assyrischen  Saal  der 
Glyptothek  untergebracht  werden.  Die  Schaffung  würdiger 
Räume  für  das  Antiquarium  ist  eine  der  wichtigsten  Aufgaben 
des  Generalkonservatoriums  für  die  nächste  Zukunft.  Hinter 
dieser  Pflicht  müssen  andere  Bedürfnisse  vorerst  zurückstehen. 

Erst  in  der  Novembersitzung  1906  habe  ich,  auf  die 
Gutachten  der  Fachautoritäten  mich  stützend ,  dem  dringenden 
Wunsche  Ausdruck  gegeben,  es  möge  für  einen  unseres  Staates 
und    unserer  Hochschule    würdigen   neuen  botanischen  Garten 
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Sorge  getragen  werden.  Früher,  als  damals  selbst  Optimisten 
zu  hoffen  wagten,  wurde  diesem  Verlangen  Rechnung  getragen. 
Durch  die  Fürsorge  der  K.  Staatsregierung  und  das  freigebige 
Entgegenkommen  der  Volksvertretung  ist  die  Schöpfung  eines 
neuen  botanischen  Gartens  an  einem,  wie  man  annehmen  darf, 
günstigen  Platze  in  die  Wege  geleitet  worden  und  ich  kann 
nur  den  vor  zwei  Jahren  ausgesprochenen  Wunsch  wiederholen, 
es  möge  der  Genius  der  scientia  amabilis  zu  glücklichem 
Gelingen  des  großen  Werkes  seinen  Segen  geben. 

Die  Pflege  der  prähistorischen  Denkmäler  und  die  Leitung 
der  Ausgrabungen  in  Bayern  ist  mit  1.  November  1908  dem 
neugebildeten  K.  Generalkonservatorium  der  Kunstdenkmale 
und  Altertümer  Bayerns  übertragen  worden.  Das  K.  Staats- 
ministerium des  Innern  für  Kirchen-  und  Schulangelegenheiten 
hat  aus  diesem  Anlaß  der  bisherigen  akademischen  Kommission 
für  Erforschung  der  Urgeschichte  Bayerns  und  insbesondere 
deren  Vorsitzenden  Professor  Johannes  Ranke  für  die  in  den 
letzten  zwanzig  Jahren  mit  großer  Aufopferung  und  unter 
schwierigen  Verhältnissen  entwickelte  erfolgreiche  Tätigkeit  die 
vollste  Anerkennung  ausgesprochen. 

Es  liegt  mir  fem,  an  der  im  Sinne  unseres  verstorbenen 
Kollegen  Furt wän gier  durchgeführten  Neuordnung  Kritik  zu 
üben,  doch  möchte  ich  dem  bescheidenen  Wunsche  Ausdruck 
geben,  daß  auch  künftig  die  ebenso  wichtige  naturwissenschaft- 
liche Seite  der  prähistorischen  Forschungsarbeit  gebührende 
Berücksichtigung  finden  möge. 

Endlich  habe  ich  noch  besonderen  Dank  auszusprechen  für 
die  Erfüllung  der  im  vorigen  Jahre  von  mir  gestellten  Bitte 
um  Bewilligung  von  Mitteln  zur  Beteiligung  der  Akademie 
an  den  wissenschaftlichen  Arbeiten  des  deutschen  Kartells  und 
der  internationalen  Vereinigung  der  gelehrten  Körperschaften. 

Möge  aus  allen  diesen  in  vaterländischen  Boden  gesäten 
Keimen  goldene  Frucht  erblühen! 
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Dann  verkündigten  die  Klassensekretäre  die  Wahlen. 

Es  wurden  gewählt   und   von  Seiner  Königlichen  Hoheit 
dem  Prinz-Regenten  bestätigt 

in  der  mathematisch -physikalischen  Klasse 

als  außerordentliche  Mitglieder: 

Dr.  Arnold  Sommerfeld,  ©.Professor  für  theoretische  Physik 

an  der  Universität  München, 
Dr.  Siegfried  Mollier,   o.  Professor   der  Anatomie    an    der 

Universität  München; 

als  korrespondierende  Mitglieder: 

Sir  William  Ramsay,  Professor  der  Chemie  an  der  Universität 

London, 
George  William  Hill,  Professor  und  Astronom  in  West-Nyak 

bei  New- York, 
Sergius  Nawaschin,    Staatsrat,    Professor   der   Botanik   und 

Direktor  des  Botanischen  Gartens  in  Kiew. 

Darauf  hielt  das  ordentliche  Mitglied  der  historischen  Klasse, 
Herr  H.  Pbvtz,  die  besonders  im  Druck  erschienene  Festrede: 
Der  Anteil  der  geistlichen  Ritterorden   an  dem 
geistigen  Leben  ihrer  Zeit. 
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Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  5.  Dezember  1908. 

1.  Herr  L.  Burmesteb  sprach  über:  „Stereoskopisch 
beobachtete  Gestalttäuschungen.'^ 

Bei  einäugigen  Beobachtungen  körperlicher  Gebilde  werden 
Qestalttäuschungen  wahrgenommen,  die  dadurch  charakterisiert 
sind,  daß  Vertieftes  erhaben  und  Erhabenes  vertieft  erscheint 
Werden  zwei  gleiche  und  gleichgelegene  Gebilde,  z.  B.  zwei 
gleiche  aus  Karton  hergestellte  Hohlecken  eines  Würfels,  in 
gleicher  Lage  in  einem  Stereoskop  beobachtet,  und  ist  für 
jedes  einzelne  Auge  durch  stetes  Fixieren  des  Eckpunktes  der 
betreffenden  Hohlecke  die  entsprechende  konvexe  Trugwürfel- 
ecke erschienen;  dann  vereinen  sich  auch  diese  Trugwürfel- 
ecken stereoskopisch  merkwürdigerweise  zu  einer  konvexen 
Trug  würfelecke.  Jene  Hohlecken  "werden  demnach  stereosko- 
pisch in  der  Gestalt  eines  Vollwürfels  gesehen ;  und  das  sonst 
so  wahrheitstreue  Stereoskop  erweist  sich  in  solchen  Fällen 
als  trügerisch. 

2.  Herr  H.  Ebert  legt  einen  , Beitrag  zur  Physik  der 
Mondoberfläche*  vor. 

Jedem  Beobachter  des  Mondes  fallt  es  auf,  welchen  außer- 
ordentlichen, aber  offenbar  nur  scheinbaren  Veränderungen  das 
Aussehen  derselben  Gegend  der  Mondoberfläche  unterworfen 
ist,  je  nach  dem  Winkel,  unter  dem  die  Sonnenstrahlen  auf 
dieselbe  auffallen.  Diese  Änderungen  sind  besonders  durch- 
greifend in  den  relativ  ebenen  dunklen  Partien,  welche  auch 
schon  dem  bloßen  Auge  wahrnehmbar  sind   und  für  die  man 
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die  alte  Bezeichnung  der  , Mondmeere''  beibehalten  hat,  wie- 
wohl man  längst  weiß,  dag  in  ihnen  von  einer  Wasserbedeckung 
nicht  die  Rede  ist.  Während  bei  niedriger  Beleuchtung,  also 
in  der  Nähe  der  Lichtgrenze,  selbst  geringe  Erhebungen:  Berg- 
adern, Berge,  Ringgebirge  und  Vertiefungen:  Rillen,  Krater- 
gruben und  Kraterlöcher  sich  durch  ihren  Schattenwurf  deutlich 
markieren,  treten  bei  höherer  Beleuchtung  in  den  » Meeren* 
zahlreiche  helle  Flecke  und  Strahlen  auf,  denen  nichts  im 
Relief  entspricht;  gleichzeitig  verschwinden  die  wahren  Er- 
hebungen bis  zu  vollkommener  Unkenntlichkeit  in  diesem  Ge- 
wirre von  hellen  und  dunklen  Partien.  Um  dies  zu  erklären, 
hat  man  an  halbdurchscheiuende,  glasähnliche  Oberflächen- 
materialien oder  auch  wohl  an  Eisbedeckungen  gedacht;  bei 
diesen  erscheinen  ja  auch  die  Risse,  Spalten  und  Schlagspuren 
als  helle  Streifen  und  Flecken.  Um  diese  Ansicht  zu  piiifen, 
wurde  ein  größerer  (200  kg  schwerer),  an  der  Oberfläche  vielfach 
zersplitterter  und  verwitterter,  künstlich  mit  Glasstaub  bedeckter 
Glasblock  bei  den  verschiedensten  Beleuchtungsverhältnissen 
photographiert  und  in  Bezug  auf  seine  lichtreflektierenden 
Eigenschaften  näher  untersucht.  Hierbei  stellten  sich  in  der 
Tat  bemerkenswerte  Analogien  mit  dem  Verhalten  der  dunklen 
Mondmeerflächen  heraus.  Dieses  Verhalten,  femer  die  Polari- 
sationsverhältnisse des  vom  Monde  zurückgeworfenen  Sonnen- 
lichtes und  anderes  mehr  machen  es  wahrscheinlich,  daß  wir 
in  diesen  „  Meeren '^  große  Überflutungsgebiete  durch  Lava- 
ergüsse vor  uns  haben,  welche  infolge  sehr  rascher  Abkühlung 
glasig  erstarrten  und  dabei  oberflächlich  durchscheinend  werden, 
ebenso  wie  etwa  die  negativen  Pechsteine,  Obsidiane  und  Vitro- 
phyre  die  , natürlichen  Gläser*  auf  unserer  Erdoberfläche. 

3.  Herr  L.  Radlkopbb  besprach  die  Ergebnisse  seiner 
monographischen  Studien  über  die  ^Sapindaceen-Gattung 
Allophylus*,  welche  über  den  ganzen  Tropengürtel  verbreitet 
ist,  und  von  welcher  zur  Zeit  156  Arten  bekannt  sind.  Er 
erörtert  die  Anhaltspunkte,  welche  zur  Gewinnung  einer  ge- 
ordneten Übersicht  über  die  einander  sehr  nahestehenden  und 
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deshalb  bald  zu  weit  bald  zu  eng  aufgefaßten  Arten  dieser 
schwierigen  Gattung  sich  auffinden  ließen  und  legt  den  Ver- 
such einer  solchen  Übersicht  vor. 

4.  Hei;r  Alfred  Pbinosheih  legt  eine  Abhandlung  von 
Dr.  OsGAB  Perron  vor:  »Über  eine  Verallgemeinerung  des 
Stolzschen  Irrationalitätssatzes.* 

Der  Verfasser,  der  früher  schon  den.  bekannten  Legen  dre- 
schen Satz  über  die  Irrationalität  gewisser  Kettenbrüche  auf 
die  Jacobischen  Ketten- Algorithmen  höherer  Ordnung  aus- 
gedehnt hat,  überträgt  auf  der  letzteren  jetzt  auch  die  von 
Stolz  herrührende  Erweiterung  jenes  Legendreschen  Satzes 
und  gibt  daran  anknüpfend  einige  weitere  Ergänzungen  zu 
seinen  früheren  Untersuchungen  über  Ketten-Algorithmen. 
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Beitrag  zur  Physik  der  Mondoberfläche. 

Von  Hermftiiii  Ebert« 

(Mit  Tafel  I.) 
(SingsUtu/tn  6.  DtMembtr.) 

1.  Schon  bei  einer  flüchtigen  Beobachtung  der  Mondober- 
fiäche  fallt  selbst  unter  Anwendung  schwacher  optischer  Hilfs- 
mittel die  große  Veränderung  auf,  welche  das  Aussehen  derselben 
Mondlandschaft  mit  wechselndem  Sonnenstande  erföhrt.  Yor 
allem  werden  hiervon  betroffen  jene  großen  dunklen,  bereits  dem 
bloßen  Auge  erkennbaren,  relativ  ebenen  Flächen,  welche  man 
als  „Mare*  bezeichnet,  wiewohl  man  sich  längst  davon  über- 
zeugt hat,  daß  von  einer  „Wasserbedeckung"  bei  ihnen  nicht 
die  Rede  sein  kann.  Bei  niedrigem  Sonnenstande,  also 
in  der  Nähe  der  Lichtgrenze,  zeichnen  sich  eine  Reihe  von 
größeren  oder  kleineren  Bergen,  Ringgebirgen,  Kratern  und 
Kratergruben  durch  ihren  Schattenwurf  deutlich  von  der  Mare- 
fläche  ab;  die  für  die  Mondoberfläche  besonders  charakteristi- 
schen Ringgebirge  weisen  dabei  in  scharfer  Reliefentwickelung 
meist  eine  geringere  Erhebung  ihrer  ringförmigen  Umwallung 
über  die  äußere  Umgebung  auf,  eine  bei  weitem  größere  Ein- 
tiefung ihres  Innern  unter  das  Niveau  der  Umgebung;  bei 
den  , Kratergruben"  fehlt  sogar  häufig  die  äußere  Umwallung 
ganz,  sie  stellen  sich  einfach  als  kreisförmige  flache  Eintiefungen 
dar.  Dazu  treten  in  den  Mareflächen  noch  die  »Bergadem", 
lang  hinziehende,  flache  und  sanft  geböschte  Erhebungen, 
welche  wie  Runzeln  weite  Oebiete  durchziehen,  und  endlich  die 
sich  überall  findenden,  aber  gerade  an  den  Marerändern  be- 
sonders häufigen  , Rillen",  lange  Spalten,  welche  mit  Schatten 

1906.  SHKiugsb.  d.  math.-phys.  Kl.  H 
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erfüllt  als  völlig  schwarze  Striche  ein  ganz  besonders  eigen- 
tümliches Merkmal  der  Mondoberfläche  bilden. 

Alle  diese  Details  verschwinden  mehr  oder  weniger  voll- 
kommen bei  hohem  Sonnenstande.  An  ihrer  Stelle  ent- 
wickelt sich  in  den  Mareflächen  ein  ungeheures  Gewirre  von 
hellen  Flecken  und  Punkten,  von  blendend  wei&en  Strahlen 
und  Linien,  welche  sich  in  einzelnen  Gebieten  zu  ganzen 
Strahlensystemen  zusammenschließen.  Wohl  nehmen  häufig 
die  hellen  Flecken  Stellen  ein,  an  denen  in  der  Nähe  der 
Lichtgrenze  ein  Berg,  Ringgebirge  oder  ein  kleinerer  Krater 
nachweisbar  ist;  nur  in  wenigen  Fällen  indessen  entspricht  der 
helle  Fleck  oder  der  Lichtkranz  genau  den  Konturen  der  Um- 
wallung, gewöhnlich  greift  der  Lichtfleck  über  das  Gebiet  der 
Bodenerhebung  beträchtlich  hinaus,  das  Kraterinnere  durch 
besonderen  Lichtglanz  auszeichnend;  daneben  werden  aber  zahl- 
lose Lichtflecke  sichtbar,  denen  nachweislich  nichts  im  Relief 
entspricht.  So  folgen  auch  die  hellen  Strahlen  im  allgeineinen 
durchaus  nicht  den  Bergadem,  wenn  auch  einzelne  von  diesen 
bei  hohem  Sonnenstande  durch  eine  etwas  hellere  Färbung 
ausgezeichnet  bleiben.  Die  Rillen  werden  zu  feinen  hellen 
Linien,  indem  ihr  beleuchteter  Rand  heller  als  die  Umgebung 
erscheint;  sie  treten  bei  höherem  Sonnenstande  aber  mehr  und 
mehr  zurück,  bei  Vollmond  verschwinden  sie  meist  ganz. 

Dabei  wird  die  eigentliche  Marefläche  selbst  noch  merklich 
dunkler,  wozu  sich  an  einzelnen  Stellen  eine  deutliche  Farben- 
nuance gesellt,  z.  B.  die  gelbgrünliche  in  der  bekannten  Gegend 
nordöstlich  von  dem  Ringgebirgspaare  Aristarch-Herodot  im 
Oceanus  procellarum.  Bei  photographischen  Aufnahmen  tritt 
dieses  Zurückgehen  der  lichtreflektierenden  Kraft  (Albedo)  in 
den  dunklen  Maregebieten  bei  hohem  Sonnenstande  ganz  be- 
sonders deutlich  hervor.  Auiserdem  sieht  man  dann  in  einigen 
Gebieten  deutliche  Zeichnungen,  welche  bei  sinkender  Sonne 
und  schräger  Beleuchtung  wieder  gänzlich  verschwinden. 

2.  Diese  eigentümlichen  Erscheinungen  haben  schon  oft 
die  Selenologen  beschäftigt;  von  den  zahlreichen  Erklärungs- 
versuchen verdienen  wohl  jene  eine  besondere  Beachtung,  welche 
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dem  Oberflächenmateriale  des  Mondes,  Speziell  demjenigen  der 
Mareflächen  eine  gewisse  »Pelluzidät*,  .Durchscheinbar- 
keit*  zuschreiben.  In  der  Tat:  Vermag  das  Licht  auch  nur 
wenig  in  das  Material  einzudringen,  in  dem  es  eine  starke 
Absorption  erföhrt,  so  erscheint  das  starke  Zurückgehen  der 
, optischen*  und  noch  mehr  das  der  „chemischen  Albedo"  bei 
höherer  Beleuchtung  verständlich,  da  es  wahrscheinlich  ist, 
daß  die  chemisch  wirksamen  Strahlen  stärker  absorbiert  werden 
als  die  sichtbaren.  Die  bei  hoher  Beleuchtung  hervortretenden 
hellen  Strahlen  konnten  dann  als  Risse  und  Spalten,  die  weißen 
Flecke  als  Zertrümmerungsstellen  gedeutet  werden,  denn  es 
ist  bekannt,  daß  ein  an  sich  durchsichtiges  Material  wie  Eis 
oder  Glas  stark  lichtreflektierend  und  rein  weiß  erscheinend 
wird,  wenn  man  es  pulvert. 

So  dachte  man  sich  die  Mareflächen  oft  als  große,  viel- 
fach zersprengte  und  etwa  durch  Meteorsleinsturz  angeschlagene 
Eisdecken.  In  neuerer  Zeit  neigt  man  mehr  zu  der  Annahme 
einer  Bedeckung  durch  jene  „natürlichen  Gläser*,  in  welche 
die  leichtflüssigen  Laven  und  sauren  Eruptivgesteine  bei  rascher 
Abkühlung  übergehen,  und  die  ja  als  , Pechsteine*,  Obsidiane, 
Vitrophyre  u.  s.  w.  auch  weite  Gebiete  der  Erdoberfläche  be- 
deckt haben.  Schmick  glaubte  bei  mikrostereoskopischer  Be- 
trachtung geeignet  ausgewählter  Mondphotogramme  sogar  in 
den  Tiefen  der  Mareflächen  noch  die  Kronen  der  durch  Magma- 
massen überfluteten  Ringgebirge  erkennen  zu  können. 

3.  Ehe  man  dieser  Auffassung  näher  tritt,  dürfte  es  an- 
gezeigt sein,  erst  einmal  genauer  zu  prüfen,  ob  wirklich  und 
unter  welchen  Bedingungen  ein  solcher  Glasfluß  die 
oben  angedeuteten  Eigentümlichkeiten  zeigt,  welche 
so  charakteristisch  für  die  dunklen  Mareflächen  des 
Mondes  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  habe  ich  die  folgenden  Untersuchungen 
an  einem  großen,  aus  den  Glaswerken  , Weitersglashütte*  im 
oberen  Erzgebirge  bezogenen  Glashafen  angestellt,  der  zirka 
200  kg  eines  gewöhnlichen  grünlichen  Flaschenglases  vom 
spezifischen  Gewicht  2,52  und  den  Brechungsexponenten 

n* 
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n(7=  1,5208,  n2,=  1,5234,  np=  1,5297 

(für  die  rote  Wasserstofflinie,  die  gelbe  Natriumlinie  und  die 
grünblaue  Wasserstofflinie  mit  dem  Pulfrichschen  Refrakto- 
meter bestimmt)  umschloß. 

Die  kreisrunde,  70  cm  im  Durchmesser  haltende  Glasober- 
fläche, die  lange  Zeit  den  Atmosphärilien  ausgesetzt  im  Freien 
gelegen  hatte,  war  rauh  geworden  und  an  mehreren  Stellen 
angeschlagen;  außerdem  hatten  an  der  Oberfläche  kristallinische 
Ausscheidungen  (Entglasungen)  stattgefunden,  welche  zur  Bil- 
dung weißer  Flecken  geführt  hatten,  die  nachher  zum  Teil 
ausgewittert  waren.  Endlich  durchzog  ein  System  größerer 
und  kleinerer  Spalten  und  Risse  den  ganzen  Glaskörper,  die 
sich  offenbar  beim  Abkühlen  gebildet  hatten. 

Der  Glashafen  wurde,  schwach  nach  hinten  übergeneigt, 
in  einem  völlig  geschwärzten  Dunkelraume  des  Institutes  auf- 
gestellt; die  rechte  Wand  des  Hafens  wurde  bis  zur  Glasober- 
fläche niedergebrochen,  so  daß  von  dieser  Seite  her  die  Licht- 
strahlen noch  fast  bis  zu  streifender  Inzidenz  die  Glasober- 
fläche überstreichen  konnten.  Der  Glasblock  wurde  unter  ver- 
schiedenen Inzidenzwinkeln  beleuchtet  und  mittels  einer  senkrecht 
zur  Glasoberfläche  in  2  m  Abstand  aufgestellten  Kamera  mit 
Steinheilschem  Gruppen-Antiplanet  (64  mm  Öffnung,  400  mm 
Brennweite,  Helligkeit  1/6,3)  photographiert. 

Zunächst  wurde  mit  parallel  gemachtem  Lichte  beleuchtet 
Das  Aussehen  der  Mondoberfläche  wird  aber  namentlich  in 
der  Nähe  der  Lichtgrenze  stark  durch  die  Krümmung  der 
Fläche  beeinflußt;  während  an  der  Beleuchtungsgrenze  das 
Licht  streifend  einfallt,  verkürzen  sich  die  Schatten  mehr  und 
mehr,  je  weiter  man  sich  von  derselben  entfernt.  Man  müßte 
also  eigentlich  mit  einer  entsprechend  gekrümmten  Qlasober- 
fläcbe  arbeiten;  dieselbe  ist  aber  schwer  zu  beschaffen,  um 
den  genannten  Effekt  wenigstens  angenähert  nachzuahmen, 
wurde  mit  einer  Lichtquelle  gearbeitet,  bei  der  die  Leucht- 
kraft auf  eine  möglichst  kleine  Oberfläche  zusammengedrängt 
ist,  und  die  wenigstens  in  einer  Ebene  einen  möglichst  gleich- 
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mä&igen  Lichtfiuß  gewährleistete.  Hier  empfahl  sich  der  Glüh- 
faden einer  Nemstlampe  ohne  Glasglocke,  welcher  sich  durch 
seine  große  spezifische  Helligkeit  und  die  Konstanz  seiner 
Leuchtkraft  für  diese  Versuche  besonders  eignete.  Die  Faden- 
mitte (vgl.  Fig.  1)  wurde  an  verschiedene  Stellen  derjenigen 
durch  die  Mittelnormale  der  Glasfläche  gehenden  Ebene 
gebracht,  welche  auf  der  reflektierenden  Fläche  eine  horizontale 
Gerade  gg  ausschnitt;  der  Faden  selbst  stand  dabei  immer  senk- 
recht zu  dieser  Ebene.  Ist  dann  h  die  senkrechte  Entfernung 
der  Fadenmitte  (tn)  von  der  Geraden  gg^  so  ist  der  Neigungs- 
winkel a  der  Strahlen  für  einen  Punkt  der  Glasfläche  im  Ab- 
stände X  Tom  Fußpunkte  von  m  s^nf  g  offenbar  gegeben  durch: 

tgax  = 


X 


^^ 


C!ii*nct4t, 


^^./ 

'^                    MU^Müet^m 

\ 

/*'"- 

]-^ 

—- 

9'  ^"^"^^ 

^/            v^ 

7 

^          y 

1 1 

/ 

3C 

^^^feBlB9 

__A_ 

^\, 

^           1     ^ 

■*-.„«/ 

^ 

/ 

Die   an   dieser  Stelle  ,  indizierte  Helligkeit  **    (die   ,  Stärke 
der  Beleuchtung')  ist 

ix  *=  TTir-, — fr;  Meterkerzen, 
(A*  +  x^)l 

wenn  J  die  Leuchtkraft  der  Lichtquelle  in  Normalkerzen  (Hef- 
nerkerzen) bedeutet,  und  die  Längen  in  Metern  gemessen  werden. 


158         Sitzang  der  math.-phys.  Klasse  vom  5.  Dezember  1908. 

Die  verschiedenen  bei  den  Versuchen  benutzten,  meist  mit 
110  Volt  Spannung  betriebenen  Nernstlampen  wiesen  HelHg- 
keiten  von  115  bis  140  Hefnerkerzen  auf. 

4.  Schon  die  ersten  Versuche  zeigten,  daß  in  der  Tat 
unter  verschiedenen  Beleuchtungsbedingungen  eine  große  Ana- 
logie besteht  zwischen  dem  Verhalten  der  verwitterten  Ober- 
fläche des  Glasflusses  und  dem  oben  geschilderten  der  dunklen 
Mareflächen  des  Mondes.  Dies  tritt  namentlich  dort  hervor, 
wo  die  Oberfläche  kleine  Rauhigkeiten  zeigt,  oder  dann,  wenn 
sie  mit  Staub  bedeckt  ist.  Alsdann  werfen  all  die  kleinen 
Erhebungen  bei  schräger  Beleuchtung  Schatten  und  geben  der 
Oberfläche  ein  graues  gleichförmiges  Aussehen,  von  dem  sich 
die  schatten  werf  enden  Erhöhungen  und  Vertiefungen  außer- 
ordentlich plastisch  abheben.  Die  Schatten  der  kleinen  und 
kleinsten  Rauhigkeiten,  welche  sich  auf  der  Oberfläche  befinden 
decken  dann  alles  zu,  was  darunter  ist.  Anders  bei  höherer 
Beleuchtung:  Hier  dringen  die  Strahlen  zwischen  den  Par- 
tikelchen hindurch  etwas  in  die  Tiefe  ein,  wo  sie  entweder  ab- 
sorbiert oder  von  Diskontinuitätsflächen  und  an  Stellen,  wo 
Zersplitterung  stattgefunden  hat,  reflektiert  werden. 

Daß  die  Mondmareflächen  selbst  dort,  wo  an  der  Licht- 
grenze kein  irgendwie  bemerkbares  Objekt  den  gleichmäßigen 
Verlauf  der  Fläche  unterbricht,  nicht  glatt,  sondern  rauh  sind, 
gewahrt  man  deutlich,  wenn  man  bei  reiner  und  ruhiger  Luft 
zu  starken  Vergrößerungen  übergeht;  dieser  Umstand  ist  in  der 
Literatur  auch  genügend  oft  hervorgehoben  worden.  Die  Er- 
starrungsflächen auch  dieser  Magmen  werden  Runzeln  und  Un- 
regelmäßigkeiten aufweisen,  wie  die  aller  Schmelzflüsse  und 
die  Decken  erstarrter  Lavaseen.  Freilich  könnte  man  auch  an 
eine  Bedeckung  durch  Meteorstaub  und  Trümmer  größerer 
meteorischer  Fremdlinge  denken.  Endlich  wird  die  Mondober- 
fläche, wenn  nicht  einer  „Verwitterung"  durch  den  Angriff 
von  Atmosphärilien,  so  doch  einer  „Vermorschung*  durch  die 
enormen  Temperaturwechsel  ausgesetzt  sein.  Nachdem  schon 
Lord  Rosse  Strahlungsmessungen  am  Monde  vorgenonmien 
hatte,    die    auf   sehr    große  Schwankungen    der   Oberflächen- 
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temperatur  schließen  ließen,  glaubt  Very*)  aus  seinen  neueren 
Messungen  die  mittägige  Oberflächentemperatur  nahe  der  Mitte 
der  uns  zugekehrten  Scheibe  bei  Vollmond  auf  ca.  100'*  Gels, 
schätzen  zu  dürfen,  während  die  Nachttemperatur  wohl  bis  zur 
Verfestigungstemperatur  der  atmosphärischen  Gase  herabsteigen 
dürfte.  Unter  der  Wirkung  solcher  TemperaturdifFerenzen  von 
fast  300  Qrad  und  namentlich  bei  der  durch  keine  merkliche 
Gas-  und  Dampf  hülle  gemilderten  vierzehntägigen  Insolation 
sowie  der  darauffolgenden  ebensolangen  Ausstrahlungsperiode 
muß  ein  allmähliches  Zerbröckeln,  ein  „Vermorschen*  der 
Oberflächenpartien  eintreten,  wie  wir  es  etwa  in  unseren  Wüsten 
beobachten  können,  um  auch  diese  Eigentümlichkeit  des 
Oberflächenmateriales  wenigstens  in  Bezug  auf  ihre  optische 
Wirksamkeit  bei  dem  Modell  einigermaßen  nachzuahmen,  wurden 
Bruchstücke  des  Glasflusses,  welche  sich  an  der  rechten  Seite 
beim  Niederlegen  der  Hafenwand  (vgl.  oben  S.  156)  losgelöst 
hatten,  in  einem  großen  Mörser  zu  feinem  Pulver  zerstoßen, 
welches  eine  gelblichweiße  Farbe  annahm.  Dasselbe  wurde 
durch  ein  Gazesieb  hindurch  über  die  Glasoberfläche  aus- 
gestreut; da  letztere  etwas  nach  hinten  übergeneigt  aufgestellt 
war,  hafteten  die  Glasstaubteilchen  unmittelbar  auf  ihr,  ohne 
daß  es  der  Anwendung  irgend  eines  Klebemittels  bedurft  hätte. 
Läßt  man  die  Lichtquelle  sich  allmählich  über  die  Ebene 
der  Glasoberfläche  erheben,  so  hat  man  auf  der  Mattscheibe 
der  Kamera  in  hohem  Grade  den  Eindruck  eines  Sonnenauf- 
gangs über  einer  Mondlandschaft.  Zunächst  zeichnen  sich 
selbst  feinste  Reliefunterschiede  durch  einen  scharfen  Schlag- 
schatten von  dem  gleichförmigen  Grau  des  Untergrundes  ab. 
Ganz  flache  Eintiefungen ,  Niveauverschiebungen  einzelner 
Schollen  gegeneinander  werden  deutlich  sichtbar,  wobei  der 
Schattenwurf  sogar  leicht  zu  übertriebenen  Einschätzungen 
namentlich  bezüglich  der  Tiefe  der  mit  Nacht  erfüllten  Löcher 
gerade  wie  bei  der  Betrachtung  des  Mondes  verleitet. 

*)  Frank  W.  Very,  Tbe  probable  ränge  of  temperature  on  tbe 
Moon.  Aatropbys.  Joum.  8,  Nr.  4  und  5  (Nov.  und  Dez.),  S.  199—217  und 
266-286,  1898. 
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In  dem  Maße  wie  die  Strahlen  steiler  einfallen,  yerkürzon 
sich  nicht  nur  die  Schatten,  sondern  ändert  sich  allmählich 
der  ganze  Charakter  der  Landschaft.  Von  Einfallswinkeln  von 
etwa  15  bis  20  Grad  an  treten  nämlich  helle  Flecken,  Streifen 
und  Lichter  hervor,  die  vorher  gänzlich  unsichtbar  oder  doch 
nur  äußerst  schwach  angedeutet  waren.  Die  vorher  mit  Schatten 
erfüllten  Löcher  nehmen  einen  immer  größeren  Glanz  an,  wobei 
aber  viele  glänzende  Flecken  hinzutreten,  denen  nicht  das  ge- 
ringste im  Relief  entspricht ;  überall  dort,  wo  die  Struktur  kri- 
stallinisch ist,  wächst  der  Glanz  des  reflektierten  Lichtes  unver- 
hältnismäßig schnell,  während  die  Helligkeit  der  unverletzten 
ebenen  Partien  stark  zurückgeht.  Von  etwa  50  Grad  an  über- 
wiegt das  Gewirre  von  hellen  Flecken  und  Bändern  so  sehr, 
daß  der  Charakter  des  ganzen  Bildes  zu  völliger  Unkennt- 
lichkeit verändert  erscheint.  Bei  stark  senkrechter  Beleuchtung 
treten  direkte  Lichtreflexe  hinzu.  Bei  abnehmenden  Inzidenz- 
winkeln  wiederholen  sich  alle  diese  Veränderungen  in  um- 
gekehrter Reihenfolge. 

Yon  den  verschiedensten  Phasen  der  Erscheinung  wurden 
photographische  Aufnahmen  mit  verschiedenen  Belichtungs- 
dauern gemacht,  welche  die  ganze  Serie  dieser  scheinbaren 
, Veränderungen"  und  ihre  Entwickelung  zu  verfolgen  gestatten. 
Als  Probe  seien  von  den  zahlreichen  Photogrammen  nur  zwei 
mitgeteilt,  welche  auf  der  angefügten  Tafel  durch  Lichtdruck 
vervielfältigt  wiedergegeben  sind.  Die  Lichtquelle  («7=*  138  NK) 
stand  beidemal  rechts  vor  der  beleuchteten  Fläche;  bei  der 
oberen  Aufiiahme  (im  folgenden  kurz  mit  0  bezeichnet)  war 
Ä  =  0,08,  bei  der  unteren  (ü)  =  1,19  m;  dabei  war  das  x  für 
den  linken  Rand,  die  Mitte  und  den  rechten  Rand  der  hori- 
zontalen Mittellinie  der  Bilder  für  den  oben  dargestellten  Fall 
niedriger  Beleuchtung: 

für   den   zweiten,    der  einer   wesentlich   höheren    Beleuchtung 
entspricht : 

xi  =  0,95    x,n  =  0,70    Xr  =  0,45  m. 
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Hieraus  berechnet  sich  in  runden  Zahlen  für  das  obere  Bild : 
a,  =  3,3       a^  =  4,0       a,  =  5,l<> 
ii  =  4,09     hn  =  7,40     ir  =  15,47  MK; 
für  das  untere  Bild: 

ai  =  51,4     a„,  =  59,5     a,  =  69,3« 

U  =  46,5     i«  =  62,4     ir  =  79,7  MK. 

Die  hier  dargestellten  Fälle  würden  also  dem  Anblicke 
einer  Gegend  in  der  Mitte  der  Mondscheibe  für  das  bloße  Auge 
entsprechen  und  zwar  bei  0  dem  zunehmenden  Monde  im 
ersten  Viertel,  also  der  ersten  Frühbeleuchtung;  dagegen  ent- 
spricht U  einem  Mondalter  von  etwa  3/8,  also  mittlerer  Vor- 
mittagsbeleuchtung. Bei  Betrachtung  im  astronomischen  Fern- 
rohre würden  die  Sonnenstrahlen  von  links  her  zu  kommen 
scheinen. 

Die  Expositionszeiten  waren  für  0  25  Minuten,  für  U 
dagegen  nur  5  Minuten ;  zwischen  den  beiden  Aufnahmen  ist 
natürlich  nicht  das  allergeringste  an  dem  Glasflusse  und  seiner 
Oberfläche  geändert  worden;  insbesondere  ist  auch  die  Be- 
stäubung vollkommen  die  gleiche  geblieben.  Der 
gro&e  unterschied  in  dem  Aussehen  desselben  Objektes 
ist  demnach  lediglich  eine  Folge  der  verschiedenen 
Beleuchtung. 

5.  Bei  näherer  Betrachtung  der  beiden  Bilder  fallt  zu- 
nächst der  wei£e  Strich  bei  a  auf.  Hier  ist  ein  keilförmiges 
Stück  aus  der  Glasoberfläche  herausgesprungen ;  die  linke  steile, 
fast  geradlinige  Abbruchswand  wird  schon  bei  0  sehr  steil 
von  den  Lichtstrahlen  getroffen,  sie  hebt  sich  daher  als  hell- 
glänzende gerade  weiSe  LichtUnie  bereits  bei  niedriger  Be- 
leuchtung ab.  Die  Tiefe  vor  ihr  ist  in  0  noch  mit  Nacht 
erfüllt;  erst  bei  der  weiter  vorgeschrittenen  Phase  U  tritt  der 
muschehge  Bruch  der  Aussprungsfläche  deutlich  hervor.  Bei 
der  entgegengesetzten  Beleuchtung  würde  die  Abbruchswand 
selbst  bei  hoher  Beleuchtung  noch  einen  langen  schmalen 
Schatten  werfen,  die  hier  tatsächlich  statthabende  Verwerfung 
würde  alsdann  leicht  übersehen  werden  können. 
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Auf  dem  Monde  existieren  mehrere  solche  Abbruchswände, 
die  bekannteste  ist  die  »lange  Mauer*^  östlich  von  dem  Bing- 
gebirge  Thebit  im  Mare  nubium,  auch  die  glange  Wand*  ostlich 
von  dem  kleinen  Ringgebirge  Cauchy  im  Mare  tranquillitatis 
gehört  hierher,  welche  von  den  älteren  Selenographen  noch 
durchweg  als  Rille  aufgefaßt  und  dargestellt  worden  ist.  ^)  Nur 
ist  an  diesen  Stellen  nicht  wie  hier  ein  Stück  aus  der  Mond- 
kruste ausgebrochen,  sondern  es  handelt  sich  dort  offenbar  um 
eine  wirkliche  ,^Verwerfung"  im  geologischen  Sinne;  die 
beiden  an  der  »Wand'  aneinandergrenzenden  Oberflächen- 
partien haben  eine  mehr  oder  weniger  gro&e  Vertikalveischie- 
bung  gegeneinander  erlitten. 

Wie  die  genannten  Beispiele  lehren,  können  die  „Sprung- 
höhen', um  die  die  eine  Scholle  gegen  die  andere  abgesunken 
ist,  auch  auf  dem  Monde  mehrere  hundert  Meter  betragen. 
Auch  bei  &,  c,  d,  e,  f,  g,  sowie  rechts  oben  bei  h  und  i  sind 
Stücke  aus  dem  Glasflüsse  ausgesprungen;  die  hierdurch  ent- 
standenen Vertiefungen  sind  bei  0  mit  Schatten  erfüllt;  die 
der  Sonne  gegenüberliegenden  Wände  glänzen  auffallend  hell. 
Bei  hoher  Beleuchtung  sind  die  Vertiefungen  nur  noch  ange- 
deutet und  würden  ganz  verschwinden,  wenn  die  Lichtstrahlen 
noch  steiler  als  bei  U  einfallen  würden,  wie  dies  z.  B.  bei  c 
bereits  geschehen  ist. 

Echte  „Schollen Verschiebungen'  finden  sich  dagegen  bei 
kf  l  und  9/1,  was  bei  niederer  Beleuchtung  sofort  an  der  feinen 
Umgrenzung  erkannt  wird,  und  zwar  an  der  Sonnenseite  an 
einer  feinen  wei&en,  an  der  Schattenseite  an  einer  feinen 
schwarzen  Linie,  welch  letztere  die  Konturen  besonders  mar- 
kant heraustreten  läßt.  Man  bemerkt,  dafi  bei  U  von  alledem 
nichts  mehr  zu  erkennen  ist;  namentlich  die  Schollenbrüche 
bei  k  und  /  verschwinden  ganz  in  dem  allgemeinen  Oewirre 
weißer  Lichter,  das  dem  rechten  oberen,  stark  zertrümmerten 
Rande  eigentümlich  ist. 

*)  Die  Zeichnung  auf  Tafel  22  des  Mondatlas  von  Job.  Nep.  Krieger 
(Triest  1898)  stellt  das  Objekt  richtig  dar ;  in  dem  Texte  zu  diesem  Blatt« 
(S.  13)  wird  es  auch  ausdrücklich  als  «steile  Felswand'  bexelchiiet 
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Isolierte  Erhebungen,  welche  sich  in  0  durch  ihren 
Schatten wurf  markieren,  verschwinden  gleichfalls  in  CT;  als 
Beispiel  sei  das  einen  spitzen  Schatten  werfende  Hügelchen  ganz 
oben,  links  von  dem  durch  das  ganze  Bild  gehenden  Striche  aa 
erwähnt ;  in  U  ist  es  nicht  mehr  wieder  zu  erkennen. 

Weiter  fallen  eine  Reihe  von  Sprüngen  auf,  welche  mit 
dem  Verhalten  der  ^Mondrillen'^  grofie  Analogien  aufweisen. 
Bemerkenswert  sind  vor  allem  die  völlig  geradlinig  verlaufen- 
den aa,  ßß^  yy  und  die  in  der  Mitte  etwas  geknickte  66^ 
sowie  die  gekrümmten  und  gewundenen  Rillen  c,  f,  17  u.s.w. 
Sie  heben  sich  entweder  durch  die  helle  Beleuchtung  ihrer 
der  Lichtquelle  zugekehrten  Wände  oder  durch  ihren  Schatten- 
wurf ab;  auch  kann  die  eine  Erscheinungsweise  in  die  andere 
übergehen  (vgl.  z.  B.  in  0  das  obere  und  das  untere  Ende 
von  aa  und  die  beiden  Hälften  von  bS),  Bei  höherer  Be- 
leuchtung haben  sie  das  Aussehen  fast  völlig  gewechselt  (vgl. 
z.  B.  ßß  in  Bild  0  und  TT),  Die  geradlinigen  Risse  gehen 
dabei  tief  hinunter  und  haben  die  ganze  Masse  bis  fast  an  den 
Boden  hinab  gesprengt;  die  gewundenen  gehören  mehr  ober- 
flächlichen Partien  an.  Eine  bemerkenswerte  Eigentümlichkeit 
sehr  vieler  Mondrillen  besteht  darin,  daß  sie  sich  zu  kleinen 
Kratergruben  erweitern,  ja  zum  Teil  ganz  aus  dicht  aneinander 
gereihten  äußerst  kleinen  Gruben  bestehen.  Dies  kann  sich 
im  Modell  natürlich  nicht  wiederfinden  entsprechend  der  ganz 
verschiedenen  Wirkungsweise  der  Agentien,  die  auf  dem  Monde 
und  hier  gewirkt  haben ;  immerhin  ist  ein  Vergleich  bezüglich 
der  Lichtreflexionsverhältnisse  nicht  ohne  Interesse:  In 
0  befinden  sich  am  linken  Ende  der  Rille  ßß  und  bei  bb  xn 
der  Mitte'  kleine  Gruben,  bei  denen  die  Rillenwände  aus- 
gesprengt sind,  so  daß  die  Rille  dadurch  erweitert  ist;  in  TJ 
sieht  man  an  den  betreffenden  Stellen  nur  helle  Flecke.  Auch 
sonst  bieten  diese  Risse  mit  den  Rillen  manche  bemerkens- 
werte Analogie  im  Verhalten  gegenüber  verschiedener  Be- 
leuchtungshöhe dar,  welche  der  Kenner  selbst  leicht  heraus- 
finden wird. 

Die   kraterartigen   Gruben,    welche   oben    durch    ihr   mit 
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schwarzem  Schatten  erfülltes  Innere  ohne  weiteres  ins  Auge 
springen,  erscheinen  unten  nur  als  unregelmäßige  helle  Licht- 
flecke. ]Saturgemä£  ist  ohne  weiteres  zuzugeben,  da&  hier  nur 
eine  sehr  entfernte  Ähnlichkeit  mit  den  «Binggebirgen*  des 
Mondes  vorliegt;  es  ist  eben  die  Entstehungsweise  der  Bildungen 
in  beiden  Fällen  eine  total  verschiedene.  Im  'Modell  haben 
wir  es  mit  »Schlagspuren*'  zu  tun,  bei  den  normalen  Mond- 
ringgebirgen mit  Bildungen  ganz  anderer  Entstehungsart. 
Will  man  ein  selenographisches  Analogon  heranziehen,  so 
würden  am  ehesten  die  sog.  „Eratergruben''  in  Betracht 
kommen,  runde  flache  Vertiefungen,  bei  denen  die  Wallent- 
wickelung ganz  oder  doch  fast  vollkommen  fehlt.  Und  doch 
besteht  eine  weitgehende  Analogie  wiederum  in  dem  Verhalten 
den  verschiedenen  Beleuchtungsbedingungen  gegenüber.  Man 
betrachte  z.  B.  die  Landschaft  bei  den  Gruben  Ä  und  B  rechts 
oben.  Der  Schattenwurf  läßt  in  0  bei  Ä  auf  der  oberen  Um- 
randung der  regelmäßig  gestalteten  Eintiefung  ein  kleines 
schatten  werfendes  Hügelchen  erscheinen ;  man  erkennt,  daß  B 
im  Innern  unregelmäßig  gestaltet  ist;  in  {7  erscheinen  nur 
zwei  unregelmäßige  Lichtflecke,  von  denen  Lichtlinien  aus- 
gehen, das  Hügelchen  läßt  sich  nicht  mehr  identifizieren. 
Etwas  Ähnliches  gilt  für  die  Grube  G. 

Besonders  merkwürdig  ist  die  Wandlung  in  der  Gegend 
zwischen  B  und  der  Versenkung  a.  Bei  tiefem  Sonnenstande, 
also  in  der  Nähe  der  Lichtgrenze,  erscheint  hier  die  Fläche 
in  eintönigem  Grau;  einige  winzige  Hügelchen  mit  feiniaten 
Kratergrübchen  auf  ihren  Gipfeln  sind  eben  noch  zu  erkennen. 
Bei  hoher  Beleuchtung  erscheint  dieselbe  Gegend  vollkommen 
verwandelt;  weiße  Flecke,  deren  Durchmesser  abei*  diejenigen 
der  Hügel  selbst  erheblich  übertrefPen,  sind  an  deren  Stelle 
getreten;  eigentümliche,  ganz  regelmäßige  helle  Ringe  sind 
erschienen,  welche  ungemein  an  das  Aussehen  vieler  größerer, 
aber  auch  kleinerer  Ringgebirge  des  Mondes  erinnern,  deren 
Wallkronen  bei  hohem  Sonnenstande  ebenfalls  nur  noch  als 
helle  Ringe  erkenntlich  bleiben.  Diesen  Ringen  entspricht 
hier   also   nichts   im   Relief,    ebensowenig   vielen   der   weißen 
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Flecke  in  dieser  und  den  benachbarten  Gegenden,  wie  ein 
weiterer  Vergleich  der  beiden  Aufnahmen  unmittelbar  ergibt. 
Man  wird  hier  unwillkürlich  an  das  Verhalten  des  in  der 
ebenen,  gleichförmig  grauen  oder  graugrünen  Fläche  des  Mare 
serenitatis  gelegenen  Kraters  Linn^  erinnert;  derselbe  stellt 
sich  bei  niederem  Sonnenstande  ebenfalls  als  kleines  Hügelchen 
dar,  in  dessen  Mitte  man  bei  guter  Luft,  stärkerer  Vergröße- 
rung und  geeignetem  Sonnenstande  ein  kleines  schattenerfülltes 
Kratergrübchen  erkennt;  bei  hohem  Sonnenstande  zeigt  sich 
nur  ein  rein  weißer,  großer  runder  und  selbst  bei  schwachen 
optischen  Hilfsmitteln  deutlich  erkennbarer  Fleck,  dessen  Durch- 
messer mit  dem  Sonnenstande  zu  variieren  scheint.  Die  ana- 
logen Erfahrungen  an  dem  Glasflusse  zeigen,  daß  man  hierbei 
noch  nicht  an  wirkliche  , physische*  Veränderungen  zu  denken 
braucht,  sondern  daß  die  lichtreflektierenden  Eigentümlichkeiten 
durchscheinender  und  zertrümmerter  oder  kristallinisch  gewor- 
dener Materialien  zu  solchen  ^scheinbaren*  Veränderungen  sehr 
wohl  Anlaß  geben  kann.  Bei  C  zeigt  in  0  eine  Aufhellung 
im  schattenerfüllten  Innern  eine  Erhebung  an,  welche  an  eine 
, Terrasse*  erinnern  könnte;  in  U  verschwindet  dieses  oropla- 
stische  Element  vollkommen  in  dem  hellen  Lichtfleck,  der  die 
Stelle  der  Grube  G  einnimmt.  Die  Ghrube  D  links  ist  durch 
eine  Nebengrube  ausgezeichnet;  bemerkenswert  ist,  wie  ver- 
schieden sich  beide  Eintiefungen  der  höheren  Beleuchtung 
gegenüber  verhalten :  D  selbst  ist  in  TJ  hell,  die  Nebengrube 
dagegen  dunkel,  sogar  dunkler  als  die  Umgebung.  Gerade 
solche,  durch  ihre  Schwärze  bei  höherer  Beleuchtung  auf- 
fallende Oberflächenpartien  sind  auch  auf  der  Mondoberfläche 
vorhanden;  es  sei  nur  an  die  schwarzen  Flecke  im  Alphonsus 
oder  in  der  Umgebung  des  Kopernikus  erinnert.  Oben  rechts 
von  der  Rille  aa  ziehen  sich  andere  solche  trotz  der  hohen 
Beleuchtung  auffallend  schwarze  Punkte  hin,  die  hier  sogar 
reihenartig  angeordnet  erscheinen.  Neben  solchen  sehr  dunklen 
Punkten  zeichnen  sich  aber  an  anderen  Stellen  einzelne 
Punkte  durch  ganz  besonderen  Lichtglanz  aus,  so  daß  sie 
leicht   überexponiert    werden    und   alsdann    durch   Solarisation 
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vergröfiert  erscheinen.  Dies  tritt  dann  ein,  wenfi  spiegelnde 
Brucbflächen  so  orientiert  sind,  dag  sie  das  Licht  direkt  gegen 
den  Beobachter  hin  reflektieren;  auf  dem  Monde  scheint  ja 
ein  derartiger  Fall  bei  dem  Innern  des  Ringgebirges  Aristarch 
vorzuliegen.  Bei  E  und  F  finden  wir  Bildungen,  welche  an 
die  ^umhoften''  Krater  erinnern;  hellgraue  Halos  entwickeln 
sich  bei  zunehmender  Sonnenhöhe  rings  um  sie  herum.  Andere 
Beispiele  dieser  Art  finden  sich  über  die  ganze  Flache  ver- 
teilt (vgl.  z.  B.  auch  die  Partie  links  oben  bei  W).  Dort 
wo  eine  Bruchzone  über  die  Oberfläche  hinzieht,  wird  an 
inneren  Reflezionsflächen  das  etwas  in  das  Innere  einge- 
drungene Licht  bei  höherer  Inzidenz  ziemlich  stark  zurück- 
geworfen, so  daß  sich  dann  diese  Zonen  durch  ihren  Glanz 
deutlich  von  der  dunklen  Umgebung  abheben,  während  bei 
niederer  Beleuchtung  kaum  etwas  von  ihnen  wahrzunehmen 
ist.  Eine  solche  Bruchzone  zweigt  oben  rechts  von  aa  (unter- 
halb b)  ab.  Bemerkenswert  ist  auch  die  Bruchzone,  welche 
die  Ecke  zwischen  yy  und  aa  (rechts  von  D  und  E)  ab- 
schneidet. 

Die  bei  weitem  auffallendsten  Objekte  sind  aber  die  über- 
haupt erst  bei  hohem  Sonnenstande  hervortretenden  Lichtflecke 
und  Streifen,  denen  garnichts  im  Relief  entspricht,  und 
die  bei  niederem  Sonnenstande  auch  wieder  vollkommen  ver- 
schwinden. So  sind  in  U  die  hellsten  Objekte,  die  bei  der 
Aufnahme  überexponiert  sind,  die  beiden  länglichen  Licht- 
flecke Y  und  Z  rechts  von  6r,  sowie  der  schwach  gekrümmte, 
in  der  freien  Ebene  rechts  von  c  liegende  Streifen,  welch 
letzterer  freilich  schon  im  oberen  Bilde  angedeutet  ist.  Ein 
ähnlicher  Streifen  findet  sich  auch  in  der  Krümmung  der 
RiUe  C  (dort  wo  dieser  Buchstabe  in  der  Skelettskizze  steht). 
Vergleicht  man  die  entsprechenden  Gegenden  in  0,  so  sieht 
man,  daß  diesen  Stellen  nicht  die  geringsten  Erhebungen  ent- 
sprechen. Die  Streifen  kommen  vielmehr  dadurch  zustande, 
daß  das  Licht  etwas  in  die  Tiefe  eindringt  und  hier  an 
Spaltflächen,  die  unter  der  Oberfläche  hinziehen,  reflektiert 
wird;    dabei   treten   diese   Spaltflächen   unter  Umständen   gar 
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nicbt  bis  an  die  Oberfläche  heran,  so  daß  ihr  Vorhandensein 
hier  durch  nichts  angezeigt  wird  (so  z.  B.  bei  Y  und  Z), 

Das  Aussehen  dieser  Streifen  hängt  nicht  nur  vom  Be- 
leuchtungs-  sondern  auch  vom  Betrachtungswinkel  ab,  sie  treten 
erst  für  den  femerstebenden  Beobachter  deutlich  hervor,  der  ein 
größeres  Flächenstfick  überblickt,  ähnlich  wie  wir  die  Untiefen 
in  einem  See  viel  besser  aus  größerer  Höhe  wahrnehmen,  als 
wenn  wir  am  Ufer  stehen  oder  über  den  See  mit  einem  Boote 
fahren. 

Gerade  diese  Eigenschaften  scheinen  viele  von  den  hellen 
Strahlen  und  Streifen  aufzuweisen,  welche  dem  Vollmondbilde 
sein  typisches  Gepräge  verleihen.  Diese  Streifen  waren  es 
ja,  welche  die  Vermutung  eines  wenn  auch  nicht  durch- 
sichtigen, so  doch  wenigstens  schwach  durchscheinenden  Ma- 
teriales  nahe  legten  und  die  hier  beschriebenen  Versuche  ver- 
anlagten. Diese  zeigen  nun  in  der  Tat,  daß  dabei  Erschei- 
nungsformen zustande  kommen,  welche  mit  denen  auf  dem 
Monde  mehr  als  eine  nur  äußerliche  Ähnlichkeit  aufweisen. 
Dies  tritt  erst  deutlich  hervor,  wenn  man  eine  Reihe  von 
Bildern,  die  man  bei  verschiedenen  Beleuchtungswinkeln  und 
Eamerastellungen  aufgenommen  hat,  mit  einer  Serie  von 
Mondphotographien  vergleicht,  welche  dieselbe  Mondlandschaft 
unter  verschiedenen  Beleuchtungs-  und  Librationswinkeln  zeigt. 
Hier  hat  die  Photographie  bereits  unschätzbare  Dienste  geleistet, 
da  alle  zeichnerischen  Aufnahmen,  selbst  die  sorgfältigsten, 
die  verschiedenen  Helligkeitsnuancen  niemals  wiedergeben 
können,  wie  es  zum  Studium  dieser  Veränderungen  unum- 
gänglich notwendig  ist. 

Die  Vergleiche,  deren  einzelne  Aufführung  an  dieser  Stelle 
zu  weit  führen  würde,  zeigen,  daß  auch  hier  Veränderungen 
in  der  Helligkeit  auftreten,  welche  sehr  wohl  mit  der  Hypo- 
these vereinbar  sind,  daß  ein  glasiges  pelluzides  Mondmaterial 
längs  der  hellen  Streifen  der  großen  .Strahlensysteme*  einen 
höheren  Grad  von  Zerklüftung  und  Zersplitterung  erfahren 
hat,  als  das  umgebende  dunklere  Material.  Da  diese  Zerklüf- 
tung nur  die  kleinsten  Bausteine,  das  Material  selbst  ergriffen 
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hat,  so  braucht  es  nicht  wunderzunehmen,  dafi  die  hdlen 
Streifen  ungestört  über  Berg  und  Tal  hinweggehen  und  offenbar 
auf  tiefer  liegende  Entstehungsursachen  als  sie  den  Oberflächen- 
erhebungen eigentümlich  sind,  hinweisen. 

Bekanntlich  ist  der  erwähnte  Erklärungsversuch  nicht  der 
einzige,  welcher  unternommen  worden  ist.  Einige  Seleno- 
graphen  wollen  in  den  genannten  Gebilden  lang  hinziehende 
Streifen  einer  Aschen-  oder  Staubbedeckung  erblicken.  Auch 
für  solche  , Staubstreifen*  läßt  sich  das  optische  Verhalten  gut 
an  dem  Modelle  studieren.  Einige,  wenn  auch  nur  wenige 
derartiger  Streifen  sind  auf  der  mitgeteilten  Probe  erkennbar, 
z.  B.  von  D  nach  oben  gehend,  femer  rechts  von  aa  in  der 
unteren  Bildhälfte  und  in  der  rechten  unteren  Ecke.  Die- 
selben treten  deutlich  in  der  hohen  Beleuchtung  (in  ü)  her- 
vor, in  0  sind  sie  nur  angedeutet.  Bei  anderen  Aufnahmen, 
bei  denen  die  Bestäubung  absichtlich  nach  dichteren  und 
weniger  dichten  Streifen  angelegt  wurde,  zeigte  sich  deutlich, 
daß  das  optische  Verhalten  derselben  nicht  dasjenige  der 
hellen  Strahlensysteme  und  ihrer  Veränderungen  ist.  Doch 
fehlen  auch  für  sie  nicht  die  passenden  Analoga  auf  dem 
Monde;  ich  erinnere  z.  B.  nur  an  die  beiden  hellen  Streifen, 
welche  sich  im  Mare  foecundidatis  östlich  von  dem  Krater 
Messier  A  ausbreiten;  sie  verhalten  sich  ganz  wie  derartige 
^ Staubstreifen*,  vielleicht  dürfen  wir  sie  als  „Meteorstaub- 
streifen* ansprechen. 

Noch  eine  bemerkenswerte  Eigentümlichkeit  sei  zum 
Schlüsse  kurz  hervorgehoben,  welche  auf  den  mitgeteilten 
Bildern  ziemlich  deutlich  selbst  noch  in  der  Reproduktion 
erkennbar  ist:  Am  rechten  Bande  (unterhalb  der  Mitte)  tritt 
bei  hoher  Beleuchtung  eine  eigentümliche  «Fluidalstruktur* 
des  Glasflusses  zutage,  von  der  bei  niederer  Beleuchtung  nicht 
die  geringste  Spur  zu  bemerken  ist.  Sie  erinnert  lebhaft  an 
gewisse  Zeichnungen  in  einzelnen  Maregebieten,  z.  B.  im  Sinus 
Aestuum  nahe  der  Mondmitte. 

Einen  eigenartigen  Anblick  gewähren  Stereoskopbilder, 
die  man  von  dem  Glasflusse  unter  verschiedenen  Beleuchtungen 
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herstellt,  besonders  dann,  wenn  man  sie  auf  Diapositivplatten 
möglichst  kontrastreich  kopiert  und  im  durchfallenden  Lichte 
betrachtet.  Alsdann  gewinnt  man  namentlich  bei  mikrostereo- 
skopischer  Betrachtung  nicht  nur  den  Eindruck,  daß  man  tief 
in  den  Glaskörper  hineinsieht,  sondern  die  hellen  und  dunklen 
Zeichnungen  der  Oberfläche  scheinen  sich  in  die  Tiefe  hinein 
fortzusetzen.  Dieser  Effekt  wird  noch  gesteigert,  wenn  man 
zwei  Bilder,  welche  bei  derselben  Beleuchtung  aber  mit 
verschiedenen  Eamerastellungen,  die  in  einer  den  Pupillen- 
abstand vielfach  übertreffenden  gegenseitigen  Entfernung  von- 
einander liegen,  aufgenommen  sind,  im  Stereoskope  zu  einem 
Bilde  vereinigt.  Man  erhält  hier  denselben  übertriebenen 
körperlichen  Effekt,  der  für  die  Mondstereoskopbilder  so  charak- 
teristisch ist,  welche  bei  derselben  Phase  aber  unter  weit  von- 
einander abweichenden  Librationsverhältnissen  aufgenommen 
sind.  Hier  wie  dort  glaubt  man  die  hellen  Streifen  und  Zeich- 
nungen sich  zu  Gebilden  zusammenschließen  zu  sehen,  die 
scheinbar  weit  in  der  Tiefe  unter  der  Oberfläche  liegen.  In 
beiden  Fällen  liegt  eine  besondere  Art  optischer  Täuschung 
vor,  wie  sie  ähnlich  bei  dem  Helmholtzschen  Telestereoskop 
auftritt ;  die  Täuschung  ist  im  Falle  des  Glasflusses  direkt  nach- 
weisbar, in  dem  genannten  Falle  der  Mondstereoskopie  wenig- 
stens sehr  wahrscheinlich. 

6.  Für  die  Beurteilung  der  physischen  Beschaffenheit  einer 
das  Licht  reflektierenden  Oberfläche  ist  es  von  größter  Bedeu- 
tung festzustellen,  ob  diese  Oberfläche  als  „zerstreut  reflek- 
tierende* angesehen  werden  kann  oder  nicht.  Dabei  hat  als 
zerstreut  reflektierende  Fläche  eine  solche  zu  gelten,  welche 
das  unter  einem  beliebigen  Winkel  auf  sie  fallende  Licht  der- 
gestalt zurückwirft,  daß  die  Intensität  des  reflektierten  Lichtes 
nur  eine  Funktion  des  Emanationswinkels  und  nicht 
zugleich  des  Azimuts  ist.^) 

Hierdurch    werden    z.  B.    bereits  alle  mehr  oder  weniger 

^)  Vgl.  z.  B.  F.  Zöllner,  Photometrische  Untersuchungen.  Leipzig 
1866,  S.  18. 

1908.  Sitzangsb.  d.  maih.-pbys.  Kl.  12 
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vollkommen  spiegelndeh  Flächen  ausgeschlossen.  Die  Hellig- 
keitsveränderungen, .  welche  eine  zerstreut  reflektierende  Ober- 
fläche bei  verschiedenen  Inzidenz-  und  Emanationswinkeln  des 
ein-  und  ausstrahlenden  Lichtes  zeigt,  ist  charakteristisch  f5r 
die  Natur  und  physikalische  Beschaffenheit  jener  Oberfläche 
(Zöllner,  a.  a.  0.,  S.  28). 

Unter  den  verschiedenen  Arten  der  Abhängigkeit  der  zer- 
streut reflektierten  Licbtmenge  vom  Emanationswinkel,  welche 
aufgestellt  worden  sind,  spielt  das  sog.  Lambertsche  Gesetz 
eine  besondere  Rolle:  Wird  ein  als  eben  zu  betrachtendes 
Flächenelement  von  der  Größe  df  aus  einer  Entfernung  r  und 
unter  dem  Inzidenzwinkel  i  von  einer  als  punktförmig  gedachten 
Lichtquelle  von  der  Intensität  J  bestrahlt,  so  ist  nach  diesem 
Gesetze  die  unter  dem  Emanationswinkel  e  die  Fläche  ver- 
lassende reflektierte  Lichtmenge  zu  setzen: 

Jr  =     V     COS  l    COS  e. 

Streng  genommen  wird  dieses  Gesetz  von  keiner  reflek- 
tierenden Oberfläche  für  alle  Wertpaare  von  i  und  e  genau 
erfüllt;  es  stellt  vielmehr  eine  Art  ideellen  Grenzfalles  dar, 
doch  sind  gerade  die  Abweichungen  im  Verhalten  der  zerstreut 
reflektierenden  Flächen  von  diesem  Gesetze  sowie  der  Sinn 
dieser  Abweichungen  für  die  Natur  der  einzelnen  Flächen  ein 
wertvolles  Kennzeichen. 

Soviel  mir  bekannt  ist,  sind  für  einzelne  engbegrenzte 
Gebiete  der  Mondoberfläche  z.  B.  die  dunklen  Mareflächen 
detaillierte  Messungen  des  bei  verschiedenen  Beleuchtungs- 
winkeln von  ihnen  reflektierten  Lichtes  und  ein  Vergleich  mit 
irdischen  Substanzen  noch  nicht  angestellt  worden;  seither 
liegen  nur  Messungen  über  das  gesamte,  von  den  Mondphasen 
reflektierte  Licht  vor ;  außerdem  sind  die  C.  W.  Pickeringschen 
vergleichenden  Messungen  einer  größeren  Anzahl  von  Punkten 
der  Mondoberfläche  zu  erwähnen,  welche  bereits  zeigen,  wie 
enorme  Unterschiede  in  der  lichtreflektierenden  Kraft  bei  den 
verschiedenen  Oberflächenmaterialien  vorkommen.  Gerade  solche 
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Vergleichungen  wären  für  das  Studium  der  physischen  Be- 
schaflFenheit  der  Mondoberfläche  von  größtem  Werte.  Indessen 
ist  schon  nach  dem  eingangs  geschilderten  allgemeinen  Ver- 
halten in  der  HeUigkeit  für  die  dunklen  Maregebiete  wenig- 
stens eine  große  Wahrscheinlichkeit  vorhanden,  daß  sie  dem 
Lambert^schen  Oesetze  nicht  folgen.  Bereits  Zöllner 
schloß  aus  dem  starken  Anwachsen  der  Mondhelligkeit  zur 
Zeit  der  genauen  Opposition,  daß  „die  Mondoberfläche  wenig- 
stens zum  Teil  aus  einem  nicht  nur  zerstreut  reflektierenden, 
sondern  gleichzeitig  partiell  spiegelnden  Stoffe  bestehe*  (a.  a.  0., 
S.  111). 

Das  starke  Zurückgehen  der  Mareflächen  auf  den  Photo- 
graphien bei  einigermaßen  höherer  Beleuchtung  gegenüber  der 
optischen  Helligkeit  läßt  schon  ohne  weiteres  vermuten,  daß 
die  Abweichungen  für  die  chemisch  wirksamen  Strahlen  be- 
sonders ausgesprochen  sind. 

Es  war  daher  von  Interesse  zu  untersuchen,  wie  sich  der 
Glasfluß  in  dieser  Hinsicht  verhalte.  Aus  letzterwähntem  Grunde 
habe  ich  von  einer  Photometrierung  Abstand  genommen  und 
das  photographische  Vergleichsverfahren  angewendet.  Zu  diesem 
Zwecke  wurde  eine  besonders  ebene  schmale  vertikale  Zone 
des  Glasflusses  abgegrenzt  und  bei  verschiedenen  Stellungen 
des    vertikalen   Glühfadens    der    Nernstlampe    beleuchtet;    die 

Stellungen    wurden    so    ausgewählt,   daß    der   Ausdruck   — y~ 

denselben  Wert  besaß;  die  Kamera  wurde  dem  abgegrenzten 
Oberflächenstücke  senkrecht  (in  2  m  Abstand)  gegenüber  auf- 
gestellt, so  daß  also  bei  allen  Versuchen  e  =  0^  war.  Be- 
nutzt wurde  also  die  in  der  Normalenrichtung  reflektierte 
Lichtmenge 

Jn  =  —9    COS  l. 

An  Stelle  der  Kasette  war  eine  Platte  mit  vertikalem  schmalen 
Ausschnitte  in  die  Kamera  eingesetzt;  die  Mitte  des  Aus- 
schnittes fiel  genau  mit  der  Achse  des  photographischen  Objek- 
tives   zusammen;    der   Ausschnitt    ließ    gerade    das    studierte 

12* 
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Flächenstück  erscheinen.  Hinter  dem  Ausschnitte  wurden  die 
photographischen  Platten  angebracht.  Nach  jeder  Aufnahme 
mit  einem  Werkpaare  (i,  r)  wurde  die  Platte  verschoben  und 
nun  auf  derselben  Platte  eine  andere  Aufnahme  mit  anderer 
Stellung  der  Lichtquelle  (aber  bei  derselben  indizierten  Hellig- 
keit) gemacht.  Es  ist  wichtig,  daß  die  verschiedenen  Teile 
derselben  Platte  auch  an  dieselbe  Stelle  der  Abbildungs- 
ebene gebracht  werden,  da  die  Bildhelligkeit  bekanntlich 
rasch  abnimmt,  wenn  man  sich  aus  der  Objektivachse  seitlich 
entfernt.  Da  auch  die  übrigen  photographischen  Operationen, 
namentlich  die  Entwickelungsdauer,  für  die  verschiedenen  Teile 
derselben  Platte  genau  gleichgestaltet  werden  konnten,  so 
durften  die  Bedingungen  der  Bilderzeugung  als  vollkommen 
identisch  angesehen  werden.  Die  Eonstanz  der  Intensität  J 
der  Lichtquelle  wurde  durch  häufige  Vergleiche  mit  der  Amjl- 
acetatseinheitslampe  unter  Kontrolle  gehalten.  Waren  die  gegen 
das  Objektiv  gesendeten  Lichtströme  in  einem  Versuche 

r  ^ 

On\  =  -T  COStj, 

bei  einem  anderen 

T  '^ 

wn2  =      a    COS  l-j, 

SO  war  auf  einen  gleichen  Grad  der  Plattenschwärzung  an  den 
beiden  entsprechenden  Plattenstellen  zu  rechnen,  wenn  die  Ex- 
positionszeiten t^  und  t^  so  gewählt  wurden,  daß 

gemacht  war,  vorausgesetzt,  daß  man  sich  innerhalb 
derjenigen  Schwärzungsgrenzen  hielt,  in  denen  bei 
der  gewählten  Plattensorte  und  dem  verwendeten  Ent- 
wickeier das  „Reziprozitätsgesetz*  mit  hinreichender 
Genauigkeit  gilt. 

Dieses  Gesetz,  demzufolge  eine  exponierte  photographische 
Platte  caet.  par.  dieselbe  Schwärzung  aufweisen  sollte,  wenn 
das  Produkt  von  auffallender  Lichtmenge  und  Expositionsdauer 
denselben  Wert   besitzt,   gilt   bekanntlich   nur  in   einem   eng- 
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begrenzten  Bereiche.  Nachdem  bereits  früher  Michalke  Ab- 
weichungen bei  schwachen,  Abney  bei  intermittierenden  Be- 
lichtungen nachgewiesen  hatte,  hat  Schwarzschild^)  durch 
eine  sehr  eingehende  Untersuchung  gezeigt,  daß  das  Gesetz 
überhaupt  nicht  streng  gilt,  sondern  durch  ein  allgemeineres 
Schwärzungsgesetz 

zu  ersetzen  ist,  in  welchem  jp  eine  von  der  Plattensorte  ab- 
hängige Konstante  bedeutet.  Durch  eine  Voruntersuchung 
mußte  daher  zunächst  für  die  verwendeten  „ Reformplatten „ 
dieser  Plattenfaktor  ermittelt  bzw.  festgestellt  werden,  inner- 
halb welcher  Belichtungsgrenzen  eine  Abweichung  von  dem 
einfachen  Reziprozitätsgesetze  unterhalb  der  Genauigkeits- 
schwelle des  Vergleichsverfahrens  bliebe.  Dazu  wurden  die 
Entfernungen  derselben  Lichtquelle  bei  senkrechter  Inzidenz 
variiert  und  die  Expositionsdauem  den  verschiedenen  einfallen- 
den Lichtmengen  entsprechend  verändert,  so  daß  gleiche  Pro- 
duktwerte für  die  verschiedenen  Teile  derselben  Platte  in  Be- 
tracht kamen. 

Bei  der  unter  verschiedene  Beleuchtungsverhältnisse  ver- 
setzten Glasoberfläche  wurden  alsdann  nur  solche  Werte  r  und  i 
und  entsprechende  Expositionsdauern  verwendet,  welche  Schwär- 
zungen innerhalb  der  durch  die  Vorversuche  erhaltenen  Skala 
lieferten.  Außerdem  wurde  des  Vergleichs  halber  zu  der  oben- 
erwähnten seitlichen  Abdeckung  rings  um  das  studierte  Flächen- 
stück herum  ein  Material  verwendet,  für  welches  wenigstens  inner- 
halb großer  Grenzen  das  Lambertsche  Gesetz  angenähert  Gültig- 
keit besitzt:  ein  weißer,  ganz  weicher  und  rauher  „Löschkarton*. 

Zahlreiche,  in  dieser  Weise  vorgenommene  Aufnahmen 
haben  nun  das  unzweifelhafte  Resultat  ergeben,  daß  für  die  in 
Rede  stehende  Oberfläche  das  Lambertsche  Gesetz  durch- 
aus  nicht  gilt   und   zwar  auch  dann  nicht,   wenn  die  Ober- 

*)  Karl  Schwarzschild,  Beiträge  zur  photographischen  Photo- 
metrie der  Gestirne.  Publikationen  der  v.  Kuffnerschen  Sternwarte- 
Wien  1900,  5.  Band,  pp.  139,  4». 
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fläche  ziemlich  dicht  bestäubt  ist.  Vielmehr  ergeben  sich  Ab- 
weichungen genau  in  demselben  Sinne,  in  dem  sie  bei  der 
Mondoberfläche  offenbar  vorliegen.  Die  Rolle,  welche  der  Staub 
hierbei  spielt,  scheint  ferner  in  der  Tat  eine  solche  zu  sein, 
wie  sie  oben  (S.  158)  angenommen  wurde:  Gegenseitige  Be- 
schattung und  zerstreute  Reflexion  bei  niederer  Beleuchtung, 
Durchlässigkeit  bei  höherer  Beleuchtung,  so  daß  erst  bei  dieser 
der  photometrische  Charakter  des  Untergrundes  zur  Geltung 
kommt.  Dieser  bedingt  zunächst  ein  starkes  Zurückgehen  der 
reflektierten  Lichtmengen  infolge  teilweisen  Eindringens  der 
Strahlung  und  damit  verbundener  Absorption;  nur  die  in  den 
dunklen  Flächen  sich  entwickelnden  hellen  Streifen  und  Licht- 
flecke erhöhen  ihre  Helligkeit,  erstere  zum  Teil  weit  schneller, 
als  dem  Lambertschen  Gesetze  entsprechen  würde. 

Bei  ihnen  tritt,  wie  oben  (S.  166)  bereits  erwähnt  wurde, 
zum  Teil  eine  Spiegelung  an  Spaltungsflä^hen  im  Innern  ein. 
Die  hellen  Streifen  und  Flecken  verdanken  daher  ihre  starke 
lichtreflektierende  Kraft  ihrem  Aufgelöstsein  in  kleine  und 
kleinste  Splitter.  Hervorzuheben  ist  in  diesem  Zusammenhange 
eine  Bemerkung  von  Zöllner  (Photometrische  Untersuchungen, 
S.  278):  „Hierdurch  würde  also  jener  weiße  Körper,  welcher 
die  hellsten  Stellen  der  Mondobei-fläche  bedeckt,  noch  die 
nähere  Bestimmung  erhalten,  daß  derselbe  von  partiell  spie- 
gelndem, kristallinischen  Gefüge  sein  müsse." 

Bei  nahezu  senkrechter  Inzidenz  (also  in  der  Nähe  der 
„Opposition")  tritt  aber  ein  erhebliches  in  die  Höhegehen  der 
Albedo  auch  bei  den  dunklen  Flächen  ein,  ebenfalls  infolge 
teilweisen  Spiegeleffektes.  Der  Glasfluß  verhält  sich  sonach 
wenigstens  qualitativ  auch  in  dieser  Beziehung  den  dunklen 
Mareflächen  ganz  analog;  ein  weiteres  Eingehen  auf  Einzel- 
heiten dieses  Verhaltens  und  auf  die  quantitative  Seite  wäre 
vorläufig  noch  verfrüht,  ehe  nicht  detaillierte  Messungen  von 
der  Mondoberfläche  vorliegen,  welche  wohl  am  besten  nach 
dem  von  K.  Schwarzschild  ausgearbeiteten  photographisch- 
photometrischen  Verfahren  mittels  geeichten  Schwärzungskeiles 
und  Hartmannschen  Mikrophotometers  durchzuführen  wären. 
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7.  Zum  Schlüsse  möge  noch  die  Frage  gestreift  werden, 
wie  die  Ergebnisse  der  vorstehend  geschilderten  Versuche  mit 
unseren  sonstigen  Kenntnissen  über  die  Natur  des  Mond- 
materiales  zusammenstimmen.  Auch  hierbei  wollen  wir  uns 
im  vorliegenden  beschränken  auf  die  Betrachtung  der  großen 
dunklen  Flächen,  die  man  als  Mare  zusammenfaßt.  Daß  man 
schon  lange  von  der  Vorstellung  einer  wirklichen  Wasser- 
bedeckung abgekommen  ist,  wurde  bereits  oben  erwähnt. 

Aber  einerseits  hat  man  auch  heute  noch  vielfach  an  eine 
Eisbedeckung,  also  an  »zugefrorene  Meere*  gedacht,  anderer- 
seits in  den  Marebecken  , ausgetrocknete  Meere*'  mit  ihren 
Schlammabsätzen  erblicken  wollen. 

Wenn  man  indessen  die  in  Rede  stehenden  Mondregionen 
einem  eingehenden  Studium  unterzieht  und  namentlich  auch 
das  Material  der  photographischen  Aufnahmen  vergleichend 
zusammenstellt,  so  wird  man  immer  mehr  zu  der  Vorstellung 
gedrängt,  daß  man  in  den  Marebildungen  des  Mondes  wohl 
„Überflutungs-Erscheinungen"  vor  sich  hat,  aber  nicht  von 
Wasser,  sondern  von  glutflüssigen,  aus  dem  Innern  her- 
vorgedrungenen, leicht  flüssigen,  aber  schnell  er- 
starrten Magma-  oder  Lavamassen.  Denn  ringsum  haben 
diese  Massen  an  den  Grenzen  ihres  Vordringens  deutliche  Spuren 
des  „Abschmelzens''  der  Mareränder  hinterlassen.  Ich  habe 
diese  Ansicht  schon  früher  ausgesprochen  *)  und  sehe  mit  Freuden, 
daß  vorzügliche  Kenner  des  Mondes,  wie  die  Herausgeber  des 
großen  Pariser  Mondatlas,  Loewy  und  Puiseux,  ebenso  wie 
der  Altmeister  der  Geologie,  Eduard  Sueß,*)  augenscheinlich 
unabhängig  von  meinen  vorausliegenden  Versuchen  und  Er- 
örterungen zu  ganz  ähnlichen  Vorstellungen  gelangt  sind. 

An  vielen  Marerändern  finden  sich  unverkennbare  Hin- 
weise, daß  hier  frühere  Binggebirge  an-  und  teilweise  oder  fast 

*)  H.  Ebert,  Ein  Vorlesungsversuch  aus  dem  Gebiete  der  physi- 
kalischen Geographie  (Bildung  der  Schlammvulkane  und  der  Mondring- 
gebirge).   Ann.  der  Phys.  u.  Chem.  41,  S.  351—363,  vgl.  hier  S.  369,  1890. 

*)  Ed.  Sueß,  Einige  Bemerkungen  über  den  Mond.  Sitz.-Ber.  d. 
Wiener  Akad.,  math.-naturw.  Kl.  104,  Abt.  I,  S.  21—54,  1895. 
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vollkommen  eingeschmolzen  sind.  Dadurch  bedingte  «Ring- 
gebirgsruinen"  finden  sich  in  ganz  typischer  Form  am  Rande 
des  Mare  crisium,  am  Westrande  des  Mare  serenitatis,  im  Mare 
nectaris  (wo  Fracastor  ein  überaus  charakteristisches  Beispiel 
darstellt)  und  ringsum  an  den  Ufern  des  Mare  humorum.  Dort, 
wo  dem  Vordringen  der  Lava  durch  ältere  bereits  erstarrte 
und  verfestigte  Schollen  und  Gebirge  Halt  geboten  wurde, 
finden  sich  ganz  charakteristische  Böschungsverhältnisse.  Ein 
Niederschmelzen  vielleicht  eines  uralten  Stückes  der  »Panzer- 
decke*, das  aus  seiner  Lage  gekippt  ist,  haben  wir  am  Steil- 
abhange  des  Apenninengebirges  vor  uns,  wo  uns  die  den  Hoch- 
gipfeln Bradley  und  Iluygens  vorgelagerten  niedrigeren  Höhen- 
züge wie  Bruchstücke  der  großen  Scholle  erscheinen,  welche 
noch  zum  Teil  aus  dem  erstarrten  Lavasee  des  Mare  imbrium 
herausragen.  Auch  die  „Faben*,  die  charakteristischen  Hellig- 
keitsstufen an  den  Marerändern  deuten  auf  diesen  Prozeß  hin. 
An  einer  Stelle  hervorbrechend,  vermochten  diese  Lavamassen 
vermöge  ihres  großen  Wärmeinhaltes  sich  ringsum  ein  mehr 
oder  weniger  kreisähnliches  Bett  auszuschmelzen,  ehe  sie  er- 
starrten ;  daher  die  charakteristische  runde  Form  vieler,  nament- 
lich der  kleineren  und  augenscheinlich  jüngeren  Mareflächen. 
Auch  für  die  Ursache  des  Hervorquellens  dieser  Magma- 
massen finden  wir  Andeutungen,  wenn  wir  die  Geschichte  des 
Mondes  rückwärts  verfolgen,  etwa  an  der  Hand  der  grund- 
legenden Arbeiten  von  George  Darwin.  Hatte  der  Mond  je 
eine  relative  Achseudrehung  gegenüber  der  Erde,  so  waren 
seine  magmatischen  Massen  starken  Gezeiten  Wirkungen  unter- 
worfen, deren  Gesamthub  im  umgekehrten  Verhältnisse  der 
dritten  Potenz  zu  dem  ehemals  geringeren  Mondabstande  ge- 
steigert war.  In  der  Aquatorgegend  müssen  wir  also  ein  Ge- 
biet großartiger  Zertrümmerungen  und  Überflutungen  durch 
magmatische  Massen  für  die  weit  zurückliegenden  Epochen  der 
Mondentwickelung  annehmen.  In  der  Tat  hat  ja  neuerdings 
Franz  gezeigt,  daß  der  „MaregOrtel"  nahezu  einem  größten 
Kreise  folgt.  Daß  derselbe  nicht  mit  dem  heutigen  Mond- 
äquator zusammenfällt,  kann  sehr  wohl  aus  einer  allmählichen 
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und  späteren  Achsenverlegung  des  Mondkörpers  erklärt  werden, 
von  der  Darwin  gezeigt  bat,  daß  sie  als  eine  Folge  von 
»Gezeitenreibung"  anzusehen  ist. 

Verhältnismäßig  rasch  müssen  die  an  die  Oberfläche  ge- 
drängten Lavamassen  erstarrt  sein.  Bedenkt  man,  daß  das 
für  die  Abkühlung  eines  Weltkörpers  in  erster  Linie  maß- 
gebende Verhältnis  von  Oberfläche  zur  Gesamtmasse  für  den 
Mond  rund  sechsmal  so  groß  als  für  die  Erde  ist,  so  erkennt 
man,  daß  die  Abkühlungsgeschwindigkeit  auch  dieser  aus  dem 
Innern  emporgepreßten  Schmelzflüsse  eine  sehr  erhebliche  ge- 
wesen sein  muß.  Dazu  kommt  noch  der  Mangel  einer  vor 
Ausstrahlung  schützenden  Atmosphäre,  die  auf  dem  Monde, 
wenn  überhaupt  je  in  ausgedehnterem  Maße  vorhanden,  doch 
nie  den  Betrag  an  Dichte  und  Höhe  erreicht  haben  kann,  wie 
auf  der  Erde.  Die  leichten,  der  Oberfläche  des  mit  einer  Er- 
starrungskruste sich  bedeckenden  alternden  Mondes  zunächst 
liegenden  Laven  werden  wie  unsere  Pechsteine,  Obsidiane  und 
Vitrophyre  infolge  der  raschen  Erstarrung  glasartige  Er- 
starrungsprodukte geliefert  haben. 

Leider  versagt  beim  Versuche,  näher  in  die  chemische  wie 
physikalische  Natur  dieser  Produkte  einzudringen,  gerade  das- 
jenige Hilfsmittel,  welches  uns  sonst  sichere  Kunde  von  der 
stofflichen  Beschaflfenheit  fremder  Weltkörper  unter  Vermitte- 
lung  des  Lichtstrahles  gibt,  das  Spektroskop,  hier  vollständig. 
Dagegen  vermögen  außer  der  lichtreflektierenden  Kraft,  der 
Albedo,  welche  Zöllner  im  Mittel  gleich  derjenigen  des  Sand- 
steines oder  Tonmergels  findet,  noch  die  Polarisationsverhält- 
nisse des  reflektierten  Lichtes  einigen  Anhalt  zu  geben. 

J.  J.  L anderer^)  bestimmte  den  prozentualen  Betrag  an 
linear  polarisiertem  Lichte,  welcher  in  dem  vom  zu-  oder  ab- 
nehmenden Monde  nach  dem  Beobachtungsorte  hin  reflektierten 
Gesamtlichte  enthalten  ist  mit  Hilfe  des  Cornuschen  Photo- 
polarimeters.    Bei   demselben   wird  das   durch   eine  viereckige 


^)  J.  J.  Landerer,  Sur  Tangle  de  Polarisation  de  la  Lune.   Gompt. 
rend.  109,  S.  360-362,  1889,  II. 
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Blendenöffnung  gegangene  Licht  vermittelst  eines  WoUastonschen 
Prismas  in  zwei  getrennte  Strahlenbündel  zerlegt,  welche  senk- 
recht zueinander  polarisiert  sind;  die  Polarisationsebene  des 
einen  Bündels  wird  in  die  Reflexionsebene  gebracht.  Dann 
zeigen  die  nebeneinander  liegenden  Bilder  der  Blendenöffnung 
einen  um  so  größeren  Helligkeitsunterschied,  je  größer  der 
Anteil  an  polarisiertem  Lichte  in  dem  untersuchten  Strahlen- 
bündel ist.  Werden  die  beiden  Bilder  also  durch  ein  um  seine 
Achse  drehbares  Nikol  gleich  hell  gemacht,  so  kann  man  aus 
dem  dazu  nötigen  Drehungswinkel  auf  diesen  Auteil  schließen. 

Bei  den  Landererschen  Messungen  war  das  Polarimeter  an 
einem  Fernrohre  von  nur  108  mm  Öffnung  montiert ;  die  Blenden- 
öffnung desselben  war  so  weit,  daß  bei  zunehmendem  Monde 
das  Gesamtareal  der  Maria  nectaris,  foecundidatis,  crisium 
und  tranquillitatis  umfaßt  wurde,  bei  abnehmenden  dasjenige 
des  Mare  humorum,  Oceanus  procellarura  und  des  Mare  im- 
brium.  Indem  die  Einzelbeobachtungen  der  elf  Beobachtungs- 
reihen graphisch  aufgetragen  wurden  (Abszisse:  die  Winkel 
zwischen  den  Richtungen :  Erdmittelpunkt  nach  dem  Mond-  und 
nach  dem  Sonnenzentrum  hin,  Ordinaten:  die  prozentualen 
Anteile  an  polarisiertem  Lichte),  ergaben  sich  für  zu-  und  ab- 
nehmenden Mond  zwei  Kurven  von  analogem  Verlaufe,  die  fELr 
Winkel  von  33®  17'  (±  7')  ein  Maximum  zeigten,  welches  für 
das  letzte  Viertel  höher  lag  als  für  das  erste  (offenbar  weil 
im  ersteren  Falle  größere  Distrikte  an  Mareflächen  Beitrage 
lieferten).  Die  Polarisation  in  unserer  eigenen  Atmosphäre  wurde 
dabei  in  Abzug  gebracht,  so  daß  wir  in  dem  genannten  Betrage 
einen  mittleren  Wert  für  den  Polarisationswinkel  (von  der  reflek- 
tierenden Fläche  aus  gerechnet)  desjenigen  Materiales  erblicken 
dürfen,  welches  den  grauen  Boden  der  Mareflächen  bildet. 

In  einer  zweiten  Arbeit  hat  dann  Landerer*)  eine  Reihe 
von  Eruptivgesteinen  auf  ihre  Polarisationswinkel  hin  unter- 
sucht.   Dieselben  waren  eben  angeschliffen  und,  um  die  Korn- 

1)  J.  J.  Landerer,  Sur  Fangle  de  polarisation  des  roches  ign^es 
et  sur  les  premieres  d^ductions  s^lonologiques  qui  s'y  rapportent.  Compt. 
rend.  101,  Ö.210— 212,  1890,  II. 
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Verschiedenheiten  der  makroskopischen  Struktur  zu  einem  mitt- 
leren Eindruck  auszugleichen,  auf  eine  Drehscheibe  aufgekittet 
worden,  welche  in  rasche  Umdrehung  versetzt  wurde;  das 
kleine,  mit  dem  analysierenden  Nikol  versehene  Fernrohr  wurde 
auf  eine  vom  Zentrum  hinreichend  weit  entfernte  Zone  ein- 
gestellt. Auffallend  ist,  wie  gut  die  Einzelwerte  für  ver- 
schiedene Proben  verschiedener  Herkunft  bei  derselben  Gesteins- 
art untereinander  übereinstimmen,  so  daß  man  in  der  Tat  den 
Eindruck  gewinnt,  als  ob  die  Größe  des  Polarisationswinkels 
als  ein  das  betreffende  Material  von  anderen  Materialien  hin- 
reichend scharf  unterscheidendes  Merkmal  aufgefaßt  werden 
könne.  Das  Gestein,  welches  einen  dem  gefundenen  Mond- 
polarisationswinkel am  nächsten  kommenden  Winkel  ergibt, 
ist  nun  bemerkenswerterweise  gerade  der  Vitrophyr  (-Pj^ond 
=  33M7'  ±  7',  Pvitrophyr  =  33M8'  ±  2',  während  z.  B. 
Basalt  3P  43'  ±  3',  Granit  32«  20'  ±  5'  und  Eis  37^  20'  ±  5' 
liefern).  Wenn  man  diesen  Zahlen  auch  nicht  ein  allzu  großes 
Gewicht  beimessen  und  den  Wunsch  hegen  wird,  derartige 
Messungen  noch  in  ausgedehnterem  Maße  und  speziell  (bei 
langen  Fokal  weiten  und  damit  großen  direkten  Vergrößerungen) 
für  ganz  bestimmte  Marestellen  ausgeführt  zu  sehen,  so 
dürften  diese  Zahlen  doch  bereits  die  Hypothese  einer  » Eis- 
bedeckung"  ausschließen  und  definitiv  auf  die  ,  natürlichen 
Gläser*,  etwa  die  glas-  oder  pechsteinartig  rasch  erstarrten 
sauren  und  leichten  Sanidin-Eruptivgesteine  hinweisen.^) 


^)  Unmittelbar  nachdem  ich  die  oben  dargestellten  Ergebnisse  in 
der  Sitzung  der  Akademie  vorgelegt  hatte,  machte  mich  Herr  Geheimrat 
von  Groth  darauf  aufmerksam,  daß  man  in  der  Tat  glasig  erstarrte 
Schmelzflüsse  gefunden  habe,  deren  meteorischer  Ursprung  jetzt  außer 
jeden  Zweifel  gestellt  ist;  es  sind  dies  die  sog.  «Bouteillensteine*  oder 
»Tektite*,  von  denen  Franz  E.  Sueß  in  seiner  umfessenden  Monographie 
(Jahrb.  der  k.  k.  Geol.  Reichsanstalt,  50,  2.  Heft,  g.  193-382,  1900)  je 
nach  den  Hauptfundorten  drei  Arten  unterscheidet:  die  „Moldavite", 
.Billitonite'*  und  die  »Australite*.  Wenn  wir  uns  auch  heute  nicht  mehr 
der  ehedem  weitverbreiteten  Ansicht  anschließen,  daß  die  Meteorsteine 
Auswürflinge  der  Mondvulkane  seien,  so  ist  doch  der  Nachweis,  daß 
solche  Glasflüsse  wirklich  im  Weltenraume  vorkommen,  für  die  obigen 
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Hieraus  ergibt  sich,  daü  auch  die  letzterwähnten  Tat- 
sachen durchaus  im  Sinne  der  hier  näher  begründeten  An- 
schauung liegen:  Wir  haben  in  den  dunklen  Mareflächen 
des  Mondes  Überflutungen  durch  magmatische  Massen 
vor  uns,  welche  infolge  rascher  Abkühlung  glasig  er- 
starrt sind;  ihre  glasige  Struktur  verleiht  ihnen  einen 
gewissen  Grad  von  oberflächlicher  Pelluzidät. 

Nehmen  wir  dies  an,  so  erklären  sich  viele  von  den  wunder- 
baren „Veränderungen^  in  dem  Aussehen  der  Mondlandschaften 
bei  verschiedenen  Beleuchtungen  ziemlich  leicht  und  unge- 
zwungen in  der  oben  näher  ausgeführten  Weise. 

München,  November  1908. 

Ausführungen  nicht  ohne  Interesse.  Im  Zusammenhange  mit  der  vor- 
liegenden  Untersuchung  war  es  namentlich  von  Wichtigkeit,  über  die 
seither,  wie  es  scheint,  noch  nicht  genauer  festgestellten  optischen 
Eigenschaften  dieser  meteorischen  Gläser  nähere  Auskunft  zu 
erhalten.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  dem  Verfasser  von  Herrn  Gefaeimrat 
von  Groth  in  liebenswürdigster  Weise  ein  Stück  ganz  sicher  echten 
Moldavites  mit  der  Erlaubnis  zur  Verfügung  gestellt,  matte  und  ebene 
Flächen  an  demselben  anzuschleifen.  Das  optische  Verhalten  zeigte  nicht 
nur  mit  demjenigen  des  benutzten  künstlichen  Glasflusses,  sondern  vor 
allem  auch,  was  hier  am  meisten  in  die  Wagschale  fällt,  mit  denjenigen 
des  Mondmateriales  selbst,  soweit  wir  über  dasselbe  ein  Urteil  gewinnen 
können,  auffallende  Ähnlichkeit.  So  ergab  sich  der  Polarisations- 
winkel zu  33^43',  was  von  dem  von  Landerer  gefundenen  Maximal- 
werte 83^  24'  för  den  Mond  nur  um  V*  Grad  abweicht;  auch  die  Albedo 
scheint  sich  von  derjenigen  der  dunklen  Mareflächen  nicht  allzuweit 
entfernt  zu  halten,  soweit  hierüber  zunächst  Schätzungen  einen  ersten 
Anhalt  zu  bieten  vermögen ;  endlich  erinnert  die  dunkelgrüne  Farbe  des 
reflektierten  Lichtes  lebhaft  an  die  charakteristische  Marefärbung.  Die 
Untersuchungen  sollen  daher  namentlich  nach  der  spektrophotometrischen 
Seite  hin  fortgesetzt  werden. 
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Über  eine  Verallgemeinerung  des  Stolz  sehen 
Irrationalitätssatzes. 

Von  Oskar  Perron. 

{Sinffttanfen  6,  D$£emb^.) 

Der  sogenannte  Legen  dresche  Irrationalitätssatz  läßt  sich 
folgendermaßen  formulieren : 

Wenn  in  dem  unendlichen  Kettenbruch 

die  Teilzähler  und  -nenner  ganze  rationale  Zahlen  sind,  welche 
von  einem  gewissen  Index  v  ab  der  Ungleichung 

6r  >  I  «r  i   +  1 

genügen,  so  hat  der  Kettenbruch  einen  irrationalen  Wert;  nur 
wenn  von  einem  bestimmten  v  an  durchweg  a^  <  0,  6^  =  |  a^  |  -}-l 
ist,  so  ist  er  rational. 

In  dieser  Formulierung  sind  die  by  als  positiv  angenommen, 
was  man  ja  stets  erreichen  kann.  Wenn  nun  aber  gleichzeitig 
auch  die  üy  (von  einem  gewissen  Index  an)  alle  positiv  sind, 
so  genügt,  wie  Stolz ^)  erkannt  hat,  für  die  Irrationalität  des 
Kettenbruches  an  Stelle  der  obigen  Ungleichung  schon  die 
folgende : 

by    >    tty  . 

Den  Legen  dreschen  Irrationalitätssatz  habe  ich  kürzlich 
auf  diejenigen  Verallgemeinerungen    der  Kettenbrüche   ausge- 

^)  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik,  Bd.  II,  p.  297. 
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dehnt,  welche  ich  Jacobi-Ketten  genannt  habe.^)  In  dieser  Xote 
will  ich  nun  auch  den  Stolz  sehen  Satz  in  gleicher  Richtung 
yerallgemeinern.  Obwohl  mir  dies  zunächst  leider  nur  für 
Ketten  bis  zur  vierten  Ordnung  gelungen  ist,  so  dürfte  die  Ver- 
öffentlichung doch  nicht  überflüssig  erscheinen.  Um  so  mehr, 
als  meine  Untersuchungen  auch  für  Differenzengleichungen  und 
Ketten  beliebiger  Ordnung  wenigstens  ein  ganz  bemerkens- 
wertes Teilresultat  zutage  forderten.  Anderseits  aber  konnte 
ich  auch  durch  ganz  verwandte  Überlegungen  in  §  3  zwei 
Fragen  zur  Erledigung  bringen,  die  ich  bereits  in  meiner  Ha- 
bilitationsschrift ^)  aufgeworfen  habe,  aber  damals  noch  unent- 
schieden lassen  mußte. 

§  1- 

In  der  Differenzengleichung  r^^  Ordnung 

(1)  D.  +  r  +  br  B^r-X  +  ^'"  J>r^-,  +  •  •  •  +  6 «  2>,  =  0 

mögen  die  Koeffizienten  W^  reell  sein  und  für  alle  v  (=  0,1,2,...) 
den  folgenden  Ungleichungen  genügen : 

(2)  1  >  h^^  >  6W  >  .  .  .  >  ft(r)  >  0. 

Aus  den  Anfangswerten  Do,  Di,  .  .  .  Dr-i  läßt  sich  Ä 
rekursorisch  für  jeden  einzelnen  Wert  von  v  berechnen,  und 
es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  daß  der  absolute  Wert  von  Dr, 
wie  auch  die  Anfangswerte  gewählt  sein  mögen,  unter  einer 
von  V  unabhängigen  Schranke  bleibt. 

Beim  Beweis  dieses  Satzes  genügt  es,  sich  auf  reelle  D^ 
zu  beschränken,  indem  ja  andernfalls  offenbar  der  reelle  und 
imaginäre  Teil  jeder  für  sich   die  obige  Differenzengleichung 


^)  Über  die  Convergenz  der  Jacobi-Kettenalgorithmen  mit  komplexen 
Elementen.  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  37  (1907).  Die  dort  entwickelten 
Begriffsbildungen  muß  ich  hier  als  bekannt  voraussetzen.  Die  Arbeit 
wird  im  folgenden  unter  , Jacobi-Ketten"  zitiert. 

^)  Grundlagen  für  eine  Theorie  des  Ja co bischen  Kettenbruch- 
algorithmus.  Mathematische  Annalen,  Bd.  64  (1907).  Zitiert  unter  »Grund- 
lagen*. 
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erfüllen  müssen.  Wenn  es  r  aufeinanderfolgende  Indices  v  gibt, 
für  welche  Dy  verschwindet,  so  ist  wegen  (1)  für  alle  größeren 
Indices  erst  recht  D^  =  0 ,  und  somit  der  Satz  in  diesem  Falle 
evident. 

Im  anderen  Falle  aber  kann  man  unter  je  r  aufeinander 
folgenden  Werten  von  v  mindestens  einen  finden,  für  den 
Dr^r^  0  ist.  Wegen  (1)  und  (2)  muß  dann  auch  unter  den 
Zahlen 

mindestens  eine  4=  0  und  von  entgegensetztem  Zeichen  wie 
Dv-i-r  sein. 

Man  kann  daher  die  Zahlen  Dy  nach  ihren  Vorzeichen  in 
Gruppen  von   höchstens  r  gleichbezeichneten  zusammenfassen: 

i>o-      A,      •  •  •  A. 


derart,  daß  die  Zahlen  einer  Gruppe  (Zeile  des  Schemas)  gleiches 
Zeichen  haben,  und  insbesondere  die  letzte  Zahl  jeder  Gruppe 
auch  wirklich  von  Null  verschieden  ist,  während  die  Zeichen 
von  einer  Gruppe  zur  folgenden  wechseln.  Es  bilden  also  die 
Größen 

(3)  2>v    D^,    A,,... 

eine  Reihe  von  Null  verschiedener  Zahlen  mit  alternierenden 
Vorzeichen.     Ebenso  sind,  wenn  man 

(4)  D.,  +  A,-i  +  A,-2  +  •  •  •  +  D.,_,+i  =  Mx 
setzt,  auch  die  Zahlen 

Mq,     Jfj,     3/,,  .  .  . 

von  Null  verschieden  und  haben  gleichfalls  alternierende  Vor- 
zeichen. 

Aus  Gleichung  (1)  folgt  speziell  für  v  ~{-  r  =  s^: 
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£  61'^  -  '^  Dsj,  - .  =  0        (wobei  U^y  -  '^  =  1). 

1  =  0 

Wir  wollen  diese  Summe  statt  von  i  =  0  bis  r  ausdehnen 
auf  die  Werte  von  i  =  0  bis  i  =  5a  —  s^-r- 1  —  1 »  was  ohne 
Schaden  geschehen  kann,  wenn  wir  den  dadurch  neu  einge- 
führten Koeffizienten  b  (mit  unterem  Index  >  r)  den  Wert  Null 
beilegen.  Die  so  erweiterte  Summe  zerlegen  wir  dann  in 
r  +  1  Partialsummen : 


•  SO 

n-*;.-i-i       «A-«A-2-i      «A-'A-a-i 

L    +     2:    +    2    +•• 

Hier  sind  nun  die  Dy  in  jeder  einzelnen  Partialsumme 
gleichbezeichnet,  während  die  Zeichen  von  einer  zur  folgenden 
wechseln.  Da  das  erste  Dy  in  jeder  Partialsumme  eine  Zahl 
der  Reihe  (3),  also  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  eine 
solche  Partialsumme  nur  dann  verschwinden,  wenn  ihr  erster 
Koeffizient  h  verschwindet.  Da  aber  dann  die  h  mit  größerem 
unteren  Index  erst  recht  gleich  Null  sind,  so  verschwinden 
dann  auch  alle  folgenden  Partialsummen. 

Nun  ist  die  erste  wegen  ihres  Anfangsgliedes  D,^  offenbar 
von  Null  verschieden.  Daher  ist  es  auch  die  zweite,  weil  sonst 
jede  folgende  gleich  Null  wäre,  und  also  die  Totalsumme  nicht 
verschwinden  könnte.  Die  dritte  Partialsumme  aber  kann  sehr 
wohl  bereits  verschwinden.  Unter  Umständen  können  aber 
auch  alle  von  Null  verschieden  sein  und  bestehen  dann  nur 
aus  je  einem  Glied. 

Für  die  erste  Partialsumme  kann  man  schreiben: 

wobei  ß^^^  ein  Mittelwert  der  Si  —  Sa-i  Koeffizienten 
(5)  fc^A-»-)     für     i  =  0,  1,  2,  .  ..Sa~5a-i-1 

ist.     Ebenso  wird  die  zweite  Partialsumme  gleich: 
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wobei  nun  ßf^  ein  Mittelwert  ist  von: 

(6)  tJ-A-»^)    für   i=zsx  —  sx^i,sx  —  sx^i  +  l,...sx  —  sx^2—l' 

Da  wegen  (2)  die  Zahlen  (5)  größer  sind  als  die  Zahlen  (6), 
so  ist  gewiß  auch: 

In  analoger  Weise  kann  man  nun  auch  alle  folgenden 
Partiahummen  ausdrücken,  so  daß  wir  schließlich,  da  die  Total- 
summe verschwinden  muß,  die  Gleichung  erhalten: 

(7)  /J<f>3f,  +  /J\«^,_,  +  ßf'M,_,  +  ■■.  +  ßf-^M,_^  =  0, 
wobei 

ist.  Hier  konnte  von  der  dritten  Ungleichung  ab  nur  ^  ge- 
schrieben werden,  weil  eventuell  schon  die  dritte  PartiaU 
summe  verechwindet,  und  dann  ist  /K^^=.0  von  i  =  2  ab. 
Wesentlich  ist  aber  für  unsere  Zwecke,  daß  jedenfalls  in  der 
ersten  Ungleichung  die  Gleichheit  ausgeschlossen  ist.   Setzt  man 

ßfM    yi 

und  berücksichtigt,  daß  die  Mx  alternierende  Vorzeichen  haben, 
so  folgt  schließlich  aus  (7): 

(8)  |iifJ-yf|Jlf,_,H-yf|JM,_2i— •+(-l)'y<«|Jf,_J  =  o 

wobei 

(9)  \>yf>yf>yf>.-^>yf>^ 

ist. 

Die  linke  Seite  von  (8)  wird  verkleinert,  wenn  man  y^^^ 
durch  1  ersetzt.  Sie  wird  sodann  weiter  verkleinert  oder 
wenigstens  nicht  mehr  vergrößert,  wenn  man  auch 


yf,  yf.  yf\ 

ersetzt  durch  bzw.: 

yf,  yf,  7f\ 

1908.  SlUnngsb.  d.  m«th.-ph7a.  Kl.  13 
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Endlich  wird,  falls  r  eine  gerade  Zahl  ist,  durch  Weg- 
lassung des  letzten  Gliedes  ebenfalls  keine  Vergrößerung  her- 
beigeführt. Versteht  man  also  unter  g  diejenige  der  zwei 
Zahlen  r,  r  —  1,  welche  ungerade  ist,  so  kommt: 

+  ----+J'fl,I^._,+.|-)'i«JJIf,_,|<0. 

Sind  d^her  X,  v  zwei  beliebige  Indices,  und  k>v7>r, 
dann  ist: 

^^.-■l-|J^f.-2i+y^1J^.-3:-y^1^A-4l+•••-y^-IW-,-.■<o 

Diese  Ungleichungen  multiplizieren  wir  der  Reihe  nach 
mit  den  späterhin  geeignet  zu  wählenden  Multiplikatoren 
^0=^9  ^1«  Qr  '  '  '  Q^'-y^  ^^^  addieren  sie  dann.     Es  entsteht: 

+  (df.-r+,-l  —  dx-r^-i)  I  Jlfy-j+l  ! di_,+,_l  I  -flf,-,  I  <  0, 

wobei 

<^o  =  Po  =  1 

d3  =  e2  +  rf^eo 


ist;  allgemein  wird: 

(11)  ^-^  ^.+y't''^'\-2+yr'''''Q,-.+-^^^^^^ 

Cu  =  0,l,  2,  ...  A-v  +  g-l), 

sofern  nur  diejenigen  q,  deren  Index  in  dieser  Formel  negativ 
oder  >  A  —  V  sein  sollte,  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Nun  versuchen  wir,  die  Multiplikatoren  ^,,  ^„  ...  qi^w 
derart  zu  bestimmen,  daß  die  Größen  Jf^-i,  JfA-2,  ...  M^  aus 
der  Ungleichung  (10)  herausfallen;  es  wird  also: 
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Oder  Mach  (11)  und  weil  do=  1  ist: 

(12)  e.+yr''+^e,._.+yr'-H'e,_4+-+n'_T+'-"e,_,+.  =i 

(jx=^l,2,  ...  X-v). 

Aus  diesen  X  —  v  Gleichungen  gewinnt  man  rekursorisch  ^p 
^j,  ...  ^x-r»  und  die  Ungleichung  (10)  geht  dann  über  in: 

(13)  l^>l|<(l-^A-.+l)|iIfK-l|  +  (dA-.+l-dA-v+2)!JM;-2|  +  --- 

Indes  ist  zu  bedenken,  daß  wir  mit  ^^  nicht  Gleichungen, 
sondern  Ungleichungen  multipliziert  haben,  was  nur  für 
positive  Qft  gestattet  ist  Daher  muß  unser  Verfahren  noch 
dadurch  nachträglich  legitimiert  werden,  daß  wir  die  aus  den 
Gleichungen  (12)  zu  berechnenden  Zahlen  g^  ausdrücklich  als 
positiv  nachweisen;  erst  dann  wird  Ungleichung  (13)  verbürgt 
sein.     Nun  ist  aber  ^o  ^  ^^  ^^^  ^^^^  (1^)' 

also  wegen  (9)  positiv.  Nehmen  wir  an,  es  seien  bereits  alle  q 
als  positiv  erkannt,  deren  Index  <  fx  ist,  so  folgt,  indem  man 
in  (12)  /i  —  2  an  Stelle  von  /i  setzt  und  die  entstehende  Glei- 
chung dann  von  (12)  subtrahiert: 

e,.  =  (1  -  y^"-^'')  e^-,  +  irf-'"^'  -  yf-""^*')  q^.,  +  •  •  • 

so  daß  wegen  (9)  auch  Qft  positiv  ist.    W.  z.  b.  w. 

Dies  gilt  für  die  aus  (12)  berechneten  ^^,  also  für  /i<A—  v, 
während  für  /^  >  A  —  v  bereits  oben  Qf^  =  0  festgesetzt  wurde. 

Was  die  d^  für  fi>X  —  v  anbelangt,  so  gilt  für  sie: 

(14)  0<d,,<Cl     (für^>A-v). 

Denn  die  erste  dieser  zwei  Ungleichungen  ergibt  sich,  nachdem 
ja  die  g  nicht  negativ  sind,  aus  der  Definition  (11);  aber 
außerdem  folgt  aus  (11)  noch  weiter: 


7g-i  i^ft^q^i- 


13* 
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Für  /i>A  —  V  mußten  wir  aber  ^^,  =  0  setzen;  folglich 
wird  dann: 

df^<  df^-2. 

Wegen  dx^v  =  dx.y^i  =  dQ  =  l  ergibt  sich  also: 

d^  ^  1     für     /i  >  A  —  V]  w.  z.  b.  w. 

Aus  (13)  erhält  man  daher  insbesondere  auch: 

Hält  man  hier  v  unverändert  fest,  so  besagt  dies,  daß  M;,, 
also  erst  recht  auch  D^  absolut  unter  einer  von  X  unabhängigen 
Schranke  bleibt.  Soweit  gilt  nun  unsere  ganze  Betrachtung 
auch  noch,  wenn  in  den  Voraussetzungen  (2)  Gleichheit  zuge- 
lassen wird.  Es  ist  dann  nur  in  allen  unseren  Ungleichungen 
das  Zeichen  „<*  zu  ersetzen  durch  „^*^.    Man  erhält  somit: 

Satz  1.  Wenn  die  Koeffizienten  der  Differenzen- 
gleichung 

D^  +  6r>  !),+,„  +  6WD^_,  +  •  • .  +  U;^D,  =  0 

reell  sind  und  den  Ungleichungen 

l>6{->^ftw^...^6(»'>^0 

genügen,  so  bleibt  Dy,  wie  auch  die  Anfangswerte 
jDq,  D,,  .  .  .  Dr-i  gewählt  sein  mögen,  absolut  unter 
einer  von  v  unabhängigen  Schranke. 

Von  jetzt  ab  soll  Gleichheit  wieder  ausgeschlossen  sein. 
Ferner  seien  alle  !)>.  ganze  rationale  Zahlen,  und 

r<:4. 

Dann  behaupte  ich,  daß  identisch  Dy  =  0  ist. 

Es  genügt,  dies  für  v^j^T  nachzuweisen;  denn  für  r<A' 
folgt  es  dann  ohne  weiteres  aus  (1),  weil  ja  U^^  4  0  ist.  Nehmen 
wir  also  an,  die  Dy  verschwinden  nicht  für  alle  hinreichend 
großen  Werte  von  r.  Dann  lassen  sich  wieder  die  Zahlen  Mk 
bilden,  welche  aber  jetzt  von  Null  verschiedene  ganze  ratio- 
nale Zahlen  sind.  Die  Ungleichung  (13)  wird  nun  für  r  =  3 
oder  r  ^  4,  d.  h.  für  g  =  3: 
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I  Jf,  I  <  (1  _  dx-r+^)  \Mr-l\  +  ((*,-.+!  -  dA-.+2)  I  ilfv-2  I 
+  dx-r+2  I  My-3  \ , 

wobei  nach  (14)  die  d  zwischen  0  und  1  liegen,  so  da&  der 
erste  und  dritte  Koeffizient  der  rechten  Seite  jedenfalls  ^0 
sind.  Die  gleiche  Formel  gilt  auch  für  r<3,  wobei  dann 
die  d  genau  gleich  Null  sind. 

Da  die  positiven  ganzen  Zahlen 

\M,\,  \M,\,  \M,\,  .  .  . 

unter  einer  endlichen  Schranke  bleiben,  so  gibt  es  unter  ihnen 
eine  größte,  welche  unendlich  offc  vorkommt.  Sei  M  diese  Zahl, 
so  daß  gewiß  für  große  v 

ist.  Dann  kann  man  die  Indices  v  und  ^(>v)  derart  aus- 
wählen, daß 

wird.     Aus  (15)  folgt  dann: 

M< (l-dx-y+i) I  Jfv-i  I  +  {dx-y^i-dji^y+2)  M  +  dx^y^2\Mr-s\. 

Diese  Ungleichung  wird  noch  verstärkt,  wenn  man  |Jfr_]| 
und  l-Mi^-al»  deren  Koeffizienten  ja  >0  sind,  durch  die  minde- 
stens ebenso  große  Zahl  M  ersetzt.  Dann  erhält  man  aber 
M  <  M,  was  nicht  sein  kann.  Unsere  Annahme  -Dy  4:  0  führt 
also  auf  einen  Widerspruch.     Daher  folgt 

Satz  2.  Wenn  eine  unbegrenzte  Reihe  von  ganzen 
rationalen  Zahlen  D^,  D^,  D,, . . .  einer  Rekursionsformel 
der  Gestalt 

J)y^  +  fti"^  A+r-1  +  b^;^Dy+r-2  +  •  •  •  +  b^;^D^  =  0 

genügt,  wobei 

1>&<,''>>6(*>>..->6W>0 

sein  soll,  so  ist,  wenn  r^ij  notwendig  2)^  =  0  für 
alle  V. 
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§2. 
Wenn  in  einer  Kette  w*®'  Ordnung 
oW    ot»,  af,   .  .  . 
of,  a<^\  af>,  .  .  . 

die  Elemente  a^?'^  ganze  rationale  Zahlen  sind,    welche  den 
Ungleichungen  genügen: 

(16)       0  < af^  <a\''>  <<^^  •  •  •  ^<^  (y  =  0,  1,  2,  .  .  .)» 

so  ist  die  Kette  unbedingt  konvergent.    Setzt  man  demgemäß 


(17) 


CO)    ftCD    a(2) 

0  '   "o  '   "'o  »  •  •  • 


und  allgemein  auch: 

(18) 

so  besteht  das  Öleichungssjstem 


af> 


lio) 


,(« 


aU) 


(A  =  0,  1  2,...), 


(19) 


aW  =  a«'  + 


iW+i) 


(i  =  2,  3, 


n). 


Die  Zahlen  af^  sind  hiebei  in  folgender  Weise  als  Grenz- 
werte definiert:  Bestimmt  man  unendlich  viele  Zahlen  Ä^'^ 
durch  die  Rekursionsformeln: 


(20) 


jp-n+i)  ^  flW^w  ^  aW^<H-i)  -^ oJ,''M<'+") 


(i  =  0,  1,  ...  n;     v  =  0,  1,  2,  ..  .), 
ausgehend  von  den  Anfangswerten: 
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SO  ist: 

(22)  «(0)  =  of  lim  J^         (i  =  1,  2,  .  .  .  n).») 

Da  die  aj"^  und  folglich  auch  AY^  positiv  sind,  so  ist 
gewiß  af^  ^_  0.  In  ganz  entsprechender  Weise  sind  die  aS^^ 
zu  definieren,  und  daher  ist  auch  af^  >  0  für  alle  Jl,  Man 
kann  aber  gleich  noch  mehr  beweisen.  Aus  der  ersten  der 
Gleichungen  (19)  folgt  nämlich  wegen  der  Voraussetzung  (16): 

af>af^'^af',     also     af<af\ 
Da  dies  für  alle  X  gilt,  so  ist  auch: 

und  aus  (19)  und  (16)  folgt  dann  weiter: 

Dies  gilt  wiederum  für  alle  A;  folglich  ist  auch: 

aa+i)<aa+i), 

so  dag  aus  (19)  und  (16)  ferner  sich  ergibt: 

«2  "2    ^  q(A+1)  ^  ^8     ^  ^a+l)  —-«8    • 

So  fortschließend .  gewinnt  man  die  Reihe  von  Unglei- 
chungen: 

(23)  Q<af<af<af<'^^<af         (A  =  0,  1,  2,  . .  .)• 

Die  Zahlen  af^  drücken  sich  durch  af^  aus  mittels  der 
Formeln  (Jacobi- Ketten,  pag.  414,  Formel  15): 


^)  Über  die  hier  vorkommenden  BegrifPsbildungen  siehe  »Jacobi- 
Ketten",  §  1.  Die  Konvergenz  unter  den  obigen  Voraussetzungen,  d.  h. 
die  Existenz  der  Grenzwerte  (22),  folgt  aus  , Grundlagen*,  pag.  12,  Satz  II. 
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Multipliziert  man  mit  dem  Nenner  herauf  und  setzt  zur  Ab- 
kürzung : 

(24)  af  Af  -  af  J^)  =  Rf         Q  =  J^  5,  .^.  .  n^ 

SO  entstellt: 

(25)  a^^>flJ*>+af)l?<^+^)  +  ..-  +  a(f)ir<*+»)  =  0     (i=l,2,...n). 

Oder  auch,  wenn  maii  durch  aS^^  dividiert  und  abkürzend 

(26)  i)  =  *^     ;i5)  =  e.        (s  =  l,2,...n-l) 


II  n 


setzt: 


(27) 


/i=l,  2,  ...  n\ 
M  =  0,  1,  2,...;' 

wobei  wegen  (23)  die  Ungleichungen  bestehen: 

(28)     l>6{^)>6tA)>...>6<^)>0        (A«0,  1,  2,  ..  .). 

Nach  dem  Satz  1  des  vorigen  Paragraphen  bleiben  daher 
die  Zahlen  Rf^  absolut  unter  einer  von  k  unabhängigen 
Schranke;  es  ist  also: 

\af^Af^  —  af^Af\<C. 

Da  die  Elemente  af^  positive  ganze  Zahlen  sind,  so  wachsen 
die  Af^  mit  X  sehr  rasch  ins  Unendliche;  daher  besagt  die 
letzte  Ungleichung,  daß  die  Zahlen  af^  durch  ihre  „Nähe- 
rungsbrüche'' verhältnismäßig  gut  approximiert  werden;  denn 
der  Fehler  ist: 

C 


<^^)- 
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Von  jetzt  f^b  nehmen  wir  an,  die  Kette  sei  höchstens  von 
der  vierten  Ordnung,  also  n<4.  Dann  läßt  sich  zeigen,  daß 
eine  Relation  der  Form 

PX'  +  Pi af  +  P.aCO)  +  . . .  +  P^aCJ»  =  0 

mit  rationalen  Koeffizienten  Pi,  die  nicht  sämtlich  verschwin- 
den, nicht  existieren  kann.  Denn  angenommen,  dies  wäre  der 
Fall,  so  können  die  P,-  auch  als  ganze  Zahlen  vorausgesetzt 
werden.     Multipliziert  man  dann  mit  Ä^\  so  entsteht: 


isil 


oder  auch  nach  (24): 


(29)        Po«f  ^^  +  i;p,«»^<«-fi;«)-o. 

Setzt  man  daher: 

(30)  aW)SP,4«  =  ö„ 

so  sind  die  Gx  nach  ihrer  Definition  ganze  rationale  Zahlen, 
und  anderseits  ist  wegen  (29): 

G,^ip,mK 

i  =  i        * 

Wenn  man  daher  Gleichung  (27)  mit  P<  multipliziert  und 
dann  nach  i  summiert,  ergibt  sich  fQr  Gx  die  Differenzen- 
gleichung: 

ö.4.+Jf>G^,+«_.+i?'».+«_,+  -  +  6Jf>GA  =  0    (A=0,1.2,...). 

deren  Koeffizienten  den  Ungleichungen  (28)  Genüge  leisten. 

Für  n^4  folgt  aber  hieraus  nach  Satz  2  des  vorigen 
Paragraphen:  G^  =  0  für  alle  X.  Da  nach  (30)  aber  insbesondere 

Ö,  =  <)P„     G,  =  o§»P„...    &,  =  <>P, 

ist,  so  folgt  endlich: 

P,  =  0,     P, -=0,  ...     P„  =  0.     W.  z.  b.  w. 
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Bisher  war  angenommen,  daß  die  ganzen  rationalen 
Zahlen  aj"^  schon  von  v  =  0  ab  den  Ungleichungen  (16)  ge- 
nügen. Das  Resultat  bleibt  aber  das  gleiche,  wenn  dies  nur 
für  v'^N  der  Fall  ist;  doch  muß  dann  für  alle  v  wenigstens 
ajj"^  4=  0  sein.  Eine  rationale  lineare  Gleichung  zwischen  a^^, 
af^,  .  .  .  a^^^  hätte  nämlich  notwendig  eine  ebensolche  zwischen 
a^^\  a[^\  .  .  .  a^^  zur  Folge,  welche  aber  nach  dem  gerade 
Bewiesenen  nicht  bestehen  kann,  wenn  für  v>  N  die  Unglei- 
chungen (16)  gelten.  Für  die  exakte  Durchführung  dieses 
Gedankengangs  verweise  ich,  um  Wiederholungen  zu  vermeiden, 
auf  „Jacobi-Ketten",  pag.  450,  Zeile  3  v.  u.  bis  pag.  451  letzte 
Zeile,  welche  Ausführungen  hier  wortgetreu  zu  wiederholen  sind. 

Es  ergibt  sich  somit  die  folgendeVerallgemeinerung  des  S  tolz- 
schen  Irrationalitätssatzes,  welcher  daraus  für  n=sl  hervorgeht: 

Satz  3.  Wenn  die  Elemente  einer  Kette  von  höch- 
stens vierter  Ordnung 

■  a(0)      /.CD      /.(2) 


»_<4 


ganze  rationale  Zahlen  sind  (a^''^^^  0),  welche  von  einem 
gewissen  Index  v  ab  den  Ungleichungen 

genügen,   so   konvergiert  die   Kette,   und  ihr  Werte- 
system af\  .  .  ,  a^^^  genügt  keiner  Relation  der  Form 

P,««»  +  P,  «f  +  P,<>  +  . . .  +  P^aJ«  -  0 

mit  rationalen,   nicht  sämtlich  verschwindenden  Ko- 
effizienten P,. 

§  3. 

Unter  einer  regelmäßigen  Kette  verstehe  ich  eine  solche, 
bei  der  stets  aj*^  =  1  ist,  während  im  übrigen  aj"^  die  größte 
ganze,  in  a^^  enthaltene  Zahl  sein  muß.    Die  notwendigen  und 


0.  Perron:  Ober  den  Stolzschen  Irrationalitätssatz.  195 

hinreichenden  Bedingungen  (Ungleichungen),  welchen  die  Ele- 
mente a^*  genügen  müssen,  damit  die  Kette  regelmäßig  ist, 
sind  angegeben  in  „Grundlagen^,  pag.  4  unten;  wir  benötigen 
sie  hier  aber  nicht. 

Ein  Spezialfall  des  Stolzschen  Satzes  ist  es,  daß  jeder 
regelmäßige  Kettenbruch  irrational  ist.  Die  Erweiterung  auf 
Ketten  n^^  Ordnung,  welche  besagen  würde,  daß  bei  regel- 
mäßigen Ketten  keine  Relation  der  Form 

P,  +  P,  a{0)  +  p^  aCO)  +  . . .  +  P^  af  =  0 

mit  rationalen  P<  besteht,  ist  aber,  wie  ich  „Grundlagen*, 
pag.  11  gezeigt  habe,  wenigstens  für  w  >  3  nicht  mehr  richtig.*) 
Dagegen  ist,  wie  ich  jetzt  nachweisen  werde,  für  n  =  2,  wel- 
chen Fall  ich  damals  unentschieden  lassen  mußte,  der  Satz 
noch  zutrefiPend. 

Die  Gleichungen  (19)  lauten  für  regelmäßige  Ketten  zweiter 
Ordnung: 

(31)  af)  =  ac^)  +  ^^,     af=^af->r^,    (A  =  0, 1,2,...). 

Da  aber  af^  die  größte  in  af^  enthaltene  ganze  Zahl  ist,  so 
folgt  hieraus: 

a(^+'>  >  1 ,     ati+0  >  a(^+i)  >  0         (A  =  0,  1,  2,  .  .  .), 

oder,  indem  man  i.  an  Stelle  von  A  -|-  1  setzt: 

(32)  af>l,     aC^)>af)>0  (A  =  1,  2,  3,  .  .  .). 

Aus  aS^^>aS{^^  folgt  auch,  indem  man  beiderseits  die  größten 
Ganzen  nimmt: 

(33)  af>af\ 

Die  Gleichungen  (24),  (25)  gehen  über  in: 

(34)  Af^  ^  a(0)  Af  =  JBJ^)  (i  =  1,  2), 

(35)  Hf  +  a{^>  SJ^+i)  +  afHf-^^  =  0         (A  =  0,  1,  2, . .  .). 


*)  Für  n  =  3    ist   das  dort  mitgeteilte  Beispiel  ein  klein  wenig,  zu 
modifizieren ;  es  muß  heißen .  h^  =  b^  statt  &$  >  ^«  i  und  h^  =  0  statt  6|  >  0. 


196        Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  5.  Dezember  1908. 

Ersetzt  man  in  (35)  l  durch  x  + 1  und  eliminiert  dann 
^(^+2)  aus  (35)  und  der  neu  entstehenden  Oleichung,  so  er- 
hält man: 

(36)  fl}^+8)  =  ^^  Hf  +  y,  flj^+n, 

wobei 

(37)  ^,  =  ^^-J-^^,     y,=    '^-^-^-l- 

gesetzt  ist.     Nun  läßt  sich  y)x  mit  Hilfe  von  (31)  noch  etwas 
umformen : 


VA  = 


(«?M-^lir))«?+*>-(^^^^  af^a^^^^^- 


a^> 


Daher  ist: 


Hieraus  folgt,  da  wegen  (32)  und  (33)  in  beiden  Termen  der 
rechten  Seite  der  Zähler  kleiner  ist  als  der  Nenner: 

\(pi  +  yfx\<l. 

Femer  ist  aber  auch: 


(pi  —  Wi  =  - 


woraus  man  ebenso  erhält: 

\<pi  —  V'A  I  <  1 . 
Mit  dem  vorigen  zusammengenommen  ergibt  dies  endlich: 

(38)  \n\-\-\yx\<i. 
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Vermöge  dieses  Resultates  schlielit  man  aus  (36),  daß 
\Hf-*^\  kleiner  ist  als  die  größte  der  zwei  Zahlen  \m^\, 
|SJ^+''|;  und  hieraus  folgt  sogleich,  daß  \Bf'*\  unter  einer 
von  X  unabhängigen  Schranke  bleibt.')  Der  Fehler  der 
Näherungsbrüche  ist  also  wieder: 


7(0)  ' 


'        ^w 


\Ht'\  ^    C 


Wir  nehmen  nun  an,  es  existiere  eine  Gleichung 

mit  ganzen  rationalen  P,.    Multipliziert  man  dann  mit  A^^\  so 
kommt  wegen  (34): 

p^jt^^-  p,(^f)- jf>)  +  p,(4«- jBrw)  =  o. 

Setzt  man  daher  wiederum: 

(39)  P,Hf^  +  P,HW^G,, 
SO  ist  auch: 

(40)  G,  =  P,  Ä^>  +  P,  ^w  +  P,  ^W; 

also   sind   alle  Gx  ganze   rationale  Zahlen.     Für  diese   ergibt 
sich  aber  aus  (39)  und  (36)  die  Rekursionsformel: 

Gi^s  =  9^x67  +  VA  Gx+i . 

Wegen  (38)  ist  also  wieder  |  Gx-^b  \  kleiner  als  die  größte 
der  zwei  Zahlen  \Gx\i  \Gx-^i\;  da  aber  alle  Gx  ganze  Zahlen 
sind,  so  müssen  sie  dann  von  einem  gewissen  Index  X  ab  ver- 
schwinden.    Daher  ist  für  genügend  große  X: 

Oder  auch,  wenn  man  die  Werte  aus  (40)  einsetzt: 


^)  Dagegen  ist  nicht  lim  Hy  =  0,  wie  ich  in  ^ Grundlagen **,  p.  21 
X  =  00 

bis  28  an  einem  Beispiel  dargetan  habe. 
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^^"■^'^^0  +  ^S'+'^^i  +  4'+'^  J'«  =  0. 

Da  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems  gleich  1, 
also  von  Null  verschieden  ist  (, Grundlagen",  pag.  6;  Jocobi- 
Eetten,  pag.  405),  so  folgt  hieraus: 

Po  =  0,     P,  =  0,     P,  =  0. 

Wir  erhalten  somit: 

Satz  4.  Bedeutet  a<,^\  af^  das  Wertesystem  einer 
regelmässigen  Kette  zweiter  Ordnung,  so  besteht  keine 
Relation  der  Form 

P,+  P,aC0)  +  P2a(0)=0 

mit  rationalen,   nicht  sämtlich  verschwindenden  Ko- 
effizienten Pf. 

Ein  periodischer  regelmäßiger  Kettenbruch  ist  stets 
Wurzel  einer  irreduzibeln  quadratischen  Gleichung.  Ahnlich 
besteht  das  Wertesystem  einer  regelmäßigen  periodischen  Kette 
n^^  Ordnung  aus  Zahlen  eines  algebraischen  Körpers,  der  aus 
einer  Wurzel  einer  Gleichung  (n  +  !)*•"  Grades  entspringt. 
Diese  „charakteristische  Gleichung"  kann  aber,  im  Gegensatz 
zu  den  Kettenbrüchen,  für  n  >  3  auch  reduzibel  sein,  so  dafi 
der  Grad  des  Körpers  kleiner  ist  als  n  + 1  (, Grundlagen*, 
pag.  60,  61).  Ob  auch  bei  Ketten  zweiter  Ordnung  die  cha- 
rakteristische Gleichung  reduzibel  sein  kann,  konnte  ich  früher 
nicht  entscheiden.  Aus  Satz  4  folgt  nun  aber  sofort,  daß  sie 
stets  irreduzibel  ist.  Denn  andernfalls  wäre  der  Grad  des 
algebraischen  Körpers,  dem  das  Wertesystem  af\  a^^^  angehört, 
kleiner  als  drei ;  es  müßte  also  eine  rationale  Relation  der  Form 

bestehen,  was  nach  Satz  4  nicht  möglich  ist. 
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Der  Satz  4  und  die  soeben  daraus  gezogene  Folgerung 
zeigen,  daß  die  regelmäßigen  Ketten  zweiter  Ordnung  außer 
den  rein  formalen  Analogien  doch  auch  einige  tiefer  liegende 
Eigenschaften,  die  für  Ketten  höherer  Ordnung  verloren  gehen, 
mit  den  regelmäßigen  Kettenbrüchen,  d.  i.  Ketten  erster  Ord- 
nung, teilen.  Die  wichtigste  Analogie  wäre  freilich  das 
Näherungsgesetz;  aber  gerade  dies  ist  leider  schon  bei  Ketten 
zweiter  Ordnung  nicht  mehr  entsprechend  (, Grundlagen*,  §  6). 
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über  die  Gattung  AUophylus  und  die  Ordnung 
ihrer  Arten, 

Von  L«  Badlkofer. 

{Blngaau/«n  4.  Januar  1909.) 

Die  Gattung  AUophylus  ist  eine  der  artenreichsten  in  der 
Familie  der  Sapindaceen  und  über  den  ganzen  Tropengürtel 
verbreitet. 

Sie  zählt  zur  Zeit  153,  und  einschließlich  einiger  noch  nicht 
genügend  gesicherter,  156  Arten,  von  welchen  51  auf  Amerika 
treffen,  55  auf  Afrika,  50  auf  Asien  und  Ozeanien.  Besonders 
aus  Afrika  ist  noch  eine  wesentliche  Steigerung  dieser  Arten- 
zahl zu  erwarten,  und  vielleicht  wird  einst  AUophylus  die 
artenreichste  Sapindaceen-Oattung  sein. 

Rücksichtlich  des  Artenreichtums  stellen  sich  neben  sie 
die  noch  artenreichere  Gattung  Serjania^  mit  188  Arten,  und 
die  nur  wenig  artenärmere  Gattung  Paullinia,  mit  136  Arten. 
Diese  beiden  Gattungen  gehören  ganz  dem  amerikanischen 
Weltteile  an,  und  von  jeder  hat  sich  nur  je  eine  Art  nach 
Afrika  hinüber  gefunden,  eine  Serjania  nach  Madagaskar  (S. 
PcUmen  Wats.,  in  ihren  madagaskarischen  Exemplaren  von 
Bai  Hon  als  eine  besondere  Art  aufgefaßt  und  S.  cognata  ge- 
nannt), und  eine  PauUinia  nach  den  westlichen  und  östlichen 
Küstenländern  bis  ebenfalls  nach  Madagaskar  (P.  pinnata  Linn. 
emend.,  in  ihrem  Vorkommen  in  Senegambien  bis  Sierra  Leone 
und  dem  Kongo-Gebiete  früher  ebenfalls  als  besondere  Art  be- 
trachtet und  von  Jussieu  als  P.  senegalensis,  von  Schumacher 
und  Thonning  als  P.  uvata,  von  Don  als  P.  africana  be- 
zeichnet). 

1906.  Bitsongsb.  d.  nMtb.-phys.  Kl.  14 
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Während  nun  die  zahlreichen  Arten  dieser  beiden  ameri- 
kanischen Gattungen  sich  rücksichtlich  ihrer  Verwandtschafts- 
verhältnisse ohne  allzu  große  Schwierigkeit  beurteilen  und  in 
verwandtschaftliche  Gruppen,  in  Gattungssektionen,  zusammen- 
fassen ließen  —  zunächst  unter  Rücksichtnahme  auf  die  ver- 
schiedenartige Modifizierung  ihrer  im  wesentlichen  doch  ein- 
heitlichen Fruchtbeschaffenheit  —  ist  ein  Gleiches  zur  Zeit  fSr 
die  Gattung  Ällophylus  noch  nicht  gelungen. 

Die  Unterschiede,  welche  die  aus  einem  2— 3 -knöpfigen 
Fruchtknoten  hervorgehenden,  in  der  Regel  durch  Fehlschlagen 
nur  ein-  oder  zweiknöpfigen,  saftig- drupösen  Früchte  der 
Ällophylus -Arten  darbieten,  sind  fast  nur  Unterschiede  der 
Gröjße,  so  daß  sie  nur  für  die  extremen  Fälle  in  entsprechen- 
der Deutlichkeit  hervortreten.  Die  Form  der  (getrockneten) 
Früchte  wechselt  nur  zwischen  mehr  oder  weniger  obovoider 
oder  kugeliger  Gestalt,  mit  verhältnismäßig  glatter  oder  etwas 
gerippter  Oberfläche.  Der  Bau  derselben  weist  ebenfalls  nur 
quantitative  Unterschiede  auf  in  der  Mächtigkeit  des  ursprüng- 
lich saftigen  von  harzführenden  Zellen  durchsetzten  Frucht- 
fleisches und  des  davon  überzogenen  faserig-sklerencbymatiscfaen 
Fruchtsteines  (Putamens),  der  in  gradweiser  Abstufung  auch 
nur  als  pergamentartiges  Endokarp  sich  darstellen  kann.  Die 
Farbe  der  Frucht,  in  der  Regel  ein  helleres  oder  dunkleres 
Rot,  scheint,  wie  bei  manchen  anderen  Pflanzen  (z.  B.  den  roten 
und  weißen  Johannisbeeren)  beträchtlichen  Schwankungen  unter- 
worfen zu  sein,  so  daß  gelegentlich  ein  und  dieselbe  Art  von 
demselben  Autor  nach  der  Fruchtfarbe  in  zwei  Arten  (unter 
irrigem  Gattungsnamen  als  Ehiis  melanocarpa  E.  Mej.  und  Bhus 
leucocarpa  E.  Mey.)  unterschieden  worden  ist.  Zu  all  dem  kommt 
daß  uns  die  Früchte  nur  in  getrocknetem  Zustande  und  somit 
nach  der  Art  des  Trocknens  in  verschiedener  Weise  verändert 
zukommen,  und  daß,  was  das  Schlimmste  ist,  von  zahlreichen 
Arten  reife  Früchte  in  den  Sammlungen  überhaupt  fehlen. 
Demgemäß  ist  das  Aufsuchen  verwandtschaftlicher  Beziehungen 
nach  dem  Verhalten  der  Frucht,  mag  dasselbe  immerhin  als  im 
Vordergrunde  stehend  betrachtet  werden,  zur  Zeit  undurchführbar. 
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Der  Same  hat  nur  in  einem  Falle  eine  erhebliche  Eigen- 
tümlichkeit aufgewiesen,  nämlich  Behaarung  in  der  Umgebung 
der  Insertionsstelle  bei  A,  occidentcdis  R. 

Auch  die  Blüten  zeigen  nicht  ebenso  deutliche  Verschieden- 
heiten, wie  das  bei  anderen  Sapindaceen-Gattungen  der  Fall  ist, 
bei   welchen   die  bald   mehr   bald  weniger   weitgehende   Ver- 
wachsung bestimmter  Kelchblätter,  die  Ausgestaltung  der  Blu- 
menblätter mit  den  ihnen  zugehörigen  sogenannten  Honigschup- 
pen und  die  Beschaffenheit  des  den  Sapindaceen  eigenen  extra- 
staminalen  Diskus  mit  bald   regelmäßiger  bald   symmetrischer 
Ausbildung  innerhalb  derselben  Gattung  und  mit  verschieden- 
artiger  Entwicklung    zu    sogenannten  Diskusdrüsen    wichtige 
Anhaltspunkte  zur  Erkennung  verwandtschaftlicher  Beziehungen 
darstellen.     Die  Blüten   sind   von  geringer  Größe,   so  daß  die 
im  Aufblühen   begriffenen  kugeligen   Blütenknospen   kaum  je 
über  Senfkorngröße   hinausgehen   und  vielfach   nur  die  Größe 
von  Mohnsamen  besitzen.     Das  läßt  schon  von  vornherein  keine 
leicht  faßbaren  Unterschiede  in  der  Beschaffenheit  der  einzelnen 
Blütenteile   erwarten.      Die    Verwachsung    der    in    der   schief 
symmetrischen  Blüte  als  die  vorderen  (unteren)  erscheinenden 
zwei   Kelchblätter  (des   3.  und  5.)   ist   stets   eine   vollständige 
und  bietet  demgemäß  nicht,  wie  z.  B.  bei  Serjania  und  Patdlinia, 
eine  Handhabe   zur  Gruppenbildung    dar.     Die  Blumenblätter 
zeigen,  außer  in  dem  unwesentlichen  Momente  ihrer  Behaarung, 
kaum  nennenswerte  Unterschiede  in   ihrer  mehr  oder  weniger 
spateiförmigen  Gestalt,  mit  mehr  oder  weniger  langem  Nagel, 
und   in   der    mehr    oder   weniger   weitgehenden  Verwachsung 
ihres  Randes   mit   ihrer   mehr   oder   weniger   tief  gespaltenen 
Honigschuppe.     Die  Fruchtanlage  zeigt   auch,    abgesehen  von 
wechselnder   Behaarung,    eine    große  Einförmigkeit,   und   ge- 
wisse,   nur    gelegentlich    auftretende   Eigentümlichkeiten,   wie 
tiefgehende   Spaltung  des    Griffels   und   Isolierung  der  zu  den 
Spaltteilen  gehörigen   Fruchtknöpfe,   stellen  sich    nur  als  Ab- 
normitäten  dar,   welche   wohl    früher   sogar    zur  Aufstellung 
einer   besonderen   Gattung  (der  Gattung   Schmidelia  Linn. 
mit   zwei    Griffeln)    geführt   haben,   welche    aber  bei  richtiger 

14* 
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Einschätzung  bedeutungslos  sind  in  verwandtschaftlicher  Hin- 
sicht. 

Bei  dieser  Sachlage  muMe,  um  zu  einer  geordneten  Über- 
sicht der  zahlreichen  Arten  zu  gelangen,  das  Hauptgewicht 
auf  die  vegetativen  Merkmale  gelegt  werden,  auf  dieselben 
Merkmale  also,  welche  auch  zur  Unterscheidung  und  Charakteri- 
sierung der  Arten  dienen:  Gestaltung  der  Blätter  und  der 
Infloreszenzen;  Beschaffenheit  der  Zweigoberfläche,  der  Rinde 
und  ihrer  Eorkbildung;  außerdem  anatomische  Charaktere, 
die  aber  auch  nur  in  geringer  Zahl  sich  darboten:  Verschlei- 
mung der  Epidermiszellen  des  Blattes  oder  Mangel  solcher; 
Auftreten  von  Hypoderm  an  der  oberen  Blattseite;  Vorkommen 
von  Kristallen  in  der  unterseitigen  Epidermis  der  Blätter;  Be- 
schaffenheit der  auf  den  Blättern  sich  findenden  kleinen  Drüs- 
chen mit  gelegentlichen  Kristalleinschlüssen ;  verschiedenartiges 
Auftreten  von  Sekretzellen  mit  harzigem  Inhalte  in  dem  Inneren 
des  Blattes,  wie  in  der  Fruchtschale. 

Aber  durch  all  das  ließen  sich  gleichwertige  Haupt- 
gruppen der  Arten,  die  einen  ersten  sicheren  Griff  bei  der  Be- 
stimmung der  Arten  ermöglichen,  nicht  gewinnen.  Denn  in  all 
diesen  Verhältnissen  treten  Schwankungen  auf,  und  auf  keines 
derselben  ist  ein  durchaus  sicherer  Verlaß  zu  nehmen.  So  ist 
ein  gelegentlicher  Übergang  von  unifoliolaten  Blättern  zu  tri- 
foliolaten,  und  letzterer  zu  quinquefoliolaten  bei  derselben  Art 
nicht  ausgeschlossen;  ebenso  nicht  von  einfachen,  unverastelten 
Infloreszenzen  zu  verästelten  und  umgekehrt  von  letzteren  zu 
ersteren;  die  charakteristische,  durch  Eorkbildung  veranlagte  Be- 
schaffenheit und  Färbung  der  fiinde  bei  bestimmten  Arten  tritt  oft 
erst  an  älteren,  mehrjährigen  Zweigen  deutlich  auf  und  läßt  sich 
an  den  häufig  nur  aus  blütentragenden,  jüngsten  Zweigen  bestehen- 
den Herbarmaterialien  nicht  immer  schon  nach  ersten  Anfangen 
sicher  erkennen.  Daraus  resultiert  auch  die  schwankende  Auf- 
fassung der  Arten  durch  verschiedene  Autoren.  Während  die 
einen  sehr  weit  gehen  in  der  Spaltung  der  Arten  und  auf  ganz 
nebensächliche  Verhältnisse  dabei  Gewicht  legen,  sind  andere 
geneigt,  den  Gesamtbestand  sehr  großer  Gebiete,  wie  das  zum 
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Beispiele  für  die  über  ein  Dutzend  betragenden  Arten  des 
britisch-indischen  Gebietes  geschehen  ist,  lediglich  nach  der  Zu- 
sammensetzung des  Blattes  in  höchstens  zwei  Arten  zusammen- 
zufassen. Hier  einen  gangbaren  Mittelweg  zu  finden,  ist,  wie 
bei  allen  formenreichen  Gattungen,  deren  Arten  durch  zahlreiche 
Zwischenformen  verknüpft  sind,  und  die  darnach  als  jüngere, 
in  der  Ausprägung  ihrer  Arten  noch  nicht  genügend  geklärte 
Komplexe  betrachtetzu  werden  pflegen,  außerordentlich  schwierig. 
Unter  diesen  Umständen  mußte  es  noch  als  ein  günstiges 
Verhältnis  betrachtet  werden,  daß  sich  für  die  Bildung  von 
Hauptgruppen  wenigstens  ein  Moment,  wenn  auch  gleichsam 
ein  außerhalb  der  Pflanze  gelegenes  Moment  als  brauchbar 
erwies,  nämlich  die  geographische  Verteilung  der  Arten 
nach  den  verschiedenen  Weltteilen.  Es  zeigte  sich,  daß  bei 
aller  Ähnlichkeit  gewisser,  verschiedenen  Weltteilen  angehöriger 
Arten  doch  keine  amerikanische  Art  als  identisch  mit  einer 
afrikanischen,  keine  afrikanische  als  vollkommen  übereinstim- 
mend mit  einer  asiatischen  sich  darstellte,  wenn  auch  die  Ähn- 
lichkeit zweier  Arten  aus  verschiedenen  Weltteilen  mitunter 
so  weit  gehen  kann,  daß  einem  nicht  genügend  geübten  Auge 
die  Unterscheidung  etwa  untereinander  gemengter  Materialien 
solcher  Arten  sehr  schwer  fallen  dürfte.  Man  kann  vielleicht 
sagen,  daß  diese  geographischen  Gruppen,  so  wenig  das  von 
vornherein  angenommen  werden  mag,  doch  auch  auf  Natürlich- 
keit Anspruch  erheben  können.  Denn  es  ist  nicht  unwahr- 
scheinlich, daß,  wenn  man  auch  nicht  gerade  einen  polyphyle- 
tischen  Ursprung  für  die  Gattung  annehmen  will,  doch  in 
jedem  der  verschiedenen  Weltteile  —  von  welchen  wohl  Amerika 
als  die  Wiege  der  Gattung  zu  betrachten  ist,  in  Hinsicht  auf 
deren  nahe  Verwandtschaft  mit  der  nur  in  Amerika  sich  finden- 
den Gattung  Thauiniu  —  einmal  gegebene  Anfänge  der  Gat- 
tung ihren  gesonderten,  aber  in  analoger  Weise  divergierenden 
Entwicklungsgang  zu  weiteren  Arten  gefunden  haben,  wie  er 
eben  nach  den  Anlagen  der  Gattung  überhaupt  möglich  war, 
etwa  von  kleinblütigen  Arten  zu  großblütigen,  von  kleinfrüch- 
tigen  zu  großfrüchtigen,  von  unifoliolaten  zu  trifoliolatenu.s.  w., 
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und  daß  somit  die  verschiedenen  Arten  desselben  Weltteiles  in 
engem,  genetischem  Verhältnisse  zueinander  stehen,  in  engerem 
als  zu  den  gleichgestaltigen  Arten  der  anderen  Weltteile,  wenn 
auch  ein  gemeinsamer  Charakter  für  die  Arten  je  eines  Welt^ 
teiles  sich  nicht  erkennen  läßt.  Dazu  kommt,  daß  die  Annahme, 
es  sei  für  jeden  besonderen  Oestaltungstjpus  je  eine  Art  von 
einem  zum  anderen  Weltteile  übertragen  worden,  um  dann  in 
diesem  ihre  Umformung  zu  einer  besonderen  Art  zu  erfahren, 
kaum  eine  große  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat;  denn  die 
Verbreitungsmittel  für  die  AUophylus-Arten  erscheinen  nicht 
als  besonders  günstige.  Man  mag  wohl,  da  die  Früchte  von 
Vögeln  genossen  werden  (was  in  dem  von  Gommerson  der 
Gattung  gegebenen  'SeLmen  „Ornitrophe"  zum  Ausdrucke  ge- 
bracht ist),  an  eine  Verbreitung  durch  die  Vogel  weit  denken; 
aber  ob  die  Früchte  von  den  Vögeln  im  ganzen  verschluckt 
werden,  und  ob  dann  das  ziemlich  dünne  Endokarp  im  Kröpfe 
und  Magen  der  Vögel  für  den  Samen  während  des  weiten 
Transportes  genügenden  Schutz  bietet,  darüber  besitzen  wir 
keinerlei  bestimmte  Aufschlüsse. 

Doch,  über  alle  diese  Annahmen  weitere  Klarheit  zu  ge- 
winnen, wird  der  Zukunft  überlassen  werden  müssen. 

Hier  handelt  es  sich  um  eine  Umschau  darüber,  wie  weit 
in  der  Gattung  Allophylus  nach  den  angeführten  Verhält- 
nissen eine  geordnete  Übersicht  über  die  zahlreichen  Arten, 
die  ich  weder  in  zu  engem  noch  in  zu  weitem  Sinne  zu  lassen 
versucht  habe,  sich  gewinnen  ließ. 

Das  zu  zeigen,  dazu  soll  der  folgende  Gonspectus 
specierum  dienen,  dem  ich  zur  Orientierung  über  die  Gattung 
selbst  den  Gattungscharakter  vorausschicke,  und  dem  ich  zur 
Verständigung  über  die  Auffassung  der  einzelnen  Arten  ent- 
sprechende Literaturangaben  mit  den  wichtigsten  Syno- 
nymen folgen  lasse,  oder  fiir  neue  Arten  und  Formen  Namhaft- 
machung  der  betreffenden  Kollektionen. 
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Character  generis. 

Fl ores  spurie  polygami,  oblique  symmetrici,  parvi.  Sep  ala 
coalitione  inferiorum  (3.  et  5.)  completa  4,  concava,  tenera,  late 
imbricata,  interiora  suborbicularia,  ezteriora  (lateralia,  1.  et  2.) 
pauUo  minora,  angustiora,  elliptica.  P  et  ala  4,  versus  sepalum 
4.  conniTentia,  infimi  sede  (inter  sepala  connata)  vacua,  spatbu- 
lata  vel  cochleariformia,  apice  denticulata,  supra  unguem  squama 
parva  bifida  (petalorumlateralium  obliqua)  aucta,  laciniis  incurvis 
apice  incrassato  deorsum  penicillato-barbatis  lateraliter  cum 
petalorum  inde  leviter  infundibuliformium  marginibus  connexis, 
intus  saepius  glandulis  microscopicis  curvatis  omata.  Discus 
parvus,  unilateralis,  supra  petalorum  insertiones  in  glandulas 
obtusas  vel  rectangulares  truncatas  (interdum  coalitas)  tumens, 
glandulis  inferioribus  angustioribus.  Stamina  8  (raro  pauciora), 
cum  pistillo  vel  pistilli  rudimento  ezcentrica,  floris  masculi 
longiora,  exserta,  basi  pilosa;  antherae  breviter  ellipticae,  in- 
trorsae,  medio  dorso  supra  excisuram  profundam  basilarem 
affixae;  pollinis  granula  trigono-placentiformia,  triporosa. 
Germen  transverse  didymum  vel  profundius  2 — 3-lobum  (lobo 
3.  inferiore),  lobis  (loculis)  subglobosis  vel  obovoideis  (basi)  styli 
ope  cohaerentibus,  interdum  stylo  ipso  profundius  fisso  subliberis 
(praesertim  in  floribus  plus  minus  luxuriantibus  —  Schmiddia 
L.);  Stylus  filiformis,  apice  2 — 3-fidus,  cruribus  divaricatis  vel 
recurvatis  intus  stigmatosis;  gemmulae  in  loculis  (lobis)  singulae, 
campylotropae,  apotropae,  adscendentes,  Fructus  2  — 8-vel 
abortu  l-coccus,  coccis  drupaceis  subliberis  obovoideis  vel  sub- 
globosis, siccis  pisiformibus,  putamine  crustaceo,  e  cellulis  scleren- 
chymaticis  fibrosis  aliisque  exterioribus  polygoniis  exstructo, 
extus  basi  et  ad  medianam  saepius  leviter  costato,  intus  laevi- 
gato  glabro.  Semina  obovoidea,  testa  subfusca  tenui  mem- 
branacea,  exarillata,  rarissime  (in  1  tantum  specie  —  A.  occiden- 
teUis)  pilosa.  Embryo  curvatus,  oleoso-cariiosus,  cotyledone 
exteriore  et  interiore  transversim  biplicatis,  radicula  brevi,  plica 
testae  basilari  excepta. 
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Prutices  yel  rarius  arbores,  glabri  vel  varie  induti. 
Rami  in  aliis  speciebus  subere  decolori  sub  epidermide  mox 
evoluto  (corticem  ipsum  fuscum  obtegente)  albicantes,  in  aliis 
cortice  subereque  füsco  obtecti  nigricantes  vel  subfusci  (nee  nisi 
juveniles  epidermide  soluta  sed  adhuc  adhaerente  quodammodo 
argenteo-cinerascentes).  Folia  sparsa,  exsiipulata,  petiolata, 
1 — 3-,  rarius  5-foliolata,  petiolo  supra  piano  vel  canaliculato, 
subtus  conyexo,  apice  vel  basi  quoque  exsiccando  saepius  con- 
stricto;  foliola  petiolulata  yel  subsessilia,  foliorum  1 -foliolatorum 
rudimentis  foliolorum  lateralium  dentiformium  quasi  bistipellata, 
saepius  sat  ampla,  sublanceolata,  lateralibus  plus  minus  inaequi- 
lateris  (latere  exieriore  latiore),  integerrima  yel  serrata,  penni- 
neryia,  submembranacea,  glandulis  microscopicis  clayatis  cur- 
yatis  in  speciebus  nonnullis  crystallophoris,  i.  e.  crystallorum 
concretiones  singulas  in  cellulis  singulis  gerentibus  yel  parvas 
(A.  quaraniäcus,  läqphloeus,  stenodictyus,  altufoUus,  ferru^neus, 
congcHanus,  cahphyUus,  stachyanthus,  montanus^  serrcatus^  serru- 
latus,  sehdosus)  vel  minimas  (A.  fiUger),  praesertim  subtus  ad- 
spersa,  saepe  punctis  (cellulis  secretoriis  prope  paginam  superi- 
orem)  yel  lineis  pellucidis  (utriculis  laticiferis  singulis  yel  paucis 
seriatis  ad  paginam  inferiorem  infra  vel  prope  yenas  sitis) 
notata,  epidermide  (omnium  praeter  A,  oeddentaiem  et  sericeum 
inter  species  americanas,  A.  buUatum,  Zenkeri  et  quodammodo 
A.  abyssinict4m  inter  africanas,  A.  larffifoUum  inter  asiaticas) 
mucigera,  aut  hypodermate,  ubi  adest,  mucigero  instructa, 
paginae  inferioris  epidermide  in  nonnullis  sparsim  crystalla  yel 
crystallorum  concretiones  gerente  (A.  strictus,  jamaicensis,  hir- 
tdlfis,  PennUä,  ruUfolius,  rhoiphyüus,  ^ricatus,  Conratd,  trisHs, 
unifciiolatus,  hymenoeaiyx,  javensis,  grossedenUUus,  chlorocarpus, 
concanicus),  in  speciebus  2  (A.  Zenkeri,  montanus)  cellulis  partim 
pachydermicis  iisque  eleganter  plicato-sinuatis  insigni.  Thyrsi 
racemiformes,  cincinnigeri,  ad  axillas  foliorum  singuli,  rarius 
geminati,  simplices  vel  ad  rhacheos  basin  pauciramosi,  yel  ramis 
multis  partim  iterum  ramificatis  in  paniculas  transformati,  cin- 
cinnis  subsessilibus,  rarius  stipitatis,  minutim  bracteatis  et  brac- 
teolatis,  subglomeratim  5 — 6-floris,  superioribus  depauperatis 
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immo  ad  florem  singulum  reductis.  Flor  es  in  ordine  paryi, 
immo  minimi  (in  specierum  conspectu  et  descriptione  magni 
dicti  si  alabastra  anthesi  proxima  semina  sinapis  albae  subae- 
quant,  mediocres  si  semina  sinapis  nigrae,  parvuli  sive  minores 
si  semina  Hyoscyami,  parvi  sive  minuti  si  semina  Papaveris 
aequant),  interdum  iteratim  proliferi  {A.  quercifoüus,  pubenUus, 
punciatus,  peticitUattis,  racemosus),  albi  vel  virides  (in  omni 
parte  cellulis  secretoriis  instructi),  sat  pedicellati,  penduli, 
pedicellis  prope  basin  articulatis;  alabastra  globosa.  Fructus 
plerumque  rubri,  sicci  nigricantes,  nonnullarum  specierum  edules 
(A,  edidiSf  alnifoüus,  serraius  etc.).     Semina  subfusca. 

Species  156  per  totius  orbis  regiones  tropicas  et  sub- 
tropicas  dispersae,  et  quidem  aliae  (51)  Americae,  aliae  (55) 
Africae,  aliae  (50)  Asiae  et  Oceaniae  incolae. 


Conspectas  specierum. 
I.  Species  americanae. 

A.  Folia  1-foliolata,  interdum  rudimentis  foliolorum  lateralium 
aucta 

a.  Foliola  rigide  coriacea,  nervis  lateralibus  crassis;  thyrsi 
simplices  (species  antillanae) 

aa.  Flores    parvi;   foliola  multinervia,   nervis   rectiusculis 
oblique  adscendentibus;  fructus  parvi,  ellipsoidei 

1.  A.  rigidus  Sw. 
bb.  Flores  majores;  foliola  paucinervia 

a.  Foliolorum    nervi    laterales    horizontaliter    patentes; 

rete venarum  laxum    .     .    2.  A.  crassinervis  Badlk. 

ß,  Foliolorum   nervi   laterales   subarcuatim   oblique  ad- 

scendentes;    rete   venarum   arctum;   fructus    majores 

obovoidei 3.  A.  reticulatus  Radlk. 

b.  Foliola  membranacea  vel  chartacea,  nervis  lateralibus  tenui- 
bus;  thyrsi  simplices,  in  una  tantum  specie  (n.  7)  interdum 
ramo  aucti 
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aa.   Thyrsi  breves,  tertiam  foliorum  partem  non  superantes; 

flores  mediocres;  cortex  ramorum  candicans  (sp.  brasi- 

lienses) 

a.  Rami  foliaque  glabra;  folia  et  thyrsi  ad  apices  rajno- 

rum  conferti ;  foliola  sicca  viridia  4.  A.  dioicus  Radlk. 

ß.  Kami  foliaque  glabra;   folia  et  thyrsi  secus  ramulos 

dispersi;  foliola  sicca  atro-fusca,  supra  hypodermatis 

(spurii) Strato unicoinstructa  5.  A.leucocladus Radlk. 

y,  Rami  foliaque  subfusco-velutina 

6.  A.  heterophyllus  Radlk. 
bb.  Thyrsi  longiores,  folia  dimidia  aequantes  vel  superantes, 
interdum  ramo  uno  alterove  aucti,  hirtelli;  foliola  ob- 
ovata  vel  elliptico-oblonga,  sicca  e  viridi  fuscescentia 
(sp.  brasiliensi-peruviana)  7.  A.  amazonicus  Radlk. 
cc.  Thyrai  graciles,  elongati,  folia  aequantes  vel  superantes; 
flores  parvi;  foliola  elliptica,  utrinque  acutata,  supra 
hypodermatis   strato  unico  instructa,   sicca  fusca  (sp. 

venezuelana) 8.  A.  acutatus  Radlk. 

B.  Folia  S-foliolata 

a.  Thyrsi  simplices  vel  subsimplices 

aa.  Flores  et  fructus  majores;  foliola  sicca  viridia  vel  e 

viridi  pallide  subfusca 

a.  Semen   hispide   pilosum;    rami  cinerascentes;   foliola 

leviter  serrata,  praesertim  subtus  molliter  pubescentia; 

epidermidis  cellulae  non  mucigerae,  paginae  superioris 

polygonrae  (sp.  imprimis  antillana) 

9.  A.  occidentalis  Radlk. 
ß.  Semen  glabrum 

aa,  Rami  fuscescentes ;  foliola  fere  a  basi  inaequaliter 
serrulata,  subtus  vel  supra  quoque  velutino-pubes- 
centia;  epidermidis  cellulae  non  mucigerae,  paginae 
superioris  polygoniae  (sp.  brasiliensi-guianensis) 

10.  A.  sericeus  Radlk. 

ßß,  Rami  e  subfusco  pallescentes;  foliola,  praesertim 

intermedia,   basi  cuneata,  supra  medium   tantum 

grosse  inaequaliter  dentato-serrata,  pubescentia  vel 
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subglabra,  insigniter  crebre  pellucido- punctata; 
epidermidis  cellulae  mucigerae,  paginae  superioris 
sinuatae  (sp.  brasiliensis) 

11.  A.  semidentatus  Radlk. 
yy,  Rami  cinerascentes;  foliola  remote  serrulata,  sub- 
glabra; epidermidis   cellulae  mucigerae,  paginae 
superioris  sinuatae  (sp.  antillano-guatemalensis) 

12.  A.  psilospermus  Radlk. 
bb.  Flores   mediocres,    fructus   sat    magni   vel    mediocres 

(plurium  ignoti) 

a.  Foliola  chartacea,    sicca   atro-fusca    (sp.  brasilienses) 

aa,  Rami  glabri,  cinerascentes;  foliola  v ix  petiolulata, 

glabra,  supra  hypodermatis  strato  unico  instructa; 

fructus globosi, magni  IS.A.leucophloeusRadlk. 

ßß,  Rami  puberuli,  subfusci ;  foliola  petiolulata,  acumi- 

nata,  saepius  in  cuspidem  curvatam  terminata,  sub- 

tus  pubescentia  vel  glabrata 

14.  A.  melanophloeus  Radlk. 
yy,  Rami   petialique  suflFerrugineo-tomentosi;    foliola 
petiolulata,  acute  acuminata,  subtus  sordide  pubes- 
centia,   supra    in   solo    nervo    mediano    tomento 
chryseo  induta    .     15.  A.  chrysoneurus  Radlk. 
ß.  Foliola  coriacea,  sicca  supra  brunneo-,  subtus  alutaceo- 
subfusca,   juniora    (ut    et    rami    juveniles)    velutino- 
tomentosa,  denique  ±  glabrescentia  (sp.  peruviana) 

16.  A.  coriaceus  Radlk. 

y,  Foliola  membranacea,    sicca  quoque   subviridia,   laxe 

puberula    et    in    axillis    nervorum    approximatorum 

plerumque   barbata;   thyrsi  interdum  subramosi  (sp. 

peruviana)     ....      17.  A.  densiflorus  Radlk. 

cc.  Flores   minores;  fructus  nunc  parvi,  nunc    sat  magni 

a.  Gincinni    depauperati,    3 — 2— 1-flori;    foliola   parva, 

subtus  pube  densa  induta  (in  A.  gtuiraniäco  insuper 

ad  nervorum  axillas  barbata) 

aa.  Ramitenues,  ±  flexuosi,  puberuli,  moxsubere ruf ulo 
in   strias  dirupto  tecti;  foliola  chartacea,  fusces- 
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centia,  supra  nitidula,  apice  grosse  obtuse  dentata 
velserrata;  thyrsi  breves,  plerumque  defleii ;  cin- 
cinni  substipitati,  3 — l-flori  (sp.  brasiliensi-argen- 

tina) 18.  A.  guaraniticus  Radlk. 

ßß,  Rami  strictiores,  subcinereo-pubescentes,  adultiores 

subfusci;  foliola  membranacea,  viridia,  opaca,  sub- 

duplicatim    subinciso-serrata;    thyrsi    patuli     vel 

erecti;  cincinni  sessiles,  2  — l-flori  (saepius  mon- 

strosi,  amentifonnes;  sp.  brasiliensis,  resp.  cearensi- 

bahiensis)     ...     19.  A.  quercifolius  Radlk. 

ß,  Cincinni  pluriflori;  foliola  plerumque  majora,  glabra 

vel  parce  puberula,  rarius  subtus  pubescentia 

aa,  Foliola  membranacea  vel  chartacea,  hypodermate 

nuUo 

"^  Rami  cinerascentes,  juniores  subfusci,  petiolique 
minutim  hirtelli;  foliola  membranacea,  obovata, 
intermedium  basi  cuneatum,  subduplicato-serru- 
lata,  glabrata,  nervis  approximatis  strictis  obliquis 
insignia;  fructus  parvi,  piriformes  (sp.  panamensis) 
20.  A.  panamensis  Radlk. 
**  Rami  cinerascentes,  novelli  olivacei  petiolique 
sordide  hirtelli;  thyrsi  densiflori;  foliola  mem- 
branacea, breviter  elliptica,  rarius  elliptico-lan- 
ceolata,  leviter  serrata  yel  crenata,  praesertim 
ad  ;nervos^.utrinque  puberula,  saturate  viridia, 
opaca,  adultiora  subchartacea  nitidula,  subsessilia 
vel  intermedium  petiolulatum ;  fructus  mediocres, 
subglobosi  (sp.  brasiliensis) 

21.  A.  puberulus  Radlk. 
***  Rami  cinerascentes,  novelli  olivacei  petiolique 
glabri  vel  minutim  puberuli;  thyrsi  densiflori; 
foliola  chartacea,  elliptico-oblonga,  serrata  vel 
grosse  (rarius  obsolete)  crenata,  glabra,  sicca  sub- 
fusca,  laevigata,  basi  attenuata  sessilia  (sp.  bra- 
siliensis, resp. bahiensis)  22.  A.laevigatus Radlk. 
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****  Rami  cinerascentes  vel  rubro-fusci,  lenticellosi, 
novelli  subglabri;  thyrsi  laxiflori;  foliola  mem- 
branaceo-chartacea,  lanceolata,  intermedia  cune- 
ata,  basi  attenuata  petiolis  superne  plerumque  ± 
dilatatis  canaliculatis  insidentia,  yix  unquam  vere 
petiolulata,  a  medio  serrata,  glabra  vel  subtus 
pubescentia;  fructus  mediocres,  obovoidei,  cocci- 
Dei  (sp.  brasiliensi-boliviana  et  argentina) 

23.  A.  edulis  Radlk. 
*****  Bami  e  subfusco  cinerascentes;  thyrsi  laxiflori; 
foliola  (saepius  magna)  membranaceo-chartacea, 
ex  elliptico  yeloblongo  late  lanceolata,  petiolulata, 
argute  serrata  vel  subintegerrima,  glabra,  sicca 
subfusca;  fructus  sat  magni,  obovoidei,  aurantiaci 
vel  rubri  (sp.  boliviano-peruviana) 

24.  A.  punctatus  Radlk. 
ßß.  Foliola  coriacea,  hypodermatis  strato  unico  (sparsim 
mucigero)  ad  paginam  superiorem  instructa,  lan- 
ceolata, cuspidata,  breviter  petiolulata,  argute 
serrata,  glaberrima,  crebre  pellucido-punctata, 
sicca  (ramique)  subfusca;  fructus  sat  magni,  ob- 
ovoidei, aurantiaci  (sp.  peruviana) 

25.  A.  peruvianus  Radlk. 
dd.  Flores  perparvi,   immo   minimi  (thyrsi   interdum  ra- 
mulo  1  instructi) ;  fructus  parvi ;  folia  petiolis  brevibus 
insignia;  foliola  sicca  supra  fuscescentia,  subtus  viridia 
a.  Thyrsi  folia  vix  superantes,  stricti,  puberuli,  interdum 
ramulo  erecto  instructi;  flores  perparvi;  fructus  glo- 
bosi;  foliorumepidermis  inferior  sparsim  crystallophora 
(sp.  brasiliensi-boliviana)    .     26.  A.  strictus  Radlk. 
ß.  Thyrsi   folia    parum    superantes,    curvati,    pilis    ad- 
pressis   laxe   adspersi,   interdum    ramulo    patulo    in- 
structi; flores  perparvi;  fructus  —  (sp.  mexicana) 

27.  A.  camptostachys  Radlk. 

y.  Thyrsi  folia  subduplo  superantes,  glabri  vel  puberuli, 

saepius  ramulo  patenti  instructi  vel  in  azillis  foliorum 
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geminati ;  flores  minimi,  confertissimi;  friictus  ex  ob- 
longo  obovati ;  petioli  perbreves ;  foliola  oblonga,  ob- 
tusa  yel  subemarginata  (sp.  brasiliensis) 

28.  A.  leptostachys  Radlk. 
b.  Thyrsi  pauciramosi,  plerumque  raniis  2  instnicti 
aa.  Glabri 
a.  Flores  majores ;  fol]olaelliptico-lanceolata,integerrima, 
vix  petiolulata,  patentinervia,  chartaceo-coriacea,  supra 
hypodermatis   strato   duplici  (inferiore  mucigero)  in- 
strucia  (sp.  jamaicensis)  29.  A.  pachyphyllus  Radlk. 
ß.  Flores  mediocres;  foliola  elongate  lanceolata,  insigniter 
petiolulata,  integerrima  vel  supra  medium  denticulata, 
subcoriacea;  fructus  majusculi  obovati  (sp.  brasiliensi- 
boliviensis)      .     .     .      30.    A.  petiolulatus   Radlk. 
y.  Flores  minuti 

aa.  Foliola  ex  oblongo  cuneata,  vix  petiolulata,  acumi- 
nata,  superne  repando-dentata  (sp.  peruviana) 

31.  A.  floribundus  Radlk. 
ßß.  Foliola    obovato-elliptica,    insigniter   petiolulata, 
obtusa,  integerrima  (sp.  novo*granatensis) 

32.  A.  glabratus  Radlk. 
bb.  Puberuli;  flores  parvi 

a.  Rami  laeves,  lenticellis  subnullis 

aa.  Rami  fusci;  foliola  subintegerrima  (ap.  peruviana) 

33.  A.  leiopfaloeus  Radlk. 
ßß.  Rami    thyrsique   brevissime   canescenti- puberuli; 
foliola   supra   medium   remote   serrulata;  fructus 
parvi,  globosi  (sp.  peruviana) 

34.  A.  scrobiculatus  Radlk. 

ß,  Rami  lenticellosi,  cinerascentes,  apice  thyrsique  hirtelli 

aa,  Foliola  chartacea,  a  basi  crenato-dentata  (sp.  novo- 

granatensis)    .     .     .     .    35.  A.  nitidulus  Radlk. 

ßß.  Foliola    tenuiter    membranacea,     supra    medium 

repando-dentata  (sp.  brasiliensis) 

36.  A.  membranifolius  Radlk. 
y,  Rjimi  lenticellosi,  fusci,  thyrsique  tomentelli;   foliola 
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serrulata;  fructus  mediocres,  obovoidei,  albi  (sp.  novo- 

grauatensi-venezuelana  37.  A.  stenodictyus  Radlk. 

cc.  Subtomentosus,  quoad  ramos  petiolonque  certe,  foliolis 

(supra)  ±  glabratis;   flores   majusculi;  fructus  maximi 

(sp.  guianensis)     ....      38.  A.  robustus  Radlk. 

c.  Thyrsi  pluriramosi,   inferiores   certe   ramis   3 — 6   (infimo 

interdum  ramulo  aucto)  instructi 

aa.  Glabri,  foliolis  subintegerrimis 

a.  Foliola  ex  elliptico  lanceolata,  insigniter  petiolulata, 
epidermide  paginae  inferioris  sparsim  crystallophora ; 
rami  thyrsorum  graciles;  fructus  medioeres,  elongate 
obovoidei  (sp.  jamaicensis)  39.  A.  jamaicensis  Radlk. 
ß.  Foliola  anguste  oblonga,  subcuneata,  breviter  petiolu- 
lata,  hypodermate  interrupto  instructa;  rami  thyrsorum 
crassiores  (sp.  novo-granatensis) 

40.  A.  angustatus  Radlk. 

bb.  Puberulus,  praeter  thyrsos  geminatos  tomentellos  mox 

glabratus;  foliola  minora,   ovalia,   supra   hypodermate 

instructa  (sp.  peruviana)    41.  A.  amentaceus  Radlk. 

cc.  Molliter  pubescentes,  pedunculis  petiolisque  tomentosis 

a.  Flores  parvi 

aa.  Thyrsi  a  medio  ramosi 

*  Pedunculi  petiolique  suflferugineo-tomentosi;  foliola 
petiolulata,  sicca  atro-fusca,  serrulata;  fructus 
parvi,  globosi  (sp.  antillano-mexicana  et  guate- 
malensi-peruviana)      .     .      42.  A.  Gominia  Sw. 

**  Pedunculi  petiolique  cano-tomentosi;  foliola  petio- 
lulata, sicca  viridia,  repando-denticulata  (sp.  novo- 
granatensis)      ....      43.  A.  mollis  Radlk. 
ßß.  Thyi*si  fere  a  basi  ramosi  (ramis  infimis  interdum 
ramulo  auctis) 

*  Thyrsorum  rami  elongati,  graciles,  divaricati 

1.  Pedunculi  petiolique  nee  non  subtus  foliola 
pube  hirtella  cana  induta;  foliola  subsessilia, 
argute  duplicato-serrata  (sp.*  brasiliensi-peru- 
viana)     ...      44.  A.  divaricatus  Radlk. 
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2.  Pedunculi petiolique  minutim  sufferugineo-pube- 

ruli;  foliola  breviter  petiolulata  semilata  Tel 

crenata,   subtus  non    nisi   pube   pulverulenta 

adspersa  (sp. mexicana)  45.  A.  brevipesBadlk. 

**  Thyrsorum   rami  breviores,   crassiusculi,   oblique 

patuli,  pedunculi  petiolique  nee  non  foliola  juniora 

utrinque  pube   incana   subsericea  induta;  foliola 

insignius  petiolulata,  obsolete  serrulata  (sp.ecuado- 

rensis) 46.  A.  incanus  Eadlk. 

ß.  Flores  majores;  thyrsi  fere  a  basi  ramosi  petiolique 
tomento   brevi   cinnamomeo  obducti;  foliola  breviter 
petiolulata,  sicca  saturate  Viridia,  inaequaliter  serru- 
lata (sp.  boliviana)    .    47.  A.  cinnamomeus  Radlk. 
d.  Thyrsi    in   paniculas    transformati   ramis   multis,    partim 
iterum  ramificatis 

aa.  Frutex  glaberrimus  nee  nisi  panicula  fiaccide  ramosa 
pulverulento-puberula  (sp.  peniviana) 

48.  A.  paniculatus  Radlk. 
bb.  Subglabri,   nee  nisi  panicula  fairtella;  foliola  ad  pagi- 
nam   superiorem   hypodermatis   strato   subduplici  (in- 
feriore vel,  ubi  unum  tantum,  hoc  mucigero)  instructa 
a.  Foliola    ex    oblongo    cuneata,    acuminata,     supeiiie 
repando-serrata  (sp.  novo-granatensis) 

49.  A.  Ooudotii  Radlk. 

ß,  Foliola    late    obovata   vel   obovato-oblonga,    remote 

serrulata,   subclathrato-venosa  (sp.   novo-granatensi- 

venezuelana) 50.  A.  exe  eis  us  Radlk. 

cc.  Subtoraentosus,  quoad  peduneulos  petiolosque  certe; 
foliola  crassa,  ex  obovato  elliptica  vel  cuneata,  serru- 
lata, reti  venarum  subtus  prominente  areto  instructa, 
birtello-pubescentia,  denique  ±  glabrata,  supra  hypoder- 
matis strato  duplici  (inferiore  mucigero)  instructa 
(sp.  novo-granatensis)     .     51.  A.  mjrianthus  Radlk. 
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IL  Speoies  africanae. 

A.  Folia  l«foliolata,    interdum  transeuntia  in  3-foliolata  (sp. 
n.  53) 

a.  Thyrsi  simplices  vel  subsimplices 
aa.  Folia  tenuiter  membranacea 

Thyrsi  perbreves,  vix  petiolos  aequantes,  sat  densifiori ; 
flores  minores;  foliola  majuscula,  ex  oblongo  cuneata, 
in  acumen  longiusculum  curvatum  attenuata,  remote 
denticulata,  epidermide  paginae  inferioris  (sparsim) 
crystallophora;  rami  petiolique  hispiduli,  cortice  pal- 
lido  (sp.  guineensis)  .  .  52.  A.  hirtellus  Radlk. 
bb.  Folia  chartacea 

a.  Thyrsi  mediocres,  foliis  plerumque  breviores,  sat 
multifiori ;  flores  majusculi ;  foliola  ex  elliptico  cune- 
ata yel  obovata  (lateralia,  ubi  sunt,  ovalia  vel  rotun- 
data),  apice  obsolete  repando-dentata,  rarius  (in  forma 
3-foliolata)  grossiuscule  serrata,  epidermide  (prae- 
sertim  paginae  inferioris)  sparsim  crystallophora  in- 
signia;  rami  glabri  (nee  nisi  formae  3-foliolatae,  ut 
et  folia,  partim  morbose  tomentosi),  cortice  albicante 
(sp.  madagascariensi-zanzibarica)  53.  A.  Pervillei  Bl. 
ß.  Thyrsi  longiores,  folia  superantes,  laxiflori  (basi  in- 
terdum ramulo  aucti);  flores  magni;  foliola  e  rhombeo 
lanceolata,  fere  a  basi  repando-dentata;  rami  pulve- 
rulento-puberuli,  cortice  sordide  griseo  (sp.  natalensis) 
54.  A.  monophyllus  Radlk. 

b.  Thyrsi  2~pluri-ramosi;  flores  parvi;  foliola  elliptico- 
lanceolata,  remote  serrata,  chartacea;  rami  glabri,  cortice 
nigro-fusco  (sp.  usambarica)  55.  A.  melliodorus  Gilg  msc. 

B.  Folia  3-foliolata  (cf,  supra  sp.  n.  53) 

a.  Thyrsi  simplices  vel  subsimplices  (cfr.  infra  n.  90  A.  afric. 
f.  Senegal.,  91  A.  Zenkeri,  92  A.  griseo-tom.,  99  A.  sa- 
lignus),  in  foliorum  axiUis  solitarii  (rarissime  gemini  in 
n.  59  A.  rubifol.) 

aa.  Foliola   minora,  plerumpue   5  cm  non  superantia  (sp. 
Africae  orientalis  et  australis) 

1906.  SitiQngsb.  d.  math.-phys.  Kl.  1 5 
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a.  Flores  magni,  virescentes;  foliola  rhombea,  irregula- 
riter   grosseque  inciso-dentata    (sp.  kilimandscharicaj 
56.  A.  kilimandscharicus  Taub. 
ß,  Flores  parvi 

aa.  Foliola  rhombea,  obsolete  denticulata  (sp.  aldabrica) 

57.  A.  aldabricus  Eadlk. 

ßß,  Foliola  rhombea,  crenato-denticulata,  pneumaten- 

chymatis   cellulis    erectis    insignia    (sp.   kiliman- 

dscharica) 58.  A.  tenuis  Radlk. 

yy.  Foliola  (praesertim  terminalia)  subrotunda,  in  late 
rhombeum  vel  ovale  yergentia,  puberula  glandu- 
lisque  crebris  longistipitatis  ornata,  epidermide 
paginae  inferioris  sparsim  crystallophora 

1 .  Foliola  membranaceai  apice  dentata  (sp.  abyssinica) 

59.  A.  rubifolius  Engl. 

2.  Foliola  subcoriacea,  subintegerrima  (sp.  soccotrina) 

60.  A.  rhoiphyllus  Balf. 
öd,  Foliola   ex    obovato    cuneata,   apice   crenato-  vel 
subrepando-dentata,  chartacea,  puberala  vel   gla- 
brata  (sp.  usambarico-mosambicensis) 

61.  A.  alnifolius  Radlk. 
€E,  Foliola    (e    rhombeo    vel    obovato-cuneato)    sub- 

lanceolata,  parce  obtuse  dentata  (sp.  capensis) 

62.  A.  decipiens  Kadlk. 
bb.  Foliola  majora  (5—15  cm  longa) 

a.  Flores    magni,    glaberrimi,   virescentes;    thyrsi    folia 

aequantes  vel  quodammodo  superantes,  laxiflori,  at- 

tamen    sat    fioribundi;    foliola    intermedia   rhombea, 

lateralia  ovata,  omnia  remote  argute  repando-dentata, 

coriacea,  sordide  viridia;  rami  subfusci  (sp.  nyassana) 

68.  A.  chaunostachys  Gilg. 

ß.  Flores  majusculi  (sp.  Africae  trop.  orientalis) 

aa.  Thyrsi  folia  superantes,  densiflori  (rami  fusci) 

1 .  Foliola  latiuscula,  intermedia  obovato- vel  elliptico- 

rhombea,   lateralia  ovata,   omnia  acuta,   argute 

serrulata,  subchartacea;  cincinni  pluriflori,  bre- 
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yiter  stipitati,  subreflexi 

64,  A.  macrobotrys   Gilg. 

2.  Foliola  angustiora,  sicca  nigro-fusca 

*  Foliola    lanceolata,    minutim    argute    serrata, 

chartacea,  subtus  in  axillis  neryorum  barbata 

65.  A.  Buchananii  Gilg  msc. 

**  Foliola  (lateralia  certe)  ovaio-lanceolata,  remote 
serrulata,  subcoriacea,  imberbia,  glandulis  mi- 
croscopicis  subtus  crebris  plerumque  geminatis 
iosignia     .     .     66.  A.  didymadenius  Radlk. 

3.  Foliola  sat  angusta,  ovalia  vel  oblonga,  remotius- 
cule  subrepando-dentata,  sicca  flavescenti-viridia 

67.  A.  oreophilus  Gilg. 
ßß,  Thyrsi  folia  superantes,  laxiflori,  glaberrimi  (rami 
nigro-fusci);   foliola  intermedia   lanceolata,   late- 
ralia  OYato-lanceolata  basi   rotundata,   omnia  in 
acumen  longiusculum  angustata 

68.  A.  macrurus  Gilg. 
yy,  ThjTsi  foliis  breviores,  petiolos  aequantes  vel  sub- 

aequantes,  pedicellique  elongati  pulyerulenti  (rami 
subfusci);  foliola  oblongo-lanceolata,  lateralia  in- 
aequilatera  (subsemilunata),  omnia  acumiaata,  in 
petiolulos  angustata,  membranacea 

69.  A.  Volkensii  Gilg. 
Flores  mediocres  (sp.  praeter  n.  72  Africae  trop.  orien- 
talis) 

aa,  Thyrsi  folia   conspicue  superantes,   sat  densiflori 

nee   non   ramuli   novelli   petioli  foliaque  juniora 

utrinque   pilis  ±  ferrugineis   patentibus   velutino- 

tomentosa;  foliola   ovali-lanceolata,    remotiuscule 

denticulati;  rami  adultiores  glabrati,  brunnei;  ala- 

bastra  sericeo-villosa   70.  A.  ferrugineus  Taub. 

ßß.  Thyrsi    folia    aequantes    yel    subaequantes    (yix 

paullulo  superantes  in  n.  72);  alabasrra  glabra 

1.  Foliola  utrinque  molliter  pubescentia,  triste  viri- 

dia,  intermedia  ovali-lanceolata,  serrulato-dentata ; 

15* 
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thjrsi   a   medio   densiflori,  rhachi  pedunculoqne 
aequilongo  griseo-tomentosis;  (rami  non  visi) 

71.  A.  dasystachys  Gilg. 

2.  Foliola  utrinque  glabra,  opaca,  supra  obscure, 
subtus  pallide  viridia,  intermedia  ex  obovato-ob- 
longo  cuneata,  subacuta,  apice  subrepando-deoti- 
culata;  thyrsi  laxiflori  (interdum  ramulo  basali 
aucti)  pedunculo  rhachiquepuberulis;  rami  griseo- 
puberuli  (sp.  huillensis)    72.  A.  Antunesii  Gilg. 

3.  Foliola  utrinque  (praeter  nervorum  axillas  bar- 
batas)  glaberrima,  supra  splendentia,  subfnsca, 
ovali-lanceolata  (breviuscula,  intermedia  5  — 7  cm 
tantum  longa),  supra  medium  obsolete  sub- 
crenato-denticulata,  subtus  glandulis  crebris  saepe 
geminatis  ornata;  tbjrsi  fere  a  basi  densiflori, 
rhachi  griseo-puberula;  rami  atrati 

73.  A.  Ooetzeanus  Gilg. 
d.  Flores  parvi  (sp.  praeter  3  —  n.  75,  77,  78  —  Africae 

trop.  occidentalis   incolae,    1   —  n.  74  —   orientalem 
quoque  aggrediens) 

aa.  Thyrsi  folia  superantes  yel  subaequantes  (petiolis 
certe  longiores) 
1.  Foliola  lateraliaintermediis  multo  breviora,  thyrsi 
densiflori 

*  Foliola  lateralia  auriculiformia,  intermediis  ei 
obovato  cuneatis  5— 10-plo  breviora,  omnia 
serrato-denticulata,  supra  adpresse  pilosa,  sub- 
tus sordide  tomentosa,  glandulis  crebris  lon- 
gissime  stipitatis  ornata;  thyrsi  folia  aequantes, 
immo  subduplo  superantes;  rami  nigro-fusci 
(sp.  congoensi-nyassana) 

74.  A.  congolanus  Gilg. 
**  Foliola   lateralia  intermediis  ex  late  obovato- 

rhombeo  cuneatis  breviter  acuminatis  inaequa- 
liter  serrulatis  2— 3-plo  breviora,  omnia  sub- 
fusca,  supra  ad  nervös  tantum  pilis  fulvis  (ut 
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et  petioli  thyrsique)  adspersa,  nitida,  subtus 
cano-pubescentia;  thjrsi  folia  aequantes  vel 
pauUo  superantes,  spiciformes,  stricti;  rami 
atrati  (sp.  nyassana)  .  .  75.  A.  yeru  Gilg. 
2.  Foliola  lateralia  intermediis  parum  breviora, 
thyrsi  interrupte  florigeri 

*  Foliola  ex  ovali  subrhombea,  utrinque  acuta, 
inaequaliter  subinciso-serrata,  fuscescentia,  supra 
subtusque  pilis  subsetaceis  (ut  et  petioli  thyrsique) 
adspersa,  epidermide  paginae  inferioris  cellulis 
crystallophoris  saepius  geminatis  iusigni;  thyrsi 
spiciformes,  saepius  flaccidi ;  rami  e  griseo  fus- 
cescentes  (sp.  guineensis)76.  A.  spicat  us  Badlk. 

**  Foliola  ex  elongate  rhombeo  sublanceolata,  ar- 
gute  subduplicato-serrata,  saturate  viridia,  supra 
glaberrima,  nitida,  subtus  ad  nervös  pilis  ad- 
spersa, nitidula  (epidermidis  paginae  superioris 
cellulis  amplioribus  insignia);  rami  nigri  (sp. 
usambarica)  .  .  77.  A.  elongatus  Radlk. 
***  Foliola  oblongo-lanceolata,  a  medio  subrepando- 
denticulata,  tenuiter  membranacea,  viridia,  utrin- 
que glabra,  nitidula,  utriculis  laticiferis  crebris 
insignia;  thyrsi  graciles;  rami  cinerei  (sp.  nyas- 
sana) ....  78.  A.  tenuifolius  Badlk. 
ßß,  Thyrsi  petiolos  vix  superantes 

1.  Rami,  thyrsi,  petioli  nee  non  utrinque  ad  nervös 
foliola  oblongo-lanceolata  grossiuscule  dentata 
tenuiter  membranacea  pilis  subsetaceis  patentibus 
hirsuta,  epidermide  paginae  inferioris  cellulis 
crystallophoris  geminatis  insigni  (sp.  kameru- 
nensis)     ....     79.  A.  Conraui  Gilg  msc. 

2.  Rami,  thyrsi,  petioli  nee  non  utrinque  ad  nervös 
foliola  membranacea  puberula 

*  Foliola  intermedia  oblongo-lanceolata,  remote 
denticulata;  thyrsi  cincinnos  infeme  remotius- 
culos  supeme  approximatos  plurifloros  stipitatos 
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deflexos    gerentes;    flores   albidi  sepalis   totis 
minutissime  puberulis  (sp.  angolensis) 

80.  A.  Welwitschii  Gilg. 
**  Foliola  intermedia  subrhombea,  inaequaliier 
subduplicatim  inciso-serrata;  thyrsi  aequaliter 
cincinnigeri,  cincinni  sessilis,  2— 3-flori;  flores 
albi,  sicci  flayescentes,  sepalis  basi  tantum 
minutissime  puberulis  (sp.  congoensis) 

81.  A.  leptocaulos  Radlk. 

b.  Thyrsi  simplices,  in  foliorum  axillis  plerique  gemini  (cfr. 
supra  n.  59  A.  rubifol.  et  infra  n.  83  A.  integrifol.  et  n.  90 
A.  afric),  infimi  solitarii ;  foliola  sat  magna,  intermedia 
ovato-rhombea,  lateralia  OTalia,  omniä  crenato-dentata; 
thyrsi  graciles,  folia  superantes,  glabriusculi;  flores  et 
fructus  parvi;  rami  albicantes  (sp.  insularum  Nosib^  et 
Mayotte  incola) 82.  A.  bicruris  Radlk. 

c.  Thyrsi  superiores  simplices,  inferiores  1— 4-ramosi  vel 
interdum  in  foliorum  axillis  geminati;  foliola  majora,  ovali- 
oblonga,  acuta,  intermedia  longe  petiolulata,  lateralia  ad 
basin  lateris  interioris  angustata  et  saepe  abrupte  ab- 
breviata,  omnia  subintegerrima  (nee  nisi  in  speciminibus 
robustioribus  serrulata),  retivenarum  ±  4-angulariinsignia; 
flores  mediocres;  rami  albicantes  (sp.  mascarensi-madagas- 
carica  et  Africam  continentalem  aggrediens) 

83.  A.  integrifolius  Bl. 

d.  Thyrsi  2-  vel  oo-ramosi  (paniculas  exhibentes),  ramis  in- 
terdum iterum  ramosis,  raro  in  eadem  specie  eramosi 
(cfr.  n.  90  A.  afr.  f.  senegalensis,  n.  91.  A.  Zenkeri,  n.  92 
A.  griseo-tom. ,  n.  99  A.  salignus),  rarissime  gemini  (in 
n.  90  A.  afr.  f.  timboensis  et  senegalensis) 

aa.  Flores  magni  (in  n.  86  alabastra  jurenilia  tan  tum  yisa); 
foliola  magna 
a.  Foliorum  epidermis  mucigera 

aa.  Foliola  ampla,  elliptica,  breriter  acuminata;  thjrsi 
densiflori;  fructus  cocci  oblongi,  magni  (sp.  guine- 
ensis)     ....     84.  A.  grandifolius  Badik. 
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ßß,  Foliola  elongata  rhombeo-lanceolata,  thyrsi  laxi- 
flori,  flaccidi  (sp.  kilimandscharica) 

85.  A.  shirensis  Gilg. 

yy.  Foliola  ovalia,  acuminata,  petiolo  breviora  (subtus 

glandulis  crebris  pachydermicis  ornata);  (sp.  cen- 

trali-africaDa)     .    86.  A.  longipetiolatus  Gilg. 

ß.  Epidermidis   foliorum  cellulae  parvae,   humiles,   non 

mucigerae,  nisi  paucae  perpaulum  in  n.  88;  fructus 

cocci  obovoidei,  majusculi 

aa,  Foliola  obovata,  obsolete  dentata,  adultiöra  ±  bul- 
lata;  fructus  cocci  obovoideo-pyriformes  (sp.  ka- 
merunensis)  .  .  .  87.  A.  bullatus  Radlk. 
ßß.  Foliola  oblongo-lanceolata,(plerumque  grossiuscule) 
remote  serrata;  fructus  cocci  obovoideo-globosi 
(sp.  abyssinico-usambarica) 

88.  A.  abyssinicus  Radlk. 
bb.  Flores  mediocres  vel  minores;  foliola  mediocria;  fructus 
cocci  globosi  vel  obovoidei,  parvi  vel  mediocres 
a.  Rami  fusci 

aa.  Flores  longuis  pedicellati,  quasi  racemosi 

1.  Foliola  obovato-cuneata,  breviter  obtuse  acumi- 
nata, apice  paucidentata,  glaberrima,  laevigata, 
sicca  subfusca  (sp.  Afr.  trop.  occ.  et  centr.) 

89.  A.  Schweinfurthii  Gilg. 

2.  Foliala  nunc  ovali-oblonga,  intermedia  subcune- 
ata,  omnia  a  medio  serrata,  subtus  clathrato-  et 
reticulato-venosa,  glabriuscula  (f.  genuinus),  rarius 
juniora  subtus  subvelutina  (f.  subvelutinus),  vel 
supra  quoque  ut  et  petioli  ramulique  pilis  fiavi- 
dis  induta  (f.  cbrysothrix),  nunc  brevius  ovalia, 
intermedia  cuneato-obovata  apice  rotundata  vix 
serrata  (f.  timboensis)  vel  subrbombea,  obsoletius 
serrato-dentata,  subtus  vix  reticulata,  in  axillis 
nervorum  barbata  (f.  senegalensis);  fructus  parvi 
globosi  (vel  pauUo  majores  subobovoidei  in 
f.  senegalensi) ;    thyrsi     plerumque     2-ramosi, 
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interdum  (f.  senegalensis)  simplices,  interdum 
(f.  timboensis  et  senegalensis)  2—3  in  eadem 
axilla  congesti  (sp.  per  Africam  tropicam  late 
dispersa)    .     .    90.  A.  africanus  Pal.de  BeauT. 

3.  Foliola  ex  ovali  lanceolata,  acuminata,  inter- 
media in  petiolulos  elongatos  ut  et  petioli,  rami 
thyrsique  sordide  subhirsutos  attenuata,  a  medio 
obscure  repando-dentata,  inconspicue  clathrato- 
venosa,  in  nervis  utrinque  puberula,  viridia,  epi- 
dermide  non  mucigera ;  thyrsi  inferiores  interdum 
simplices  (sp.  kamerunensis)  91.  A.  Zenk  eri  Gilg. 

4.  Foliola  ovata,  subacuta,  intermedia  in  petiolulum 
sensim  abruptiusve  attenuata,  crenato-dentata 
vel  subduplicato-serrata,  praesertim  subtus  pube 
grisea  densius  (f.  genuinus)  laxiusve  (f.  glabrior) 
induta;  fructus  cocci  globosi  mediocres  (tbyrsi 
interdum  simplices);  (sp.  Africae  trop.  Orient.) 

92.  A.  griseo-tomentosus  Gilg. 
ßß.  Flores  brevius  pedicellati,  quasi  spicati  (sp.  praeter 
n.  93  Afr.  trop.  Orient.) 

1.  Thyrsi  folia  pauUo  superantes  eorumque  rami  sat 
longi  curvati;  foliola  late  elliptica,  acuminata,  inte- 
gerrima,  chartacea,  pauciueryia,  nervis  arcuatis, 
supra  laevigata,  subtus  laxe  reticulata,  glaberrima 
(sp.  kamerunensis)  93.  A.  campton eurusRadlk. 

2.  Tbyi-si  folia  superantes,  subflexuosi,  ramis  brevi- 
bus  subreflexis;  foliola  oyali-lanceolata,aequaliter 
serrulata,  chartacea,  juniora  utrinque  pube  vires- 
centi-cana  induta,  adultiora  supra  pilis  brevibus 
adpressis  adspersa ,  subtus  griseo  -  tomentosa ; 
fructus  subglobosi,  parvuli 

94.  A.  calophyllus  Gilg. 

3.  Thyrsi  folia  subaequantes ,  rarius  superantes, 
stricti,  ramis  mediocribus  oblique  erectis;  foliola 
ovalia,  subacuta,  subduplicato-serrata,  chartacea, 
supra  parcius,  subtus  dense  griseo-tomentosa  vel 


L.  Radlkofer:  Über  die  Gattung  Allophylus.  225 

subvillosa,  interdum  utrinque  glabrata  (f.  calva) ; 

fructus  (f^®  calvae  tantum  visi)  ellipsoidei  par7i 

95.  A.  stachyanthus  Gilg. 

4.  Thyrsi  foliis  plerumque  breviores,  ramis  longius- 
culisprocurvis;  foliolaovali-rhombea,  triste  viridia, 
subtus  canescenti-puberula,  epidermidis  paginae 
inferioris  cellulis  crystallophoris  creberrimis 

96.  A.  tristis  Radlk. 

5.  Thyrsi  foliis  nunc  breviores  nunc  longiores, 
crassiores,  confertiflori,  1 — pluri-ramosi,  fulvo-to- 
mentosi,floribusinajusculis;  foliola  ovalia  utrinque 
rotundata  yel  subacuta,  intermedia  saepius  obovata, 
crenato-dentata  vel  subintegerrima,  subcoriacea, 
subtus  ad  neryos  fusco-tomentosa  yel  glabrata, 
petioli  ramique  nunc  fulyo-tomentosi  nunc  glabrati 

97.  A.  fulyo-tomentosus  Qilg. 
ß.  Rami  albicantes  teretes,  folia  atro-fusca  (sp.  madagas- 
carienses) 

aa.  Foliola  subtus  hirsuta  (lateralia  latiuscule  oyalia, 
intermedia  suboboyata  in  petiolulum  longiorem 
attenuata,  omnia  breyiter  acuminata,  denticulata; 
rami  supeme,  petioli,  thyrsi  fructusque  (ellipsoi- 
dei) hirsuti  .  .  98.  A.  trichodesmus  Radlk. 
ßß.  Foliola  glaberrima,  supra  laeyigata,  nitida 

1.  Foliola  lanceolata,  in  acumen  obtusiusculum  pro- 
tracta;  fructus  oboyoidei  majores  (thyrsi  interdum 
simplices) 99.  A.  salignus  Bl. 

2.  Foliola  elliptica,  acutiuscule  acuminata;  fructus 
subglobosi,  paryi      .      100.  A.  nigrescens  Bl. 

/.  Rami  albicantes,  apice  sulcati,  angulosi;   folia  supra 
nigricantia,  subtus  pallidiora  (sp.  natalenses) 
aa.  Folia   ramis   subadpressa;  foliola  oblonga  obtusi- 
uscula,  margine  subreyoluto  repando-dentata 

101.  A.  erosus  Radlk. 

ßß.  Folia  patula;   foliola   oyali-lanceolata,   subinciso- 

dentata;    ramuli,   petioli,  thyrsi   nunc    subglabri. 
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nunc  tomentelli,  nunc  hirsuti 

102.  A.  melanocarpus  Radlk. 
cc.  Flores  parvi;  foliola  parva;  fructus  globosi,   perparvi; 
rami  fusci,  pallide  punctati  (sp.  znadagascariensis) 

108.  A.  Bojerianus  BL 
Accedunt  species  3  Africae  tropicae  orientalis  mihi  uon  satis  notae : 
Folia  S-foliolata 

Thyrsi  simplices  folia  superantes;  flores  majusculi;  foliola 
mojora  (6 — 10  cm  longa),  latiuscula 

(104.)  A.  latefoliolatus  Bak.  f. 
Thyrsi  2-ramosi   (interdum  simplices);    flores    mediocres; 
foliola  mediocria,  oblonga,  subcoriacea,  glabra 

(105.)  A.  subcoriaceus  Bak.  f. 
Thyrsi  cxD-ramosi;  flores  mediocres;  foliola  mediocria,  ob- 
longa, papyracea,  pilis  setaceis  albidis  utrinque  adspersa, 
ad  nervum  medianum  subtus  creberrimis  patentibus  ob- 
'sita     .     .     .      (106.)  A.  pseudo-paniculatus  Bak.  f. 

III.  Species  asiaticae  et  oceanicae. 

A.  Folia  1-foliolata,   in    1    sp.  (n.  114    A.  chartac.)   interdum 
partim  3-foliolata 

a.  Flores  magni ;  folia  largissima  (ad  35  cm  longa,  20  lata), 
obovato-elliptica,  acuta,  epidermide  non  mucigera  (sp. 
philippinensis)      ....      107.  A.  largifolius  Radlk. 

b.  Flores  majusculi ;  folia  mediocria  (sp.  zeylanicae) 

aa.  Thyrsi  perbreves,  petiolos  vix  superantes,  dense  cin- 
cinnigeri,  hispiduli 
a.  Rami  petiolique  glabri;  foliola  elliptico-vel  oblongo- 
lanceolata,  interdum  subcuneata,  integerrima  vel  supra 
medium  remote  repando-dentata,  chartacea,  glabra 
(hypodermate  non  nisi  spurio,  i.  e.  staurenchymatis 
Strato  humili  tanninigero,  instructa) 

108.  A.  zeylanicus  L. 

ß.  Rami   petiolique  hispidi;   foliola    oblongo-lanceolata, 

integerrima,  ad  nervös  subtus  vel  supra  quoque  his- 

pida 109.  A.  hispidus  Trim. 


L.  Radlkofer:  Über  die  Gattung  AUophylus.  227 

bb.  Thjrsi    mediocres,    folia    dimidia   subaequantes ,    laxe 
cincinnigeri,  minutim  puberuli  glabrive 
a.  Foliola  lanceolata  vel  cuneata,  apice  remote  repando- 
dentata,   subcoriacea,   glabra,  hypodennate   instructa 

110.  A.  yarians  Radlk. 
ß,  Foliola  ovata,  in  acumen  latiusculura   obtusum  pro- 
tracta,  integerrima,  coriacea,  glabra 

111.  A.  acuminatus  Radlk. 
c.  Flores  mediocres 

aa.  Ck)rtex    albidus;    folia    breviter    petiolata,    mediocria; 
fructus  mediocres  (sp.  pbilippinenses) 
a.  Folia  elliptico-lanceolata,  obsolete  dentata,  chartacea, 
epidermide  inferiore  sparsim   crystallophora;   thyrsus 
brevis      ....      112.  A.  unifoliolatus  Radlk. 
ß,  Foliola  oblique  elliptica,  utrinque  acuta,  remote  den- 
tata,   membranacea;   thjrsi  graciles,   folia  aequantes 

113.  A.  apiocarpus  Radlk. 
bb.  Cortex  subfuscus,  dein  albescens;  folia  longe  petiolata 
magna,  late  lanceolata  vel  elliptica,  repando-dentata 
(interdum  rudimentis  foliolorum  lateralium  parvis  in- 
structa vel  plane  3-foliolata);  thyrsi  filiformes,  saepius 
folia  aequantes;  fructus  permagni  (sp.  sikkimensi-assa- 

mica) 114.  A.  chartaceus  Radlk. 

B.  Folia  3-foliolata  (cfr.  infra  n.  154  A.  dimorphus,  et  ob  folia 
anomale  5-foliolata  n.  118  A.  villosus) 
a.  Thyrsi  simplices  vel  subsimplices  (cfr.  infra  n.  143  A  su- 
matranus  —  146  A.  Rheedii,  153  A.  crenatus),  inter- 
dum geminati  (in  A.  serrato,  racemoso,  ternato,  distachye, 
subfalcato),  rarissime  nonnulli  2-ramosi  (in  A.  subfalcato 
et  A.  javensis  f.  robusta)  vel  (quasi  monströse)  pluri- 
ramosi  (in  A.  dasythyrso) 
aa.  Su£&utex  spithameus  (sp.  siamensis) 

115.  A.  montanus  Will, 
bb.  Fructices  vel  arbores 

a.  Thyrsi    breves,    petiolos   vix    aequantes,    densiflori, 
saepius  deflexi 
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aa.  Flores  magni,  bracteae  breves  (sp.  cochinchinensis) 

116.  A.  graudiflorus  Radlk. 

ßß,  Flores  mediocres,   bracteae  elongatae,    pedicellos 

certe  aequantes;  fructus  cocci  globosi,  mediocres 

1.  Subglaber  (sp.  assamico-burmanica) 

117.  A.  aporeticus  Kurz. 

2.  Villoso-tomentosus,  foliis  interdum  anomale  5- 
foliolatis;  (sp.  bengalensi  -  malaccensis) 

118.  A.  villosus  Bl. 
yy,  Flores  parvi 

1.  Glaberrimus;  rami  stricti,  cortice  mox  albescente, 
lenticellis  crebris  exasperato;  foliola  minora, 
ovalia,  sinuota-dentata,  saturate,  subtus  laete 
yiridia  (sp.  mariana)     .     119.  A.  laetus  Radlk. 

2.  Puberulus;  rami  flexuosi,  cortice  pallescente; 
foliola  majora,  oblonga,  subcrenata,  supra  obscure, 
subtus  pallide  viridia  (sp.  cochinchinensis) 

120.  A.  brachystachys  Radlk. 

3.  Hirsutus;  rami  flexuosi,  cortice  pallescente; 
foliola  niediocria,  oblongo-lanceolata,  aequaliter 
serrato-dentata,  fuscescentia  (sp.  cambodiana) 

121.  A.  hirsutus  Radlk. 
ß,  ThjTsi  mediocres,  certe  in  ramis  robustioribus  petiolos 

superantes 
aa.  Flores  mediocres 

1.  Cortex  albicans;  foliola  subrhombea,  inaequaliter 
et  subangulose  serrato-dentata,  rarius  obtuse 
vel  obsolete  dentata,  plerumque  subtus  canes- 
centi-puberula;  thyrsi  nunc  breviores  densiflori, 
nunc  longiores  sublaxiflori,  raro  geminati,  pu- 
beruli;  fructus  cocci  subglobosi  mediocres  (sp. 
coromandelico-ben  galeusis) 

122.  A.  serratus  Radlk. 

2.  Gortex  pallide  cinnamomeus;  foliola  oblongo- 
lanceolata,   minutim    serrulata,    glabra,    nitida, 
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fuscescentia;  thyrsi  laxiflori  (sp.  cochinchinensis) 

123.  Ä.  fuscus  Radlk. 

ßß.  Plores   parvi;    cortex    subfüscus;    foliola   ovalia, 

serrato-dentata,  subglabra,  utrinque  opaca,  viridia; 

thyrsi  sat  densiflori,  petiolos  nunc  superantes  nunc 

subaequan tes  (sp.  hainanica)  1 24.  A.  y  i  r  i  d i s  Radlk. 

,  Thyrsi  sat  elongati,  folia  subaequantes  vel  quodam- 

modo  superantes 

aa,  Flores    magni,    sepalis    petaloideis    albicantibus; 
rami    glabri,    cortice   albicante;    foliola    obovata, 
rigidiuscule    coriacea,    remote    dentata,    supra    e 
viridi  fuscescentia,  subtus  pallida,  epidermide  in- 
feriore sparsim  crystallophora  (sp.  philippinensis) 
125.  A.  hymenocalyx  Radlk. 
ßß.  Flores  mediocres 
1.  Cortex  fiiscus 

*  Rami  juveniles  nunc  sufFerrugineo-tomentelli, 
nunc  subglabri;  foliola  mediocria,  intermedia 
e  rhombeo  subobovata,  acuminata,  omnia  mu- 
cronulato-serrulata,  nervis  approximatis  oblique 
erectis  rubentibus  insignia,  supra  fuscescentia, 
subtus  rubicunda,  rarius  virentia;  fructus  cocci 
subglobosi,  mediocres  (sp.  nilagirica) 

126.  A.  serrulatus  Radlk. 
*'*'  Rami  glabriusculi ,  immo  glaberrimi;  foliola 
mediocria,  lateralia  oyata,  intermedia  OTalia, 
obtusiuscula,  obtuse  paucidentata  (rarius  acumi- 
nata, serrata),  nervis  remotiusculis  procurvis, 
membranacea,  glabra,  supra  fusca  opaca,  subtus 
pallidiora  nitidula;  fructus  cocci  globosi,  in- 
terdum  majusculi  (sp.  bengalensi-sundaico-cam- 
bodiana)  ....  127.  A.  glaber  Radlk. 
***  Rami  ±,  interdum  dense  sordide  pubescentes; 
foliola  mediocria,  angustiora,  lateralia  angustius 
ovato-lanceolata,  intermedia  utrinque  acuta, 
±  remote  serrulata,  membranacea ,  utrinque  in 


230         Sitzung  der  math.-phjs.  Klasse  vom  5.  Dezember  1908. 

nervis  puberula  vel  supra  in  nervo  mediano 
fulyo-tomentella,  subtus  puberula,  immo  un- 
dique  subvelutina,  supra  fusca  opaca,  subtus 
pallidiora;  thyrsi  sat  graciles  (raro  geminati); 
fructus  cocci  subglobosi  vel  obovoidei,  minores, 
laxe  puberuli  (sp.  malaico-papuana  et  cochin- 
chinensi-philippinensis) 

128.  A.  racemosus  Radlk. 

****  Robustior;  rami  apice  plerumque  pubepulveru- 
lenta  densa  sufferruginea  induti ;  foliola  raajora, 
ampliora,  lateralia  latiuscule  ovata,  basi  plerum- 
que rotundata,  intermedia  subconformia  vel  sub- 
rhombea  basi  angustata,  omnia  plerumque  in- 
signius  repando-dentata,  petiolulis  conspicuis 
rarius  brevibus  su£fulta,  chartacea,  glabriuscula, 
supra  nigrescentia,  subtus  sordide  olivacea  vel 
subfusca;  thjrsi  plerumque  robustiores  (raro 
geminati)  Ductus  cocci  obovoidei  mediocres 
(sp.  sundaico-philippinensis  et  australi-poly- 
nesica)     ....     129.  A.  ternatus  Kadlk. 

2.  Gortex  albicans 

*  Thyrsi  plerique  geminati;  foliola  ovato-lanceo- 
lata  (sp.  silhetensi-bengalensis) 

130.  A.  distachys  Radlk. 

**  Thyrsi    solitarii,    rarissime   gemini,    iuterdum 

basi  breviter  biramosi;  foliola  elongate  lanceo- 

lata,   plerumque   in  acumen  longiusculum  fal- 

catum  protracta  (sp.  khasiensi-bengalensis) 

131.  A.  subfalcatus  Radlk. 
***  Thyrsi  solitarii,  saepius  robustiores,  interdum 
1— 2-ramosi  (in  var.  robusta  BL);  foliola  ob- 
longo-  vel  elliptico-lanceolaia,  repando-dentata 
vel  subintegerrima,  chartaoea  vel  subcoriacea, 
saepius  purpurascenti-subfusca,  epidermide  in- 
feriore crystalla  (etsi  interdum  rarissima)  gereute 
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insignia;   fructus   cocci   obovoidei,  magni  (sp. 
malaccensi-sundaica)    .    132.  A.  javensis  Bl. 
yy.  Mores  parvi 

1.  Gortex  subfuscus;  rami  foliaque  glabra  (sp.  sia- 
mensis)      ....      133.  A.  pallidus  Radlk. 

2.  Cortex  albicans;  rami  foliaque  pilis  subsetaceis 
adspersa  (sp.  pbilippinensis,  resp.  suluensis) 

A.  setulosus  Radlk. 
Thyrsi  praelongi,  folia  plerumque  manifeste  superantes, 
attamen  sat  robusti,  stricti  yel  ±  curvati ;  flores  me- 
diocres 
aa.  Rami  foliaque  subglabra 

1.  Cortex  fuscus;  foliola  latiuscule  ovato-  vel  inter- 
media elliptico-lanceolata,  remote  denticulata, 
breyiter  acuminata  (sp.  papuano-philippinensis) 

135.  A.  leptococcus  Radlk. 

2.  Cortex  pallidus;  foliola  angustius  ovato-  vel 
intermedia  oblongo-lanceolata,  grossiuscule  re- 
pando-dentata,  in  acumen  elongatum  protracta 
(sp.  tonkinensis)      .      136.  A.  caudatus  Radlk. 

ßß.  Rami  foliaque  (praesertim  subtus)densepubescentia ; 

cortex  albicans;  foliola  sublanceolata  (sp.  philippi- 

nensis)      .     .     .      137.  A.  dasythyrsus  Radlk. 

yy,  Rami  subtusque  folia  subvelutina;  cortex  albicans; 

foliola  larga,  suborbicularia,  angulose  dentata,  pube 

prominente  flavide  marginata  (sp.  philippinensis) 

138.  A.  malvaceus  Radlk. 

.  Thyrsi  longissimi,  folia  saepius  subduplo  superantes, 

filiformes,  flexuosi,  nutantes  pendulive;  flores  parvi; 

cortex  albicans  (sp.  philippinenses) 

aa.  Rami  subtusque  folia  subvelutina ;  foliola  inaequalia, 

lateralia   subovalia,   intermedia  subduplo   majora 

ex  elliptico  vel  obovato  cuneata,  subrepando-den- 

tata,  pube  prominente  albide  marginata 

139.  A.  filiger  Radlk. 
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ßß,  Rami  foliaque  subglabra;  foliola  oblongo-lanceo- 
lata  ....  140.  A.  macrostachys  Radlk. 
b.  Thyrsi  pauciramosi,  plenimque  ad  rhacheos  basin  ramis 
2  suboppositis  divaricatis  (rarius  pluribus  in  A.  grosse- 
dentato)  instructi,  raro  geminati  (A.  grossedentatus,  A. 
timorensis  Bl.  em.),  interdum  superiores  simplicati  (A. 
sumatranus,  A.  timorensis  Bl.  em.,  A.  Gobbe,  A.  Rheedii) 
aa.  Flores  majores 

a.  Cortex  fuscus,  dein  cinerascens;  rami  et  folia  glabra, 
thyrsi  sordide  hirtelli;  foliola  rigidiuscule  chartacea, 
grossedentata,  epidermide  inferiore  sparsim  crystallo- 
phora  (sp.  philippinensis) 

141.  A.  grossedentatus  F.-Villar. 
ß,  Cortex  cinnamom  ens,  dense  lenticellosus;  rami,  thyrsi 
petiolique  sordide  hirtelli ;  foliola  subcoriacea,  remote 
obtuse  dentata,  epidermide  inferiore  sparsim  crystallo- 
phora;  fructus  cocci  (submaturi)  fusco-virides  (sp. 
philippinensis)  .  .  142.  A.  chlorocarpus  Radlk. 
y.  Cortex  albicans 

aa,  Rami  thyrsi  et  folia,  rarius  thyrsi  tantum  flaves- 
centi-hirsuti;  foliola  membranaceo-chartacea,  inter- 
dum maxima,  repando-dentata  vel  subintegerrima 
(sp.  sundaico-papuana)  143.  A.  sumatranus  Bl. 
ßß.  Rami  thyrsi  et  folia  glabra,  vel  thyrsi  interdum 
pube  laxa  minuta  adspersi;  foliola  membranacea, 
plerumque  late  ovata  (sat  longa),  sinuata  vel  ob- 
tuse repando-dentata  (sp.  sundaico-polyncsica) 

144.  A.  timorensis  Bl.  em. 
bb.  Flores  parvi 

a.  Cortex  fuscus,  interdum  subargenteo-cinerascens;  rami 
petioli  thyrsique  pube  brevi  ochracea  adspersi,  foliola 
praeter  nervös  puberulos  subglabra,  rarius  subtus 
molliter  pubescentia,  lateralia  ovata,  intermedia  sub- 
rhombea,  omnia  acuta  vel  acute  acuminata,  remote 
serrulata;   flores   subsessiles,  germine  cano-pilosulo; 
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fructus  cocci  parvi  subglobosi  (sp.  zeylanico-travan- 

corensis) 145.  A.  Cobbe  BL 

ß,  Cortex  pallide  ochraceus;  rami  petioli  thyrsique  nee 

non   (praesertim  subtus)   foliola  suflFerrugineo-tomen- 

tosa,  rarius  ±  glabrata,  lateralia  breviter  et  late  ovata, 

intermedia  obovata  vel  omnia  suborbicularia,  breviter 

acuminata,   inaequaliter  serrata ;  flores  sat  pedicellati, 

germine  pilis  flavidis  hispide  setuloso  (sp.  malabarico- 

bombayensis)     ....      140.  A.  Rheedii  Radlk. 

c.  Thyrsi  3 —  oo-ramosi,  paniculiformes,   ramis  inferioribus 

interdum   iterum   ramosis,   raro   in    eadem    specie  thyrsi 

eramosi  (A.  crenatus),  in  1  specie  (A.  longipes)  gemini  ter- 

nive  (i.  e.  adjectis  ad  thyrsum  ramosum  simplicibus  singulis 

binisve  minoribus) 

aa.  Flores  mediocres 

a.  Cortex  fuscus,  lenticellis  rubris  punctatus;  foliola 
subcoriacea,  subtus  rubicunda,  epidermide  inferiore 
sparsim  crystallophora  (sp.  concanica) 

147.  A.  concanicus  Radlk. 
ß,  Cortex  albicans 

aa,  Rami  et  foliola  glabra 

1.  Fructus  magni;  inflorescentiae  (interdum  adjectis 
simplicibus  auctae)  laxiflorae,  longe  pedunculatae; 
foliola  elongate  lanceolata  (sp.  yunnanensis) 

148.  A.  longipes  Radlk. 

2.  Fructus  parvi;  inflorescentiae  densiflorae ;  foliola 
lanceolata  vel  elliptico-lanceolata  (sp.  novo-guine- 
ensis)      .     .     .       149.  A.  micrococcus  Radlk. 

ßß,  Rami  sordide  pulverulento-puberuli ;  foliola  ellipti- 
ca,  praeter  nervorum  axillas  subtus  dense  barbatas 
glabra  (sp.  tahitensis)  150.  A.  tahitensis  Radlk. 

yy,  Rami  pube  brevi  molli  induti;  foliola  subrhombea, 
subtus  mollia  (sp.  tahitensis) 

151.  A.  rhomboidalis  Radlk. 

dd,  Rami  hirtello-puberuü ;  foliola  lanceolata,  praeter 

1908.  SitsongBb.  d.  matb.-phys.  Kl.  16 
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nervorum  axillas  glabra  (sp.  yitiensis) 

152.  A.  yitiensis  Radlk. 

bb.  Flores  parvi;  corfcex  ramorum  pallescens;  thyrsi  inter- 

dum    simplices;   foliola   ovalia  vel  subrhombea,    nunc 

fusco-tomentosa,  nunc  glabra,  crenata  vel  subserrulata 

(sp.  ausfcraliensis)     .     .     .     153.  A.  crenatus  Radlk. 

C.  Folia  (plurima  yel  omnia)  5-foIiolata  (sp.  philippinenses;  ob 

folia  anomale  5-foliolata  cfr.  supra  n.  118  A.  yillosus) 

a.  Folia  3 — 5-foliolata,  foliola  lanceolata,  praeter  intermedium 
subsessilia,  inaequaliter  serrato-dentata,  utrinque  pubes- 
centia 154.  A.  dimorphus  Radlk. 

b.  Folia  5-foliolata,  foliola  angustius  lanceolata,  sat  petiolulata, 
subaequaliter  subrepando-dentata,  utrinque  puberula  Tel 
subglabrata 155.  A.  quinatus  Radlk. 

c.  Folia  5-foliolata,  foliola  subrhombeo-lanceolata,  longius 
petiolulata,  inaequaliter  subinciso-dentata,  utrinque  velutina, 
fusca,  nervis  supra  fulvo-tomentosis  insignia 

156.  A.  insignis  Radlk. 


Adnotationes. 

( Abbreviationes : 

A.  =  Allophylus. 

Bl.  III  «s  Blume  Rumphia  sive  Oomment.  bot  etc.  III  (1847)  p.  122—141. 

E.  J.  =  Engler   bot.  Jahrbücher    für   Systematik    etc.  XXIV,   2  (1897) 

p.  286—294. 
0.  =  Ornitrophe. 

R.  in  B.  Torr.  «=  Radlkofer  in  Bull.  Torrey  Bot.  Club  XXV  (1898)  p.  336. 
,    ,  De  W.     s=     „     in  De  Wildeman  et  Durand  Contrib.  Fl.  Congo,  I, 

Ann.  Mus.  Congo,  Bot.,  S^r.  2  (1899)  p.  17. 
,    ,  Elm.        —     ^     in  A.  D.  E.  Eimer  Leaflets  of  Philippine  Botany,  1, 

Art.  10  (1907)  p.  208. 
,    ,  E.  0.       er     ,     in   Engler  Pflanzenwelt   Ostafrikas    (Deutach  -Ost- 

Afrika  V,  1895),  C.  Yen.  d.  Pfl.,  p.  249,  250. 
,    ,  E.  P.        ==     ,     in  Engler  u.  Piantl  Natürl.  Pflanzenfem.  III,  5  (1895) 

p.  312,  313. 
,    .  Fl.  Br.     =     „     in  Flora  Bras.  XIIl,  3  (Fase.  124,  1900)  p.  472—495. 
„    «Laut.       =     ,     in  Lauterbach  Nachträge  Z.Flora  d.  Deutsch.  Schutz- 

geb.  i.  d.  Sfldsee  (1905)  p.  307. 
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R.  in  Mon.  P.  ^  Badlkofer  in  Monographia  Paulliniae  ( Abh.  K.  bayer.  Ac, 

n.Cl.,  XIX,  1,  1896-96)  p.  251  in  oba. 
,    ,  Perk.       =     ,     in    J.  Perkins    Fragm.  Flor.  Philippinae  I    (1904) 

p.  66—69. 
,     ,  Rec.         =     y,     in  Records  Bot.  Survey  Ind.  III,  3  (1907)  p.  841,  342. 
,    ,  S.  H.-I.     :=     „     in  über  die  Sapindaceen  HoUändiach-Indiens,  Ex- 

trait  des  Actes   du  Congret   Ac.  h   Amsterdam 

(1877)  p.  66. 
,     ,  Serj.  S.     ==     „     in  Serjaniae  Supplem.  (Abh.  K.  bayer.  Ac,  II.  Cl., 

XVI,  1  (1886)  p.  181  annot. 
,     ,  Sitz.         =     ,     in  Sitzungsberichte  K.  bayer.  Ac,  IL  Cl.,  XX  (1890) 

p.  230  annot. 
,    ,  ürb.  S.     =     ,     in  Urban  Symbolae  Antillanae  I,  2  (1890)  p.  848; 

V,  3  (1908)  p.  407. 
,    j,  Wann.S.  ==     „     in  Warming  Symbolae,  Partie.  XXXYII,  Vid^nsk. 

Meddel.  (1890)  p.  244  (995). 
Seh.  =  Schmidelia. 

Sw.  Fl.  ■=  Swartz  Flora  Indiae  occidentalis  II  (1800)  p.  663—667. 
Sw.Pr.  ^       ,       Prodromus  (1788)  p  62. 
Taub,  in  E.  0.  —  Taubert  in  Bngler  Pflanzenw.  Ostafr.  (cf.  supra  R.  in 

E.  0.)  p.  249,  250. 
Turcz.  =  Turezaninow  Animadversiones  in    Hb.  Turczaninowian.,   Bull. 
Sog.  Imp.  Naturalistes  d.  Moseou  XXXI,  1  (1868)  p.  399—401. 
Vid.  Ph.  =  Vidal   Phanerogamae    Cumingianae    Philippinarum     (1865) 
p.  104,  105.) 


L  Species  americanae. 

Ad  1.  Sw.  Pr.  (Seh.  rigida  Sw.  FL).  2.  R.  in  EP.,  in  ürb.  S.  I, 
c.  form.  1.  ovatus  R.,  2.  ellipticus  R.,  3.  cuneatus  R.  8.  R.  in 
EP.  (Seh.  rigida,  non  Sw.,  Griseb.  Cat.  PI.  Cub.,  1866,  p.  46). 
4.  R.  in  EP.,  FI.  Br.  (Seh.  dioiea  Mart.).  6.  R.  in  Fl.  Br. 
6.  R.  in  EP.,  Fl.  Br.  (Seh.  heterophyUa  Camb.),  7,  R.  in  EP., 
Fl.  Br.  c.  var.  angustifolia  R.  8.  R.  in  FL  Br.  9.  R.  in  Sitz., 
EP.;  form.  1.  genuinus  R.  (Scb.  oceid.  Sw.  FL),  2.  moUiß  R. 
(Seh.  m.  Klotzsch),  3.  velutinus  R.  (Seh.  v.  Turcz.)*  l^*  K*  ^ 
Sitz.,  Warm.  S.,  EP.,  FL  Br.  (Seh.  sericea  Camb.).  11.  R.  in 
EP.,  FL  Br.  (Seh.  semidentata  Miq.).  12.  R.  in  Sitz.  18.  R. 
in  Fl.  Br.  14.  R.  in  FL  Br.  16.  R.  in  FL  Br.  16.  R.  sp.  nov. 
Coli.  Payon  sine  no.     17.  B.  sp.  noY.  CoUL  Matthews  n.  3208. 
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18.  R.  in  EP.,  Fl  Br.  (Seh.  guaranitica  St.  Hil.).  19.  R.  in  EP., 
Fl.  Br.  (Seh.  quercifolia  Mart.).  20.  R.  sp.  nov.  Coli.  Mor.  Wag- 
ner sine  no.  21.  R.  in  EP.,  Fl.  Br.  (Seh.  puberula  Camb., 
levis  Camb.,  A.  Cambessedei  BL).  22.  R.  in  EP.,  Fl.  Br.  (Seh. 
laevigata  Turcz.,  insulana  Riedley).  23.  R.  in  Warm.  S.,  EP., 
Fl.  Br.,  e.  var.  gracilis  R.  (Seh.  edulis  St.  Hü.).  24.  R.  in  EP., 
Fl.  Br.  (Seh.  punetata  Popp.  &  Endl.).  25.  R.  in  Fl.  Br.  26.  R. 
in  EP.,  FI.  Br.  27.  R.  sp.  nov.  Coli.  Linden  n.  1615  (Seh. 
glabrata,  non  Kunth,  Hemsley  in  Biol.  Centr.-Am.).  28.  R.  in 
FI.  Br.  (Seh.  leptostachya,  non  BL,  Benth.).  29.  R.  in  Urb. 
S.  V.  80.  R.  in  Serj.  S.,  Fl.  Br.,  e.  var.  pulverulentus  R.  31.  B. 
in  EP.  (Seh.  floribunda  Popp.  &  Endl.).  32.  R.  in  EP.  (Seh. 
glabrata  Kunth).  38.  R.  sp.  nov.  Coli.  Spruee  n.  4482.  34.  B. 
in  EP.  (Seh.  serobieulata  Popp.  &  Endl.).  35.  R.  in  EP.  (Seh. 
nitida  Tr.  &  PL).  86.  R.  in  FL  Br.  37.  R.  sp.  nov.  Coli.  Humb. 
&  Bonpl.  (Seh.  oeeidentalis,  non  Sw.,  Kunth).  38.  R.  in  Mon. 
P.,  FI.  Br.  39.  R.  in  Urb.  S.  V.  40.  R.  in  EP.  (Seh.  angustata 
Tr.  &PL).  41.  R.  sp.  nov.  Coli.  Pavon  sine  no.  42.  Sw.  Pr. 
(Rhus  Cominia  Linn.,  Seh.  Cominia  Sw.  FL,  vitieifolia  Kunth). 
43.  R.  in  Sitz.,  EP.  (Seh.  mollis  Kunth).  44.  R.  in  Fl.  Br. 
45.  R.  sp.  nov.  Coli.  N^e  ?  46.  R.  sp.  nov.  Coli.  Eggers  n.  15786. 
47.  R.  in  B.  Torr.,  FL  Br.  48.  R.  in  EP.,  Fl.  Br.  (Seh.  pani- 
eulata  Popp.  &  Endl.).    49.  R.  in  Sitz.,  EP.  (Seh.  Goudotii  Tr.  &  PL). 

50.  R.  in  Sitz.,  EP.  (Seh.  excelsa  Tr.  &  PL,  earaeasana  Karst.). 

51.  R.  in  EP.  (Seh.  mollis,  non  Kunth,  Tr.  &  PL  part.). 


n.  Species  africanae. 

Ad  62.  R.  in  EP.  (Seh.  hirteUa  Hook.  f.).  53.  Bl.  DI; 
(A.  monophyllus,  non  Radlk.,  Taub  in  E.  0.,  quoad  stirp.  zanzi- 
barieam  et  eomorensem ;  ?  A.  simplex  Baill.  in  Grandid.  Hist. 
Madag.,  1890,  t.  247);  form.  l.  genuinus  R.,  2.  trifoliolatus  R., 
Coli.  Boivin  n.  47,  Hüdebrandt  n.  3363.  54.  R.  in  EP.  (Seh. 
monophylla  PresI).  55.  Gilg  mse.  in  Hb.  Berol.  Coli.  Scheffler 
n.  54.  56.  Taub,  in  E.  0.  57.  R.  sp.  nov.  (Seh.  africana,  non 
P.-Beauv.,   J.  G.  Baker   in   Kew  Bull.,  1894,  p.  147).     58.  R. 
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sp.  nov.  Coli.  Hildebrandt  n.  2562.  59.  Engler  Hochgebirgsfl. 
trop.  Afr.,  1892,  p.  292.  60.  Balfour  PI.  Socotr.  in  Proc.  R. 
Soc.  Edinb.,  XI,  1881-2,  p.  507.  61.  R.  in  EP.  (Seh.  alni- 
folia  J.  G.  Baker  in  Oliv.  Fl.  trop.  Afr.  I,  1868,  p.  422,  Seh. 
repanda  id.  ibid.).  62.  R.  in  EP.  (Seh.  decipiens  Presl).  63.  Gilg 
in  E.  J.  XXX,  1901,  p.  349.  64.  Gilg  in  E.  J.  66.  Gilg  msc. 
in  Hb.  Berol.  Coli.  Buehanan  n.  294.  66.  R.  sp.  nov.  Coli.  A. 
Whyte  sine  no.  67.  Güg  in  E.  J.  68.  Gilg  in  E.  J.  69.  Gilg 
in  E.  J.  70.  Taub,  in  E.  0.  71.  Gilg  in  E.  J.  72.  Gilg  in 
E.  J.  73.  GUg  in  E.  J.  XXVIII,  1900,  p.  423.  74.  Gilg  in 
E.  J.  75.  Gilg  in  E.  J.  XXX,  1901,  p.  348.  76.  R.  in  EP. 
(0.  spieata  Poir.,  Seh.  spie.  DC. ;  0.  magiea  Sehum.  &  Th.,  Seh. 
mag.  Bak.,  A.  mag.  Taub.).  77.  R.  sp.  nov.  Coli.  Host  n.  288. 
78.  R.  sp.  nov.  Coli.  Buehanan  n.  363.  7».  Gilg  mse.  in  Hb. 
Berol.  Coli.  Conrau  n.  219.  80.  Gilg  in  E.  J.  81.  R.  in  De  W. 
82.  R.  sp.  nov.  Coli.  Boivin  n.  3357,  Humblot  n.  1497,  Pervill^ 
sineno.  .  83.  Bl.  III,  p.  129;  (0.  integrifolia  Willd.,  Sch.inte- 
grif.  DC. ;  Seh.  racemosa,  non  Linn.,  Bak.  Fl.  Maurit.,  1877, 
p.  56,  praesert.  var.  integrif.  Bak. ;  0.  Merularia  Commers.  Hb. 
ex  DC,  A.  Commersoni  Bl.  1.  c.).  84.  R.  in  EP.  (Seh.  grandi- 
folia  Bak.).  85.  Gilg  in  E.  J.  86.  Gilg  in  E.  J.  87.  R.  sp. 
nov.  Coli.  Mann  n.  1184,  2167  (Seh.  abyssinica,  non  Hoehst., 
Hook.  f.  in  Journ.  Linn.  Soc.  VH,  1864,  p.  189).  88.  R.  in 
EP.  (Seh.  abyssinica  Höchst.).  89.  Gilg  in  E.  J.  90.  Pal.  de 
Beauv.  PL  d'Oware  etc.  II  (1807)  p.  75,  t.  107;  (Seh.  africana 
DC,  0.tristachyosSchum.&Th.,  Seh.  affinis  GuUl.  Perrott.&Rieh., 
Seh.  senegalensis  Reiehenb.,  A.  timboensis  Hua);  form.  1.  ge- 
nuinus  R.,  2.  subvelutinus  R.  Coli.  Barter  n.  1695,  3.  ehry- 
sothrix  R.  Coli.  Scott  EUiot  n.  5411,  4.  timboensis  R.  (A.  t. 
Hua,  Coli.  Miquel  n.  69),  5.  senegalensis  R.  (Seh.  s.  Reiehenb., 
Coli.  Sieber  n.  29).  91.  Gilg  msc.  in  PI.  Zenker.  Coli.  Zenker 
n.  3203,  3134,  3633.  92.  Gilg  in  E.  J.  Form.  1.  genuinus  R., 
2.  glabrior  R.  Coli.  Engler  n.  401.  93.  R.  sp.  nov.  Coli.  Zenker 
n.  3161.  94.  Gilg  in  E.  J.  95.  Gilg  in  E.  J.  Form.  1  genuinus 
R.,  2.  ealvus  R.  ColL  Stuhlmann  n.  703,  704.  96.  R.  sp.  nov. 
CoU.  Kirk  sine  no.,  Stuhlmann  n.  668,  670;  (Seh.  rubifolia,  non 


238        Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  5.  Desember  1908. 

Höchst.,  Bak.  quoad  stirp.  zambesiac).  97.  Gilg  in  E.  J.  98.  R. 
in  EP.  (Seh.  trichodesma  Boj.  msc.  in  Hb.  Yindob.  et  Monac); 
Coli.  Bojer  sine  no.;  Hilsenberg  et  Bojer  sine  no.  in  Hb.  Kew. 
99.  Bl.  ni,  p.  129.  100.  Bl.  HI,  p.  129.  101.  R.  m  EP.  (ßhus 
erosa,  non  Thunb.,  E.  Mey.,  Seh.  erosa  Presl,  Seh.  Natalensis 
Sond.).  102.  R.  in  EP.  (Rhus  melanocarpa  et  Rh.  leucocarpa 
E.  Mey.,  Seh.  melanoc.  et  Seh.  leucoc.  Presl,  Seh.  Rehmanniana 
Szysz.).  103.  Bl.  m,  p.  129  (Seh.  Bojeriana  Camb.).  104.  E. 
G.  Baker  in  Journ.  Linn.  Soc.  XXXVU,  1905,  p.  137.  105.  Id. 
ibid.     106.  Id.  ibid. 


in.  Specles  asiaticae  et  oceanicae. 

Ad  107.  R.  sp.  nov.  CoU.  Merrill  n.  5475.  108.  Linn.  Sp. 
PI.  I,  1753,  p.  348;  (Seh.  AUophylus  DC).  109.  Trimen  Catal. 
PI.  CeyL,  1885,  p.  20,  Fl.  Ceylon  I,  1893,  p.  303.  110.  R.  sp. 
nov.  (Seh.  varians  Thwaites Enum.  PI.  Zeylan.,  Add.,  1864,p.  408). 
111.  R.  sp.  nov.  (Seh.  acuminata  Thwaites  Enum.  PI.  Zeylan., 
1858,  p.  55).  112.  R.  in  Elm.  CoU.  Eimer  n.  7329.  118.  R. 
sp.  noT.  CoU.  Espinosa  n.  6120.  114.  R.  in  EP.  (Seh.  ehartacea 
Kurz).  115.  Williams  in  BuU.  Hb.  Boiss.,  2.  S^r.,  V,  1905, 
p.  221.  116.  R.  sp.  nov.  CoU.  Germain  n.  48.  117.  Kurz  in 
Journ.  As.  Soe.  Beng.  XLIV,  1875,  p.  185.  118.  Bl.  HI, 
p.  132  in  obs.  ad  A.  Cobbe,  part.  (0.  viUosa  Roxb.,  Seh.  villoisa 
Wight).  119.  R.  sp.  nov.  CoU.  Fritz  sine  no.,  Hb.  Berol. 
120.  R.  sp.  nov.  Coli.  Pierre  n.  4079.  121.  R.  sp.  nov.  CoU. 
Pierre  n.  886  (A.  fiilvinervis,  non  Bl.,  WiUiams  1.  sub  n.  115 
eit.).  122.  R.  in  EP.  (Seh.  seiTata  DC).  123.  R.  sp.  nov.  CoU. 
Pierre  n.  4097.  124.  R.  sp.  nov.  CoU.  Henry  n.  8691.  125.  R. 
sp.  nov.  Coli.  Copeland  n.  1635.  126.  R.  in  Ree.  (Seh.  serrata, 
non  DC. ,  Wight  Cat. ,  part. ;  ?  Cardiospermum  Schmideüa 
Dalz.&Gibs.).  127.  R.  in  EP.  (0.  glabra  Roxb.,  Seh.  glabra 
Steud.,  A.  ligustrinus  BL).  128.  R.  in  EP.  (Seh.  racemosa  Linn. 
Mant.  I,  1767,  p.  67;  Usubis  triphyUa  Burm.,  1768;  ?  A.  ter- 
natus  Lour.,  1790;  ?  Seh.  coefainehineDsis  DC;  A.  celelHeas  BL, 
A.  fulvinervis  BL,  A.  rufeseens  BL,  A.  rugosus  BL;  Seh.  mnta- 
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bilis  BL).  129.  R.  in  EP.  (Aporetica  ternata  J.  et  G.  Forst. 
Char.  Gen.,  1776;  Pometia  ternata  G.  Forst.  Prodr.,  1786;  0. 
panigera  Labill.,  1825;  Seh.  ternata  Camb.,  1829;  A.  amboi- 
nensis  Bl.  III,  p.  129,  A.  timorensis  Bl.  III,  p.  180,  part.). 
130.  R.  in  EP.  (Seh.  distachya  DC;  A.  ternatus,  non  Lour., 
Roxb.  —  sphalm.  ^lanatus"  —  ;  A.  ornitrophioides  Roxb.  msc.  ex 
Wight  &  Arn.).  131.  R.  in  Rec.  (Seh.  glabra,  non  alior.,  Hook, 
f.  et  Thoms.  Hb.  Ind.  or.  sine  no.,  e  Khasia).  132.  Bl.  III; 
(A.  sessilis  Bl.,  Seh.  leptostachya  BL;  Seh.  glabra,  non  alior., 
Wall.  Cat.  n.  8057 ;  A.  sundanus  Miq.,  part.);  form.  1.  raeemosus 
R.  (var.  rac.  Bl.),  2.  genuinus  R.,  3.  robustus  R.  (var.  rob.  BL). 
133.  R.  sp.  nov.  Coli.  Pierre  n.  51.  134.  R.  in  Perk,  CoU.  War- 
burg n.  14919.  135.  R.  in  S.  H.-L,  EP.  136.  R.  sp.  nov. 
Coli.  Balansa  n.  3868.  137.  R.  sp.  nov.  Coli.  Cuming  n.  1332 
(Seh.  fulvinervis,  non  BL,  Turez.;  A.  fulvin.,  non  BL,  Vid.  Ph.). 
138.  R.  sp.  nov.  Coli.  Cuming  n.  1021  (A.  Cobbe,  non  BL, 
Vid.  Ph.,  part.).  139.  R.  in  S.  H.-I.  140.  R.  in  Perk.  Coli. 
Cuming  n.  826  (A.  Cobbe,  non  BL,  Vid.  Ph.,  part.).  141.  F.- 
Villar  Noviss.  Append.  ad  Blaneo  FL  Filipp.  Ed.  3,  1880,  p.  51. 
Coli.  Cuming  n.  640  (Seh.  grossedendata  Turez. ;  A.  Cobbe, 
non  BL,  Vid.  Ph.,  var.  grossed.).  142.  R.  sp.  nov.  Coli.  Curran 
n.  3473.  143.  BL  III,  p.  132;  (Seh.  tomentosa  Hook.  f.  in  Trans. 
Linn.  Soe.  XXHI,  1860,  p.  164).  144.  BL  HI,  p.  130,  emend. 
(Seh.  timoriensis  DC;  PAporetiea  ternata  Blaneo,  PA.BlankoiBl. 
III,  p.  129;  A.litoralis  Bl. ;  Seh.  glabra,  non  alior.,  Benth.  inHook. 
Lond.  Journ.II,  1843,  p.213;Seh.obovataA.Gray,1854;  A. Cobbe, 
non  BL,  Vid.  Ph.,  part.,  i.  e.  Coli.  Cuming  n.  1502,  1569; 
Seh.  lasiostemon  Beek,  1888).  145.  BL  IH,  p.  131  (Rhus 
Cobbe  Linn.  Sp.  PL;  0.  Cobbe  Willd.;  Seh.  Cobbe  DC).  146.  R. 
in  EP.  (Molago-Maram  Rheede  Ht.  Malab.  V,  1685,  p.  49,  t.  25; 
Seh.  Rheedii  Wight;  Cardiospermum  villosum  Dalz.  &  Gibs.). 
147.  R.  in  Sitz.,  EP.  (Seh.  glabra,  non  alior.,  Hook.  f.  et  Thoms. 
Hb.  Ind.  or.  sine  no.,  e  Conean).  148.  R.  sp.  nov.  Coli.  Henry 
n.  11031,  11459,  12788,  12788  A,  B.  149.  R.  in  Laut. 
150.  R.  sp.  nov.  Coli.  Nadeaud  n.  444  (Seh.  obovata,  non 
A.  Gray,  Nad.  Enum.  PL  indig.  Tahiti,   1873,  p.  40).     151.  R. 
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in  Sitz.  Coli.  Nadeaud  d.  445  (Sch^  rhomboidalis  Nad.  1.  c). 
152.  R.  in  Sitz.,  EP.  Coli.  Home  n.  464.  153.  R.  sp.  noT. 
Coli.  Rob.  Brown,  Armstrong  etc.  (Seh.  serrata,  non  DC,  Benth. 
Fl.  Austr.  I,  1863,  p.  455).  164.  R.  in  S.  H.-L,  EP.,  Perk. 
155.  R.  in  Perk.  Coli.  Cuniing  n.  1270  (A.  Cobbe,  non  BL, 
Vid.  Ph.,  part.).  156.  R.  sp.  nov.  Coli.  Cuming  n.  1447  (Ä. 
Cobbe,  non  Bl.,  Vid.  Ph.,  part.). 


J'.MH.    S.i/.iiii;?.<«b.  «1.  iiiAlli^plivM.  Kl. 
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Namen-  und  Sachregister. 

Allophylus,  Über  die  Sapindaceengattunjj;  A.    S.  201. 

Anlagemngsfahigkeit  und  Farbe  der  Sulfide.    S.  83. 

V.  Baeyer,  Über  ZuaammenhaDg  von  Farbe  und  chemischer  Eonsii- 
tution.     S.  40. 

L.  Burmester,  Stereoskopisch  beobachtete  Gestalttäuschungen.    S.  150. 

H.  Ebert,  Beitrag  zur  Physik  der  Mondoberfläche.    S.  160  u.  153. 

Erdbrände.    S.  121  u.  123. 

Farbe  und  chemische  Konstitution.    S.  40. 

Gestalttäuschungen  (stereoskopisch  beobachtete).    S.  150. 

K.  Goebel,  Nekrologe.  S.  77.  Vorlage  einer  Arbeit  von  Dr.  W.  Lorch. 
S.  82. 

S.  Günther,  Die  Entstehung  der  Lehre  von  der  meteoritischen  Bildung 
des  Erdkörpers.    S.  19  u.  21  ff. 

S.  Günther,  Erdbrände  und  ihre  angeblichen  geophysikalischen  Kon- 
sequenzen.   S.  121  u.  123. 

H.  Hahn,  Expenmentelle  Studien  über  die  Entstehung  des  Blutes  und 
der  ersten  Geföße  beim  Hühnchen.  I.  Tntraembryonale  Geföße  und 
Herz.   S.  82. 

Th.  V.  Hei  gel,   Ansprache.    S.  74. 

R.  Hertwig  legt  eine  Abhandlung  von  W.  Kükenthal  und  H.  Gorzawsky 
vor.    S.  19. 

Desgl.  von  Dr.  Fanny  Hoppe -Moser.    S.  82. 

Desgl.  von  S.  Kuschake witsch.    S.  84. 

G.  W.  Hill,  Wahl.    S.  149. 

Kartell  Versammlung,  Protokolle.    S.  183. 

K.A.Hof  mann,  AnlagerungsiUhigkeit  und  Farbe  der  Sulfide.    S.  83. 

Lord  Kelvin,  Nekrolog.    S.  79. 

P.  P.  Koch,  Nachti-ag  zu  meiner  Arbeit  „Über  die  Abhängigkeit  des  Ver- 

Ci) 
hältnisses  der  spezifischen  Wärmen  -pr-  =  k  in  trockener,  kohlen- 
säurefreier atmosphärischer  Luft  von  Druck  und  Temperatur'.   S.  67. 

W.  Kükenthal  und  H.  Gorzawsky,   Japanische  Georgoniden.     S.  19. 
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S.  Kuschakewitsch,    Über  den  ürsprang  der  IJrgescblechtszellen  ?on 
Rana  escalenta.    S.  89. 

F.  Lindemann,  Vorlage  einer  Arbeit  von  A.  Rosenthal. 

W.  Lorch,  Die  Polytrichaceen.    S.  82. 

Meteoritische  Bildung  des  £rdkörpers.    S.  19  u.  21. 

S.  Mollier,  Wahl.    S.  149. 

Mondoberfläche  (Physik  der).    S.  160  u.  163. 

S.  Nawaschin.  Wahl.    S.  149. 

Nekrologe.    S.  77. 

Niels  Nielsen,   Über  den  Legendre-Besselschen  Kettenbruch.    S.  86. 

0   Perron,  Über  eine  Verallgemeinerung  der  Stolzschen  Irrationalitäts- 
satzes.   S.  162  u.  181. 

A.  Pringsheim,  Über  Konvergenzkriterien  för  zwei-  und  mehrfach  un- 
endliche Reihen.    S.  40  u.  41. 
—    legt  eine  Abhandlung  von  Niels  Nielsen  vor.    S.  84. 

Desgl.  von  0.  Perron.    S.  152. 

Protokoll  der  Kartellversammlung  des  Verbandes  deutscher  wissenschaft- 
licher Körperschaften  in  Berlin  am  13.  Juni  1908.    S.  108. 

A.  Prutz,   Festrede.    S.  149. 

Ramsay,  Sir  Wüliam,  Wahl.     S.  149. 

L.  Radlkofer,  Über  die  Sapindaceengattung  AUophylus.   8. 161  u.  201. 

K.  Roentgen  legt  eine  Abhandlung  von  W.  Wien  und  P.  P.  Koch  vor. 
S.  40. 

A.  Rosenthal,  Zur  Theorie  der  gleichflächigen  Polyeder.    S.  1. 

A.  Rothpletz,  Über  Menschenspuren  in  einer  Oberpfälzer  Höhle  (Dürr- 
loch).   S.  19  u.  40. 

J.  Rückert,  Vorlage  einer  Abhandlung  von  H.  Hahn.    S.  82. 

V.  Seeliger,  Vorlage  einer  Abhandlung  von  Prof.  Wolf.    S.  81. 

A.  Sommerfeld,  Wahl.    S.  149. 

Spezifische  Wärme  etc.    S.  67. 

Stolzscher  Irrationalitätssatz.    8.  181. 

W.Thomson,  Nekrolog.    S.  79. 

Urgeschlechtszellen  von  Rana  esculenta.    S.  89. 

V.  Voit,  Nekrolog.    S.  77. 

K.Vogel,  Nekrolog.    S.  80. 

A.  Voß,  Festrede.    S.  80. 

W.  Wien,  Über  die  Natur  der  positiven  Strahlen.    S.  40  u.  66. 

Wolf,  Photographien  und  Zeichnungen  des  Kometen  Daniel.    S.  81. 


Verzeichnis  der  im  Jahre  1908  eingeiaufenen  Drucicschriften. 


Die  Terehrliohen  GesellsobAfteo  und  Institute,  mit  welchen  uuaere  Akademie  in 
Taueehverkehr  steht,  werden  gebeten,  nachstehendes  Yeneiohnis  zugleich  als  Empfangs- 
bestfttigung  zu  betrachten.    Das  Format  ist,  wenn  nicht  anders  angegeben,  80. 


Von  folgenden  Gesellschaften  and  Instituten. 

Aachen.  Geschichtsverein: 

Zeitschrift,  Bd.  29,  1907. 

Abbeville.  Societe  d'^mulation: 

Bulletin  trimestriel  1907,  No.  3  et  4;  1908,  No.  1  et  2. 

Aberdeen.  University: 

—  —  Studies,  No.  25-80,  1907,  4«. 

Adelaide.  Royal  Society  of  South-Australia: 
Meteorological  Observations  during  the  year  1906;  1907,  fol. 

—  —  Transactions  and  Proceedings,  vol.  31,  1907. 
Agram.  Südslavische  Akademie  der  Wissenschaften: 

Monuments,  vol.  31  (=  Scriptores,  vol.  5),  1908. 

Codex  diplomat.  regni  Croatiae,  Dalmatiae  et  Slavoniae,  vo].  6, 1907. 

—  —  Zbornik  za  narodni  zivot  i  obicaje  juznih  Slavena,  1908. 
Ljetopis,  1907,  22.  Svezak,  1908. 

Rad,  Knjiga  170  - 173. 

Zbornik,  Bd.  XII,  2,  1907. 

Hjecnik  Svezak  1,  1908,  4^. 

Starine,  Knjiga  82,  1907. 

Grada,  Knjiga  5,  1907. 

—  K.  Kroat.-8lavon.-dalmatini8ches  Landesarchiv: 
Vjestnik,  Bd.  10,  Heft  1—4,  1908,  4». 

Alz.  Facultö  de  droit  et  des  lettres: 

Annales,  tom.  1,  No.  1—4,  Paris  1907. 

Allaliabad.  Government  of  the  United  Provinces: 

District  Gazetteers,  vol.  30:  Ballia  by  H.  R.  Nevill,  1907. 

Allegheny.  Observatory: 

Publications,  vol.  I,  No.  1-9,  1907,  4«. 

1908.  Sitznngsb.  d.  math.-phys.  Kl.  1 


2*  Verzeichnis  der  eingelaufenen  Druckschriften. 

Albany.  New  York  State  Education  Department: 
New  York  State  Library,  88"»  annual  Report  1905,   tom.  1,  2; 

89th  annual  Report  1906,  tom.  1,  2,  1907. 

New  York  State  Museum,  No.  110,  112,  113,  116,  1907. 

New  York  State  Museum,  annual  Report  59,  1905,  vol.  1,  2  {b% 

vol.  3,  4  (40),  1907. 
Third  annual  Report  of  the  Educational  Department,  1907. 

—  —  Catalogue  of  the  Duncan  Campbell  Library,  1908. 
Education  Department  Bulletin,  No.  423,  426. 

Annual  Report  of  the  Education  Department  4,  1906/07;  1908. 

New  York  State  Museum,  annual  Report  60,  1906,  vol.  4,  App.  7, 

1908,  40. 

Bulletin,  No.  409.  413,  418,  419,  HK)7/08. 

Altenbnrg.  Naturforschende  Gesellschaft  des  Osterlandes: 

Mitteilungen  aus  dem  Osterlande,  N.  F.,  Bd.  13,  1908. 

Amieiis.  Soci^t^  des  Antiquaires  de  Picardie: 

Mämoires,  sör,  IV,  tom.  5;   Documenta  in^dits,  tom.  16,  17,  avec 

planches,  Paris,  Amiens  1908. 

Bulletin  trimestrial,  annäe  1907,  trim.  2,  3,  4;  1908,  1. 

La  Picardie  historique   et  monumentale,  tom.  4,  No.  1,   Paris, 

Amiens  1907,  fol. 

Album  arch^ologique,  fasc.  16,  1907,  fol. 

Amsterdam.  K.  Niederländ.  Ministerium  der  Kolonien: 

—  -  Verbeek  (R.  D.  M.)  Rapport  sur  les  Moluques  (mit  Atlas  in  fol.>, 

Batavia  1908. 

—  K.Akademie  der  Wissenschaften: 

Verhandelingen,  afd.  Natnurkunde,  I.  sectie,  deel  IX,  No.  6—7  mit 

Inh.,  IL  sectie,  deel  XIII.  No.  4  6  mit  Inh.,  deel  XIV,  No.  1, 
1907/08. 

Verhandelingen,  afd.  Letterkunde,  Nieuwe  Reeks,  deel  VIII,  No.  4, 

5  mit  Inh.,  deel  IX  mit  Inh.,  1907;08. 

—  -7-  Verslagen,  Afd.,  Natuurknnde,  deel  XVI,  1,  2.  1907/08. 
Jaarboek  voor  1907,  1908. 

Prijsvers,  ad  Conocutum  Hagensem,  1908. 

Ansbach.  Historischer  Verein: 

55.  Jahresbericht,  1908. 

Antwerpen.  Stadtverwaltung  Paedologisch  Jaarboek,  Jaaig.  7,  1908. 
Asohaffenbnrg.  K.  Humanist.  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

Programm :  D.  Inkunab.  d.  Stiftsarcfaiv-Bibliothek  v.  W.  Renz,  1908. 

Athen.  £cole  fran9aise: 

—  —  Bulletin  de  Correspondance  hell^nique,  annee  31,  No.  8 — 12,  1907 ; 

annde  32,  No.  1-12,  1908. 
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Athen.  Archäologische  Gesellschaft: 

P.  Cavvadias  und  G.  Kawerau,  Die  Ausgrabungen  der  Akropolis, 

1907,  fol. 

—  Wissenschaftliche  Gesellschaft: 

Athena,  tom.  19,  Heft  8,  4;  tom.  20,  Heft  1—3,  1907/08. 

—  Universität: 

—  —  XQijaxdg    TCovvzag,    AI  ngoiazoQixal   dygonoXsig   Aifirfviov   xai   Si- 

axkov,  1908. 
Georg.  N.  Chatzidakis,  Ta  xaxa  trfv  flgviavtlav,  1905/06,  Athen  1907. 

Bad  Dürkheim.  Pollichia: 
Mitteilungen,  64.  Jahrg.,  1907,  Nr.  23,  1908. 

—  Progymnasium: 
Jahresbericht  1907/08. 

Baltimore.  Peabody  Intitute: 
41.  annual  Report  1908. 

—  Johns  Hopkins  üniversity: 

Circulars,  1907,  No.  9;  1908,  No.  1—7;  1880,  No.  3. 

American  Journal  of  Mathematics,  vol.  30,  No.  l,  2,  1908,  4^. 

The  American  Journal  of  Philology,  vol.  28,  No.  4,  vol.  29,  No.  1,  2, 

1907/08. 

American  Chemical  Journal,  vol.  38,  No.  6,  vol.  39,  No.  1  —  6,  1907/08. 

Johns  Hopkins  üniversity  Studies,  ser.  25,  No.  8—10,  1907;  ser.  26, 

No.  1-8,  1908. 

Bulletin  ofthe  Johns  Hopkins  Hospital,  vol.  19,  No.  201 -218, 1908, 4<>. 

Maryland  Weather  Service,  vol.  II,  1907. 

—  Maryland  Geological  Survey: 

(Reports)  Calvert  County,  St.  Marys  County,  1907;  (General  Reports), 

vol.  6,  1906. 
Bamberg.  K.  Bibliothek: 
Katalog  der  Handschriften,  Nachträge  und  Indices,  1908. 

—  K.  Altes  Gymnasium: 
Jahresbericht  1907/08. 

—  K.  Neues  Gymnasium: 
Jahresbericht  1907/08. 

—  —  Programm,   Heinrich  I.  von  Bilversheim,    Bischof  von  Bamberg, 

Teil  II,  von  0.  Kreuser,  1908. 

—  Historischer  Verein: 

66.  Jahresbericht  und  Jahrbuch,  1908. 

—  —  Wege  und  Ziele  des  Historischen  Vereins  Bamberg,   Jubiläums- 

festrede von  A.  Dörrwaechter,  1907. 

—  Naturforschende  Gesellschaft: 
XIX.  und  XX.  Bericht,  1907. 

1* 
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Barcelona.  Institut  d'Estudis  Gatalans: 

Les  Pintures  murals  Gatalanes,  fasc.  1,  1908,  fol. 

Joaquim  Botet  j  Sisö,  Les  Monedes  Gatalanes,  vol.  I,  1908,  4<>. 

Gonstituciö  de  Tlnstitut  d'Estudis  Gatalans,  1907,  4®. 

A.  Rubiö  7  Lluch,  Documents  per  Thistoria  de  la  Gultura  Gatalana 

Mig-Eval,  vol.  1,  1908,  4». 
Basel.  Naturforschende  Gesellschaft: 

Verhandlungen,  Bd.  19,  Heft  3,  1908. 

—  Historisch-antiquarische  Gesellschaft: 

Basler  Zeitschrift  für  Geschichte  und  Altertumskunde,   Bd.  VII, 

Heft  2,  Bd.  VIII,  Heft  1,  1908. 

—  Universität: 

Schriften  der  Universität  aus  dem  Jahre  1906/07  und  1907/08  in 

40  und  8». 
Jahresverzeichnis  der  Schweizerischen  Universit&tsschriften  1907A)8, 

1908. 
Batayia.  Bataviaasch   Genootschap    van   Künsten    en    Weten- 

schappen: 
Tgdschrift  voor  Indische  Taal-,  Land-  en  Volkenkunde,  deel  50, 

afl.  3-6,  deel  51,  afl.  1,  1908. 
Notulen  van  de  algemeene  en  directievergaderingen,  deel  46,  afl.  4, 

deel  46.  afl.  1,  1908. 
E.  S.  Klerck,  De  Java-Oorlog  1826-30,  1908. 

—  Departement  van  Landbouw  in  Nederlandsch-Indie: 
laarboek  1907,  1908. 

—  R.  Magnetical  and  Meteorological  Observatorj: 
Observations,  vol.  28,  1906;  1907,  fol. 

Regenwaamemingen  in  Nederlandsch-Indie,  28.Jahrg.,  1906;  1907, 4^. 

W.  van  Baumelen:  Over  den  Regenval  op  Java,  1908,  fol. 

—  K.  Natuurkundige  Vereeniging  in  Nederlandsch-Indie: 
Natuurkundig  Tijdschrift,  deel  67,  Weltevreden  1908. 

Bayreuth.  E.  Humanist.  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

Programm:    Gedankenentwicklung    des   Dialogs    Gharmides  von 

J.  Stiefel,  1908. 

—  Historischer  Verein: 

Archiv  für  Geschichte  und  Altertumskunde  von  Oberfranken,  Bd.  2H, 

Heft  3,  1908. 
Belgrad.  K.  Serbische  Akademie  der  Wissenschaften: 

Glas,  vol.  72-74.  1907. 

Spomenik,  vol.  46,  1907.  49. 

GodiSnjak,  vol.  20,  1907. 

Etnografski  Zbomik,  vol.  7-9  und  1  Atlas,  1907. 
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Belgrad.  E.  Serbische  Akademie  der  Wissenschaften: 

Istorijski  Zbornik,  section  I,  vol.  4,  1907. 

Cma  Gora,  1907. 

Bergen  (Norwegen).  Museum: 

Aarbog  1907,  Heft  1—3,  1908. 

Aarßberetning  for  1907,  1908. 

—  —  Sars  G.  0.,    An  Account  of  the   Crustacea  of  Norway,   vol.  V, 

part  21  und  22,  1908. 
Bergzabern.  E.  Progymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

N.  Spiegel,  Die  Grundlagen  der  Vagantenpoesie,  1908. 

Berkeley,  üniversity  of  California: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907. 

The  üniversity  of  California  Chronicle,  vol.  10,  No.  1,  2. 

—  —  Publications,  American  Archaeol.  and  Ethnol.,   vol.  6,   No.  1—3; 

Botany,    vol.  2,   No.  16,    Tit.  &  Cont.,  vol.  3,    No.  1.;  Economics, 
vol.  1;    Physiology,    vol.  3,    No.  11;    Astronomy,    vol.  4,    1906/08, 
Tit.  &  Cont.,  1907/08. 
Berlin.  E.  Preuß.  Akademie  der  Wissenschaften: 
Acta  Borussica,  Die  Behördenorganisation,  Bd.  IV,   1,  2;  Bd.  IX. 

—  —  Acta  Borussica,  Münzweaen,  Münzgeschichtl.  Teil,  Bd.  II,  1906. 
Abhandlungen  aus  dem  Jahre  1907,  4®. 

^  Sitzungsberichte,  1907,  Nr.  39-63;  1908,  Nr.  1-39,  gr.  Oft. 

Politische  Eorrespondenz  Friedrichs  des  Großen,  Bd.  32,  1908. 

Inscriptiones  Graecae,  vol.  XII,   fasc.  7,  vol.  IX,  pars  2,  1908,  fol. 

—  Auswärtiges  Amt  des  Deutschen  Reiches: 

3  Weißbücher:  a)  Die  Vorgänge  in  Chile,  1891;  b)  Aktenstücke 

über   Marokko,    1906/06;    c)  Ergebnisse   der   IL    Internationalen 
Friedenskonferenz  im  Haag,  1907. 

—  —  Verzeichnis  der  Eaiserlich  Deutschen  Eonsulate,  Januar  1908,  4^. 
Aktenstücke  über  Marokko,  1906/08;  1908,  fol. 

—  E.  Preuß.  Geologische  Landesanstalt: 

Abhandlungen,  N.  F.,  Heft  62,  54,  55,  Heft  4  mit  Atlas,  1906/08,  4^. 

Jahrbuch  für  das  Jahr    1904,  1907. 

—  Physikalisch-Technische  Reichsanstalt: 

Die  Tätigkeit  der  Physikal.-Techn.  Reichsanstalt  im  Jahre  1907; 

1908,  40. 

—  E.  Bibliothek: 

Jahresbericht  für  1907/08,   1908. 

—  Deutsches     Bureau    der    Internationalen     Bibliographie 

der  Naturwissenschaften: 

—  —  Bibliographie    der    deutschen    naturwissenschaftlichen    Litemtur, 

Bd.  10,  No.  8  und  9,  1908. 
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Berlin.  Zentralbureau  der  internationalen  Erdmessung: 
Veröffentlichungen,  N.  F.,  Nr.  16,  190Ö,  4P. 

—  Konferenz  der  internationalen  Erdmessung: 
Verhandlungen  der  15.  Konferenz,  Sept.  1906;  1908,  4<>. 

—  Deutsche  Chemische  Gesellschaft: 

Berichte,  Jahrg.  40,  No.  19,  Jahrg.  41,  No.  1—18,  1907/08. 

—  Deutsche  Geologische  Gesellschaft: 

—  -  Zeitschrift,  Bd.  59,  Heft  4,  1907;  Bd.  60,  Heft  1—3,  1908. 
Monatsberichte,  1907,  No.  8-12;  1908,  No.  1,  2,  5-7. 

—  Medizinische  Gesellschaft: 
Verhandlungen,  Bd.  38,  1908. 

—  Deutsche  Physikalische  Gesellschaft: 

Die  Portschritte  der  Physik  im  Jahre  1907,  Jahrg.  68,  Abt  1  —  3, 

Braun  schweig,  1908. 

—  —  Verhandlungen,  Jahrg.  10,  No.  1—23,  Braunschweig  1908. 

—  Physiologische  Gesellschaft: 

Zentralblatt  für  Physiologie,   1907,   Bd.  XXI,    No.  21-26;    1908, 

Bd.  XXII,  No.  1-19. 
Bibliographia  physiologica,  1907,  Bd.  3,  No.  2—4;  Bd.  4,  No.  1. 

—  Kais.  Gesundheitsamt: 

Das  Deutsche  Reich   in    gesundheitlicher   und  demographischer 

Beziehung,  Festschrift,  1907,  49, 

—  K.  Technische  Hochschule: 

Kammerer,  Werkzeug  und  Arbeitsteilung,  Rede,  1908,  49. 

—  Kais.   Deutsches   Archäologisches   Institut    (rOm.  Abteil,  s. 

unter  Rom): 
Jahrbuch,  Bd.  22,  Heft  3,  4,  Bd.  23,  Heft  1,  2,  Register  zu  Bd.  XI 

bis  XX,  1908,  40. 
Antike  Denkm&ler,  Bd.  II,  Heft  5,  1908,  fol. 

—  K.  Preuß.  Geodätisches  Institut: 

—  —  Veröffentlichung.  N.  F.,  No.  35  und  36,  1908. 

—  K.  Preuß.  Meteorologisches  Institut: 

Bericht  über  die  Versammlung  des  Internationalen  Meteoro- 
logischen Komitees,  Paris  1907;  1908,  4^. 

Veröffentlichungen,   No.  192,   193,   195-197.    199,   Heft  II,   1908, 

in  49  und  fol. 

—  —  Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  den  Stationen  II.  und  III.  Ord- 

nung im  Jahre  1902;  1907,  4<>. 

—  Redaktion  des  »Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathe- 

matik': 
Jahrbuch,  Bd.  36,  1905,  Heft  3,  Bd.  37,  1906,  Heft  1  und  2,  1908. 

—  Siemens-Schuckert-Werke: 
Nachrichten,  Heft  12     14,  fol. 
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Berlin.  Verein  zur  Beförderung  des  Gartenbaues  in  denpreuß. 
Staaten: 

Verzeichnis  der  Mitglieder,  1907. 

Gartenflora,  Jahrg.  1908,  No.  1—24. 

—  Verein  für  Geschichte  der  Mark  Brandenburg: 

Festschrift  zu  G.  Schmollers  70.  Geburtstag,  Beiträge  zur  branden- 

buigischen  und  preußischen  Geschichte,  Leipzig  1908. 

—  —  Forschungen  zur  brandenburgischen  und  preußischen  Geschichte, 

Bd.  XXI,  1.  und  2.  Hälfte,  Leipzig  1908. 

—  Reform-Verlag: 

Universal- Archiv  für  Wissenschaft  und  Literatur,  Jahrg.  1,  No.  1. 

1908. 

—  Verlag  vom  Archiv  für  Rechts-  u.  Wirtschaftsphilosophie: 

—  — -  Prospekt  , Unser  erstes  Jahr",  1908. 

—  Zeitschrift  für  Instrumentenkunde: 
Zeitschrift,  28.  Jahrg.,  Nr.  1—12,  1908,  4«. 

Bern.  Schweizerische  Naturforschende  Gesellschaft: 

—  —  Actes  de  la  Soci^te  Helvätique  des  Science  naturelles,  session  90, 

1907,  vol.  1  und  2,  Aarau  1908. 
Gompte  rendu  des  travaux  prös.  ä  la  90«  session  de  la  Soci^t^, 

1907,  Geneve  1907,  8®. 

Neue  Denkschriften,  Bd.  42  und  43,  Zürich  1907/08,  4^. 

—  Historischer  Verein: 

Archiv,  Bd.  18,  Heft  3,  Bd.  19,  Heft  1,  1908. 

—  Schweizerische  Geodätische  Kommission: 

Astronomisch-geodätische  Arbeiten  in  der  Schweiz,  Bd.  11,  Zürich 

1908,  4». 

Besangen.  Soci^te  d'Emulation  du  Doubs: 

Mtooires,  ser.  Vllf,  vol.  1,  1906;  1907. 

Beyronth.  Universit^  Saint  Joseph: 

Melanges  de  la  Facult^  Orientale,  I,  II,  III,  fasc.  1,   1906/08,  4«. 

Bologna.  R.  Accademia  delle  Scienze  delT  Istituto: 

Memorie,  Glasse  di  scienze  morali:  Serie  I,  1,  a)  Sezione  di  scienze 

storico-filologiche,    fasc.  1  und  2,    1908;    b)    Sezione    di    scienze 
giuridiche,  fasc.  1  und  2,  1907,  4P, 

Memorie,  ser.  VI,  tom.  4,  fasc.  1—4,  1907. 

Rendiconto.  N.  Ser.,  vol.  II,  1906/07;  1907. 

—  R.  Deputazione  di  storia  patria  per  le  Provincie  di  Ro- 

magna: 

Atti  e  Memorie,    ser.  III,    vol.  25,  fasc.  4—6,    vol.  26,   fasc.  1—8, 

1907/08. 

—  Osservatorio  astronomico  e  meteorologico: 

Osservazioni  meteorologiche  dell*  annata  1906;  1907,  fol. 
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Bonn.  Universität: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4<>  und  8®. 

—  Verein  von  Altertumsfreunden  im  Rheinlande: 
Bonner  Jahrbücher,  Heft  116,  3,   117,  1,  2,  1907/08,  4®. 

—  Naturhistorischer  Verein  der  preußischen  Rheinlande: 
— .—  Verhandlungen,  64.  Jahrg.,  1907,  I.  und  IL  HÄlfte,  1903. 
Sitzungsberichte,  1907,  I.  und  II.  Hälfte,  1908. 

Bordeaux.  Societe  des  sciences  physiques  et  naturelles: 

Proces-verbaux,  1906/07. 

Observations  pluviom.  et  thermom.,  Juin  1906 —Mai  1907;  1907. 

—  Soci^t^  de  g^ographie  commerciale: 
Bulletin,  1908,  annee  84,  No.  1-12. 

Boaton.  American  Academy  of  Arts  and  Sciences: 

Proceedings,  Vol.  43,  No.  7—22,  1907/08. 

Memoirs,  vol.  XIII,  No.  6,  Cambridge  1908,  4». 

—  American  Philological  Association: 
Transactions  and  Proceedings,  1907,  vol.  38. 

—  Boston  Society  of  natural  History: 
Proceedings,  vol.  33,  No.  3—9,  1906/07. 

Braunschweig.  Stadtarchiv  und  Stadtbibliothek: 

Urkundenbucb  der  Stadt  Braunschweig,  Bd.  IV,  Abt.  2,  Nachträge, 

1908,  40. 

—  Geschichtsverein: 

—  —  Braunschweigisches  Magazin,   Bd.  13,  Jahrg.  1907,   Wolfenbüttel 

1907. 

—  Verein  für  Naturwissenschaft: 

15.  Jahresbericht  für  die  Jahre  1905/06  und  1906/07,  1908. 

Bremen.  Meteorologisches  Observatorium: 
Deutsches  Meteorologisches  Jahrbuch  für  1907,  Jahrg.  18,  1908,  49. 

—  Naturwissenschaftlicher  Verein: 
Abhandlungen,  Bd.  XIX,  Heft  2,  1908. 

Breslau.  Schlesische  Gesellschaft  für  vaterländische  Kultur: 

86.  Jahresbericht  1907,  1908. 

Brooklyn.  Institute  of  Arts  and  Sciences: 

Science  Bulletin,  vol.  I,  No.  11—14,  1907/08. 

Brflnn.  Mährisches  Landesarchiv: 

Das  Mährische  Landesarchiv  von  Bertold  Brethols,  1908,  4^^. 

~  Mährisches  Landesmuseum: 

Öasopis,  Bd.  VIII,  1,  2,  1908. 

Zeitschrift,  Bd.  VIII,  1,  2,  1908. 

—  Deutscher  Verein  für  die  Geschichte  Mährens  und  Schle- 

•^iens: 
Zeitschrift,  12.  Jahrg.,  Heft  1—4,  1908. 
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Brttnn.  Natarforschender  Verein: 

Bericht  der  meteorologischen  Kommission  im  Jahre  1905;    1907. 

Verhandlungen,  Bd.  45,  1906;  1907. 

Ergebnisse  der   phftnologischen   Beobachtungen   im  Jahre   1905, 

1907. 
BrflBsel.  Acad^raie  Royale  de  medecine: 

Mömoires  couronnes,  CoUection  in  8®,   tom.  19,  fasc.  8— -11,  1908. 

Bulletin,  IV«  ser.,  tom.  21,  No.  10,  11,  tom.  22,  No.  1—8.  1907/08. 

—  Academie  Royale  des  sciences: 

—  —  Programme  du  concurs:  a)  Classe  des  sciences,  1909;  b)  Classe 

des  beaux-arts,  1910;  1908. 

Commission  Royale  d'histoire:  Charles  du  Ghapitrede  Ste.  Waudru 

de  Mons,  tom.  3,  p.  p.  L.  De  villers,  1908. 

—  —  Table  chronologique  des  chartes  et  diplömes  imprimes  concernant 

rhistoire  de  la  Belgique  p.   S.  Bormans  et  J.  Halkin,   tom.  11, 

part  1,  1907,  4». 

Annuaire  1908. 

Bulletin:  a)  Classe  des  lettres  1907,  No.  9— 12;  1908,  No.  1-8; 

b)  Classe  des  sciences  1907,  No.  9—12;  1908,  No.  1—8. 
Mömoires,  Classe  des  sciences,   CoUection  in  8®,  II«  ser.,  tom.  2, 

fasc.  3,  1908. 
Memoires,  Classe  des  lettres,  CoUection  in  49, 11«  sör.,  tom.  I,  fasc.  5, 

tom.  IF,  1907. 

—  —  Mämoires,  Classe  des  lettres,  CoUection  in  8^,  II«  s^r.,  tom.  III, 

fesc.  2,  tom.  IV,  fasc.  1,  1908. 

—  —  Biographie  nationale,  tom.  XIX,  fasc.  2,  1907. 

—  Bibliothäque  Royale  de  Belgique: 

Henri  Hymans,  Cataloque  des  estampes  d'ornement,  1907. 

Cataloque  des  manuscrits,  tom.  6,  1906. 

—  Mus^e  du  Congo: 

Annales,  ser.  II,  Katanga,  tom.  1,  Carte  g^ologique  du  Katanga 

et  Notes  descriptives,  1908,  fol. 
Annales,  Botanique,  ser.  V,  vol.  2,  fasc.  3  (Etudes  sur  la  Flore  du 

Bas  et  du  Moyen  Congo  par  S.  de  Wildeman),  1908,  fol. 

—  Kongo-Regierung: 

—  —  Notices  sur  les  Plantes  utiles  ou  interessantes  de  la  Flore  du 

Congo  (Par  E.   de  Wildeman),  vol.  II,  fasc.  2,  1908. 

—  Observatoire  Royal: 

Annales,  N.  S^.  Physique  du  globe,  tom.  III,  fasc.  3,  1907,  4«. 

Annales  Astron omiques,  tom.  X,  XI,  1,  1907,  4^. 

Annales  M^teorologiques,  tom.  XX,  fasc.  4,  cah.  1,  2,  1906/07,  4P. 

Annuaire  astronomique  pour  1908. 

—  —  Annuaire  möt^orologique,  1908. 
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BrOssel.  L'Observatoire  Royal  de  Belgique  (Commission  de  la 
.Belgica'): 
Resultats  du  Voyage  du  S.  M*^-  Y.  ^Belgica*,  M^moires,  a)  Zoo- 
logie: 1.  Holothuries,  2.  Ostracodes,  3.  Insectes,  4.  Mäduses^  6.  Girri- 
pedia,  6.  Pennatalides,  7.  Scaphopodes,  8.  Turbellaries;  b)  Phj- 
sique  du  Globe:  Mesures  pendulaires;  c)  G^logie:  les  Glaciers; 
d)  Oc^anographie:  Relations  thermiques,  Andren  1906/08. 

—  Society  des  Bollandistes: 

Analecta  Bollandiana,  tom.  27,  fasc.  1—4,  1908. 

—  Societe  entomologique  de  Belgique: 
Annales,  tom.  51,  1907. 

Memoires,  tom  15,  16,  1908,  4®. 

—  Societe  Beige  de  geologie: 

—  —  Bulletin:  a)  Memoires,    ann^e  21,  tom.  21,   fasc.  3,  4,  annee  22, 

tom.  22,  1907/08;  b)  Proces-verbal,  1907,  Oct.— D^c,  1908,  tom.  22, 
Janvier  —  Juillet. 

—  Soci^t^  Royal  zoologique  et  malacologique: 
Annales,  tom.  41,  42,  ann^e  1906;  1907. 

—  Polar-Institut: 

Protokoll  der  Sitzungen,  Tagung  von  1905;  1908. 

Budapest.  K.  Ungarische  Akademie  der  Wissenschaften: 

Mathematische  und  natm-wissenschafÜiche  Berichte  ans  Ungarn, 

Bd.  21,  1903;  22,  1904;  23,  1905;  1908. 

—  E.  Ungarische  Geologische  Anstalt: 

Mitteilungen  aus  dem  Jahrbuch,  Bd.  XVI,  Heft  2—4,  1907/08. 

Földtani    Közlöny,    Bd.  37,    Heft  9—12,    Bd.  38,    Heft   1-10, 

1907/08. 

Jahresbericht  für  1906;  1908. 

A  Magyar  Kir.  földtani  intezet  evkönyve,  Bd.  XVI,  3—6,  1908. 

—  —  Erläuterungen   zur    geologischen   Spezialkarte    der  L&nder   der 

ungarischen  Krone. 

Sektionsblatt,    Zone  25,   Kol.  26   von  L.   Roth  v.  Telcyd,    1906; 

Blatt,  Zone  19,  Kol.  XXVIII  von  M.  v.  Palfy.  1907. 

—  —  M.  v.  Palfy,  Die  Umgebung  von  Abrudbänya,  1908. 

—  Statistisches  Bureau: 

Publikationen,  No.  XXXVI,  XXXVllI,  1906/07. 

Statistisches  Jahrbuch,  VIIL  Jahrg.,  1905;  1907. 

—  Ungarische  Naturwissenschaftliche  Gesellschaft: 
Zsigmond  Röna,  fighajlat,  I  lUsz,  1907. 

Buenos  Aires.  Museo  nacional: 

Annales,  ser.  III,  tom.  7  und  9,  1907/08,  4«. 

Buffalo.  Society  of  natural  history: 

Bulletin,  vol.  IX,  No.  1,  1908." 
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Bnitenzorg  (Java).  Institut  botanique: 
Catalogus  Bogoriensis  novus,  Index,  fasc.  1,  2,  1908. 

—  Departement  de  Tagriculture: 

Ch.  Bemard,  Protococcac^es  et  Desmidies  d'eau  douce,  1908. 

Bulletin,  No.  10—21,  1907/08,  4^ 

Mededeelingen,  No.  3,  1907. 

Bukarest.  Academia  Romana: 

Analele,  Parte  a  administrativa,  ser.  II,  tom,  29,  1907,  4*^. 

,        Memoriile  sectiunii  literare,  ser.  II,  tom.  29,  1907,  4<>. 

,  ,  ,         gtiin^ifice,  ser,  II,  tom.  29,   1907,  49. 

,  „  „         istorice,  ser.  II,  tom.  29,  1907,  49. 

Bibliografia  Romäneasca  vecbe  1608-1830,  tom.  2,  ffksc.  3,  1907,  4<>. 

Istoria  romana  de  Titus  Livius,  tom.  3,  fasc.  3,  1907. 

Cresterile  Colectiunilor  in  anul,  1905. 

y.  Ro§u,  Studiu  asupra  irigatiunilor  fii  Rom&nia,  1907. 

Joan  Bianu,  Gatalogul  manuscriptelor  Romftnesti,  tom.  1,  1907. 

—  —  0.  Jormescu,  Harta  agronomicä  a  Romäniei,  1907. 

—  —  L'Acadömie  Roumaine  en  1906/07,  Discours  prononce  par  Demetre 

A.  Sturdza,  1907. 
Documente  Romftnesti,  part  1,  tom.  1,  fasc.  1,  1576—1629. 

—  Ministere  de  TAgriculture,  de  Tlndustrie  du  Commerce 

et  des  Domaines: 
La  Roumanie  1866—1906;  1907. 

—  Sociötö  des  Sciences: 

Buletinul,  anul  17,  No.  1—4^  1908. 

Bnrghaasen.  K.  Humanist.  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

Studien  über  die  Kemptener  Kanslei-  und  Literatursprache  bis 

1600  von  G.  Hertzog,  1908. 

Gaen.  Soci^tä  Linn^enne  de  Normandie: 

Bulletin,  ser.  V,  vol.  10,  1906;  1907. 

Cairo.  Intitut  £gyptien: 

Memoires,  tom.  ö,  fasc.  2,  3,  1907/08,  4®. 

Bulletin,  ser.  V,  tom.  1,  fasc.  2,  1907;  1908. 

Calontta.  Meteorological   Department   of   the   Government   of 
India: 

Memoirs,  vol.  XX,  part  2,  4  und  5,  1908,  fol. 

Monthly  Weather  Review,  February  —  Deeember  1907;  January  — 

May  1908;  1907/08,  fol. 

India  Weather  Review  für  1906,  Simla  1908,  4^. 

Rainfall  Data  of  India,  Year  15,  1905;  Year  16,  1906;  1906/08,  fol. 

Report  1907/08,  Simla  1908,  fol. 
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Calcntta.  Government  of  Bengal: 

—  —  Hrishike^  Sästri  and  Nilamani  Cakravartti,  a  descriptive  Gata- 

logue  of  Sanskrit  Manuscripts  in  the  Library  of  Calcntta  Sanskrit 
College,  No.  25,  pag.  57—152,  Calcntta  1908. 

—  Royal  Asiatic  Society  of  Bengal: 

Bibliotheca  Indica,  N.Ser.,  No.  1149,  1151,  1154,  1163—1167,  1172. 

1174-1178,  1180,  1181,  Calcutta  1907. 

—  Office  of  Superintendent  of  Government  Printing: 

Annual  Report  of  the  Imperial  Department  of  Agriculture  1905/06 

and  1906/07,  1908. 

—  Geological  Survey  of  India: 

Records,  vol.  36,  part  2-4,  vol.  37,  part  1,  1907/08,  4«. 

Memoirs,  vol.  36,  part  2,  1907/08,  4^. 

Memoirs,  ser.  XV,  vol.  5,  Memoir  3,  1908,  4**. 

—  —  Memoirs,  Palaeontologia  of  India,  ser,  XV,  vol.  1,  part  1,  4P. 

—  —  Burrard   and   Hayden:    A    Sketch  of  the  Geography   and    Geo- 

logy  of  the  Himalaya  Mountains  and   Tibet,  Fl.  I,  II,  III,  Cal- 
cutta 1907,  4*». 
, Cambridge  (Mass.).  Museum  of  comparative  Zoology  at  Harvard 
College: 

—  —  Harvard  üniversity  Museum,  its  origin  and  history,  1902. 
Bulletin,  vol.  43,  No.  6,  vol.  49,  No.  6,  7,  vol.  51,  No.  7—12,  vol.  52, 

No.  1-6,  vol.  53,  No.  1,  2,  1907/08. 
Memoirs,  vol.  XXVI,  No.  6,  vol.  XXXIV,  No.  2,  vol.  XXXV,  No.  2, 

Titel  und  Inhalt  zu  Bd.  49  und  51,  1907/08,  4«. 
Annual  Report  1906/07  and  1907/08,  1908. 

—  Astronomical  Observatory  of  Harvard  College: 

Annale,  vol.  49,  1,  2,   50,  59,  1,   60,  6—8,  61,  1,  1907/08,  40. 

Circular,  No.  136. 

—  (Engl.)  Observatory: 

Annual  Report  for  1907/08,  1908,  4P, 

—  Philosophical  Society: 

Proceedings,  vol.  14,  part  4—6,  1908. 

Transactions,  vol.  XX,  No.  15,  16,  vol.  XXI,  No.  1-6.  pag.  1—170, 

1908,  40. 
Capetown.  Geological  Commission  of  the  Colony  of  the  Cape 

of  Good  Hope: 
Geological  Map,  Sheet  42,  46,  49,  50  and  62.  1908,  fol. 

—  Geodetic  Survey  of  South  Africa: 

Reports  on  the  Geodetic  Survey  of  the  Transvaal  and   Orange 

River  Colony  etc.,  vol.  5  (mit  Kartenmappe),  London  1908,  fol. 

—  South  African  Museum: 

Annais,  vol.  4,  part  8,  vol.  7,  part  1,  London  1908. 
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Capetown.  Geological  Survey: 

Annual  Report  12  for  1907,  1908. 

Catania.  Accademia  Gioenia  di  scienze  naturali: 

Bollettino  mensile,  ser.  2,  1907/08,  fasc.  1-4,  1908. 

—  Society  di  atoria  patria  per  la  Sicilia  Orientale: 
Archivio,  anno  6,  fasc.  1  und  2,  1908. 

Chicago.  Academy  of  Sciences: 
Special  Publication,  No.  2,  1908. 

—  John  Crerar  Library: 

13*1»  annual  Report  for  the  year  1907,  1908. 

—  Field  Columbian  Museum: 

Publications,  No.  121-128,  1907/08. 

Ghristiaiiia.  Yidenskabsselskabet: 

Forhandlinger,  Aar  1907,  1908. 

Skrifter,  1906,  I.  math.-naturwiss.  Klasse,  Bd.  2;    1907,  I.  math.- 

naturwiss.  Klasse,  iL  histor.-filos.  Klasse;  1908. 
Chnr.  Historisch-antiquarische  Gesellschaft  für  Graubünden: 

87.  Jahresbericht,  Jahrg.  1907;  1908. 

—  Naturforschende  Gesellschaft  für  Graubünden: 
Jahresbericht,  N.F.,  Bd.  50,  Jahrg.  1907/08;  1908. 

Cindnnati.  Lloyd  Library: 
Bulletin,  No.  10  (Reproduktion  Series,  No.  6),  1908. 

—  University: 

Record,  ser.  I,  vol.  IV,  No.  3—9,  1907/08. 

University  Studies,  ser.  11,  vol.  III,  No.  4,  1907. 

Glermont.  Acad^mie  des  Sciences,  Beiles  Lettres  et  Arts: 

—  —  Bulletin  historique   et  scientifique  de  TAuvergne.   ser.  II,  1906, 

No.  5. 

—  Sociöt^  des  amis  de  l'Üniversite: 

Revue  d'Auvergne  et  Bulletin   de  l'Üniversite,   annee  25,  No.  3 

und  4,  1908. 
Cleveland.  Archaeological  Institute  of  America: 

—  —  American  Journal  of  Archaeology,  11**  ser.,  vol.  XI,  No.  4,  Supple- 

ment zu  vol.  Xr,  Norwood  1907. 
Columbia.  University  of  Missouri: 

Studies,  Science  Series,  vol.  II,  No.  1,  1907. 

Bulletin  of  Laws  Observatory,  No.  13,  14,  1908,  4«. 

The  War  Debt  Fund  and  its  Disposition  by  J.  F.  Geronld,  1905. 

Como.  Societä  storica: 

Periodico,  vol.  18,  fasc.  69,  70,  1908. 

Czemowitz.  Franz- Josephs-Universität: 

Personalstand  1908/09,  1908. 

Verzeichnis  der  Vorlesungen,  W.-S.  1908/09.  1908. 
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I 
Danzig.  Na.turforschende  Gesellschaft: 
Schriften,  N.  F.,  Bd.  12,  No.  2,  1908.  | 

—  Westpreußischer  hotan.-zoologischer  Verein: 
Bericht  80,  1908. 

—  Westpreußischer  Geschichtsverein: 
Zeitschrift,  Heft  60,  1908. 

Mitteilungen,  Jahrg.  7,  1908,  No.  1-4. 

Dar-es-Salam.  Kais.  Gouvernement  von  Deutsch-Ostafrika: 

Berichte  über  Land-  und   Forstwirtschaft  in  Deatech-Ostafrika, 

Bd.  III,  Heft  4,  Heidelberg  1908. 
Darmstadt.  Historischer  Verein  für  das  Großherzogtum  Hessen: 

ArchivfürhessischeGeschichte,  N.F.,Erganzung8bd.3,  Hefts,  1907. 

Quartalblfttter,  Bd.  IV,  Nr.  6—8,  1907. 

Delft.  Technische  Hoogeschool: 

Koomans  Nicol.,  Over  den  Invloed  der  Zelfinductie  in  Telefoon- 

geleidingen,  Proefschrift,  Delft  1908. 

—  —  Gelder  Jan  Karl  van,    Over  de   Toepassing  van  de  Centrifugaal- 

kracht  voor  de   Scheiding    en  Zuivering   van    Ertsen   en   Kolen, 
Proefschrift  be  Delft,  s'Gravenhage  1908. 
Denver  (Colorado).  Colorado  Scientific  Society: 

Proceedings,  vol.  VIII,  pag.  5-422,  vol.  IX,  pag.  6—64,  1907/08. 

Dessau.  Verein    für   Anhaltische    Geschichte    und   Altertums- 
kunde: 

Mitteilungen,  Bd.  XI,  Heft  1,  1908. 

Donai.  Union  geographique  du  Nord  de  la  France: 

Bulletin,  29«  aiinäe,  trim.  1-8,  1908. 

Dresden.  K.  S&chsischer  Altertumsverein: 

Jahresbericht  83,  1907/08;  1908. 

Neues  Archiv  für  sächsische  Geschichte,  Bd.  XXIX,  1908. 

—  —  Mitgliederverzeichnis  etc.,  April  1908. 

—  Verein  für  Erdkunde: 

Mitteilungen,  1908,  Heft  7. 

Mitglieder  Verzeichnis,  April  1908. 

—  K.  Sächsische  Landes-Wetterwarte: 

Deutsches  meteorologisches  Jahrbuch  für  1908;   1904,  1.  Hälfte; 

1908,  fol. 

Dekaden- Monatsberichte,  Jahrg.  IX,  1906,  Jahrg.  X,  1907,  4«. 

Dublin.  Royal  Irish  Academy: 

—  —  Proceedings,  vol.  XXVII,  section  A,  No.  8,  9,  section  B,  No.  1 — 6, 

section  C,  No.  1-8  and  Appendix,  1908. 

—  Royal  Society: 

—  —  The  economic  Proceedings,  vol.  1,  part  12,  1908. 
The  scientific  Proceedings,  vol.  11,  No.  21-28,  1908. 
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Easton  (Fa.).  American  Chemical  Society: 

The  Journal,  vol.  30,  No.  1—12,  1908. 

Edinburgh.  Royal  Society: 

Proceedings,  vol.  28,  part  2—9,  vol.  29,  part  1,  1908. 

Transactions,  vol.  45,  part  4,  vol.  46,  part  1,  1908,  fol. 

—  Geological  Society: 

Transactions,  vol.  9,  part  2,  1908. 

—  Royal  Physical  Society: 

Proceedings,  vol.  17,  No.  4,  6,  1908. 

Eichstfttt.  K.  Humanist.  Gymnasium: 

—  —  Beilage  zum  Jahresbericht:  Die  Stellung  des  Thukydides  zu  Perikles 

und  Kleon  von  J.  Hombach,  1908. 
Eisleben.  Verein  für  Geschichte  der  Grafschaft  Mansfeld: 

Mansfelder  Blätter,  21.  Jahrg.,  1907. 

Emden«  Naturforschende  Gesellschaft: 

91.  und  92.  Jahresbericht  1906/06  und  1906/07. 

Erlangen.  K.  Humanist.  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

Programm:  Studien  zur  Wurflinie  von  E.  Schöner,  1908. 

—  K.  Universitätsbibliothek: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08. 

Hermann  Varnhagen,  Über  Byrons  dramatisches  Bruchstück  „Der 

Umgestaltete  Mißgestaltete*,  Rede,  1905,  i^, 

Florenz.  Reale  Accademia  dei  Georgofili: 
Atti,  ser.  V,  vol.  4,  disp.  4,  vol.  5,  disp.  1*,  2—4,  1907/08. 

—  Biblioteca  Nazionale  Centrale: 

—  —  Bollettino   delle  Pubblicazioni   Italiane,    1907,  Titel  und  Inhalt; 

1908,  No.  87—95;  1908. 

Due  insigni  Autografi  di  Galileo  Galilei  e  di  Evangelista  Torri- 

celli  a  facsimile,  1908,  fol. 

—  Societä  Asiatica  Italiana: 
Giornale,  vol.  20,  1907. 

Frankfurt  a.  M.    Senckenbergische     Naturforschende     Gesell- 
schaft: 

Abhandlungen,  Bd.  29.  Heft  8,  19o8.  4». 

Bericht  1908. 

—  Physikalischer  Verein: 

Der  Neubau  des  Physikalischen  Vereins  und  seine  Eröffnungsfeier 

am  II.  Januar  1908,  19o8. 

Jahresbericht  1906'07,  1908. 

Frankfurt  a.  0.  Naturwissenschaftlicher  Verein: 
Helios,  Bd.  24,  25,  Beriin  1908. 
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Freiburg  i.  Br.  Breisgau-Verein  Schau  ins  Land: 
.Schau  ins  Land*,  1908,  35.  Jahrlauf,  I.  und  IL  Hüfte,  fol. 

—  Eirchengeschichtlicher  Verein: 

Freiburger  Diözesan-Archiv,  N.  F.,  Bd.  IX,  1908. 

—  Naturforschende  Gesellschaft: 
Berichte,  Bd.  17,  Heft  1,  1908. 

—  Universität: 

—  —  Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4P  und  ^, 
Fürth.  K.  Humanist.  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

Programm:    BeitrSge    zur   Wiederherstellung    der  Odyssee   von 

Heinrich  Schiller  II,  1908. 

Genf.  Observatoire: 

Observations  m^teorologiques  fisiites  aux  fortifications  de  St.  Mau- 
rice 1907. 

R^um^  m^t^orologique  de  Tann^e  1906  pour  Geneve  et  le  Grand 

Saint  Bemard,  1907. 

—  Societe  d*histoire  et  d*archeologie: 
Bulletin,  tom.  3,  livr.  2,  1908. 

M^moires  et  Documenta,  II«  a^r.,  tom.  8,  livr.  3,  tom.  11,  livr.  1,  1908. 

—  Societe  de  physique  et  d'hiatoire  naturelle: 
M^moires,  vol.  36,  fasc.  4,  1908,  4*. 

—  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4®  und  8^ 

Gent.  Vlaamach  natuur-  en  geneeskundig  Gongres: 

—  —  Handelingen,    van  het  Gongres  gehouden  IX  in  Aalst,    28.  und 

24.  September  1905;  X  in  Brügge,  29.  und  SO.  September  1906; 
Antwerpen  1906'07,  49. 
(}enaa.  Museo  civico: 
Annali,  ser.  3*,  vol.  3,  1907. 

—  Istituto  di  Patologia  Generale: 
Pathologia,  anno  I,  No.  1,  2,  1908. 

GiesBen.  Universität: 

—  —  Zur  Erinnerung  an  die  dritte  Jahrhundertfeier  1907,  4®. 
Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4«  und  QP. 

Glasgow.  Geological  Society: 

Transactions,  vol.  X- XII,  1895-1906. 

Görlitz.  Oberlauaitzische  Gesellschaft  der  Wissenschaften: 

—  —  Neues  Lausitzisches  Magazin,  Bd.  84,  1908. 

Codex  diplomaticus  Lusatiae  superioria,  III.  Bd.,  4.  Heft,  1908. 

Göttingen.  K.  Geaellachaft  der  Wissenschaften: 
Göttingische  Gelehrte  Anzeigen,  1908,   No.  1—10,  Berlin,  gr.  8®. 
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Göttingen.  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften: 

Abhandlungen,   N.  F.,    a)  Philol.-hist.  Klasse,    Bd.  X,    No.  1-5, 

•   Bd.  11,  No.  1;   b)  Math.-phys.  Klasse,   Bd.  VI,   No.  1-8,  Bd.  VII, 
No.  1,  2;  Berlin  1908,  4^. 

Nachrichten,  a)  Philol.-hist.  Klasse,  1907,  Heft  3;  1908,  Heft  1-5; 

b)  Math.-phys.  Klasse,  1907,  Heft  4,  5;  1908,  Heft  1—3;  c)  Geschäft- 
liche Mitteilungen,   1906,   Heft  2;    1907,  Heft  2;   1908,  Heft  1,  2; 
Berlin,  4». 
Gothembiirg.  Redaktion  des  .Eranos': 

Eranos,  Acta  philologica  Suecana,  vol.  VIl,  fasc.  1—4,   vol.  VIII, 

fasc.  1—3,  1907/08. 
Granville  (Ohio).  Scientific  Laboratories  of  Denison  üniversity: 

Bulletin,  vol.  XIII,  articles  1  -6,  1905/07. 

Graz.  Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Steiermark: 

Mitteilungen,  Jahrg.  1906,  Bd.  43,  Heft  1,  2;  Jahrg.  1907,  Bd.  44; 

1907/08. 

—  Universität: 

Verzeichnis  der  Vorlesungen  im  W.-S.  1908/09,  1908. 

—  —  Verzeichnis  der  akademischen  Behörden  etc.  1908/09,  1908. 
Bericht  über  die  volkstümlichen  Vortröge  1898—1907,  1907. 

Greifswald.  Rügisch-Pommerscher  Geschichtsverein: 
Pommersche  Jahrbücher,  Bd.  9,  1908. 

—  Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Neu-Vorpommern: 
Mitteilungen,  39.  Jahrg.,  1907,  Berlin  1908. 

GnnzeiihauBen.  K.  Realschule: 
Jahresbericht  15,  1907/08;  1908. 

Haag.  K.  Instituut  voor  de  Taal-,   Land-  en  Volkenkunde  van 
Nederlandsch-Indie: 

Bijdra^en,  VE.  Reeks,  deel  6,  7,  Volgreeks  VII,  deel  7,  afl.  3,  4, 

1908. 
Haarlem.  Akademie  der  Wissenschaften: 
Verhandelingen,  III.  Verzameling,  deel  VI,  stuk  3,  4,  1907,  4®. 

—  Musee  Teyler: 

Archives,  ser.  II,  vol.  11,  2«  partie,  1908,  gr.  S^. 

—  Sociöte  HoUandaise  des  Sciences: 

Huygens- Oeuvres  completes,  tom.  11,  La  Haye  1908,  4^. 

Archives   Nöerlandaises    des   sciences   exactes,    s6r.  II,    tom.  18, 

livr.  1—5,  1908. 
Halifax.  Nova  Scotian  Institute  of  Science: 

Proceedings  and  Transactions,  vol.  11,  part3,  4,  vol.  12,  part  1, 1908. 

Hall.  K.  K.  Franz  Joseph-Gymnasium: 

Programm  1907/08,  1908. 

1906.  Sitsnogab.  d.  math.-phy8.  KL  2 
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Halle.  E.  Leopoldinisch-Earolinische  Deutsche  Akademie  der 
Naturforscher: 

Leopoldina,  Heft  43,  Nr.  12,  Heft  44,  Nr.  1—12,  1908,  4«. 

Nova  Acta,  Bd.  78,  87,  1907,  4». 

—  Deutsche  Morgenländische  Gesellschaft: 

Zeitschrift,  Bd.  61,  Bd.  62,  Heft  1—3,  Leipzig  1907/08. 

—  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4<>  und  8°. 

Verzeichnis  der  Vorlesungen,  W.-S.  1908/09,  1908. 

-  —  Amtliches  Verzeichnis  des  Personals  etc.  för  1908/09,  1908. 

—  Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Sachsen  u.  Thüringen: 
Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.    79.  Bd.,    Heft  5,  6,    80.  Bd., 

Heft  1,  2,  Leipzig  1907/08. 

—  Thüringisch-Sächsischer    Verein     für     Erforschung    des 

vaterländischen  Altertums: 

Neue  Mitteilungen,  Bd.  23,  Heft  2,  3,  1908. 

Jahresbericht  für  1898/99—1906/07,  1899—1908. 

Hamburg.  Mathematische  Gesellschaft: 
Mitteilungen,  Bd.  IV,  Heft  6,  1908. 

—  Redaktion  des  , Pionier*: 
Der  Pionier,  1908,  No.  1. 

—  Deutsche  Seewarte: 

30.  Jahresbericht  für  das  Jahr  1907,  1908,  4«. 

—  Stadtbibliothek: 

Die  im  Jahre  1906  in  Hamburg  erschienenen  Veröffentlichungen 

in  40  und  8<>. 

—  —  Jahrbuch  der  wissenschaftlichen  Anstalten  Hamburgs,  Jahrg.  24, 

1906,  und  Beiheft  l— V,  1907,  in  49  und  8«. 

Brockelmann  (Karl),   Katalog    der   orientalischen   Handschriften, 

Teil  1,  1908,  4". 

—  —  Jahresbericht  der  Verwaltungsbehörden,  1906;  1907,  4^. 
Staatshaushaltsberechnung  1906/07,  1908,  4«. 

—  --  Entwurf  des  hamburgischen  Staatsbudgets  für  1908,  4^. 
Verhandlungen  zwischen  Senat  und  Bürgerschaft,  1907,  4®. 

-  Sternwarte: 

Mitteilungen,  Nr.  11,  1907,  4". 

—  Verein  für  hamburgische  Geschichte: 

Mitteilungen,  26.  Jahrg.,  1906;  27.  Jahrg.,  1907. 

Zeitschrift,  Bd.  XII,  3,  Bd.  XIII,  1,  2,  1908. 

—  Naturwissenschaftlicher  Verein: 

Verhandlungen,  III.  Folge,  Bd.  16,  1907;  1908. 

Hanau.  Wetterauische  Gesellschaft  f.  die  gesamte  Naturkunde: 

—  -  C.  Lucanus,  Pestschrift,  1908. 
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Hanau.  Wetterauische  Gesellschaft  f.  die  gesamte  Naturkunde: 

Geschichte  der  Wetter aui sehen  Gesellschaft  etc.,   Pestgabe  von 

Joseph  Zingel,  1908. 

Hanoi.  Itcole  Fran9aise  d*£xtreme  Orient: 
Bulletin,  tom.  7,  No.  3,  4,  tom.  8,  No.  1,  2,  1907/08,  40. 

Hannover.  Historischer  Verein  für  Niedersachsen: 
Zeitschrift,  Jahrg.  1908,  Heft  1—4,  1908. 

—  Naturhistorische  Gesellschaft: 
55.  bis  67.  Jahresbericht  1904/07,  1908. 

Heidelberg.  Astrophjsikalisches  Institut: 
Publikationen,  Bd.  III,  No.  4—6,   1908,  4^. 

—  Großherzogliche  Sternwarte: 

Mitteilungen,  No.  XI,  XII,  Karlsruhe  1908. 

—  Universität: 

Schriften  der  Universität  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4®  und  8^. 

A.  Kossei,  Die  Probleme  der  Biochemie,  akadem.  Rede,  1908,  4®. 

—  Historisch-philosophischer  Verein: 
Neue  Heidelberger  Jahrbücher,  Bd.  15,  1908. 

—  Reichslimeskommission: 

Der  obergermanisch-rätische   Limes   des   Römerreiches,    Lief.  30, 

1907,  4<>. 
Helsingfors.  Commission  geologique  de  Finlande: 

Bulletin,  No.  19,  1907. 

Explanatory    Notes  to  accompany  a  Geological  Sketch-Map    of 

Fenno-Scandia  by  J.  J.  Sederholm,  1908. 

—  Institut  meteorologique  central: 

Observations  mät^orologiques  1897/98,  1908,  fol. 

Meteorologisches  Jahrbuch  für  Finnland,  Bd.  1,  1901:  1908,  4^ 

—  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  49  und  S^. 

Hermannstadt.  Verein  für  siebenbürgische  Landeskunde: 
Archiv,  N.  F.,  Bd.  3  t,  Heft  3,  4,  Bd.  35,  Heft  1—4,  1907/08. 

—  Siebenbürgischer  Verein  für  Naturwissenschaften: 
Verhandlungen  und  Mitteilungen,  Bd.  57,  Jahrg.  1907;  1908. 

Hildbnrghansen.  Verein  für   Sachsen-Meiningische  Geschichte: 

Schriften,  Heft  53—57,  1906/08. 

Hombnrg  i.  Pf.  K.  Progymnasium: 

Jahresbericht  1908. 

Igl6.  Ungarischer  Karpathen-Verein: 

Jahrbuch,  35.  Jahrg.,  1908. 

IngoLstadt.  Historischer  Verein: 

Sammelblatt,  Heft  31,  1908. 
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InxiBbruok.  Ferdinandeum: 
Zeitschrift,  3.  Folge,  Heft  62,  1908. 

—  Naturwissenschaftlich-medizinischer  Verein: 
Berichte,  31.  Jahrg.,  1907/08  und  Beilage,  1908. 

Irkutsk.  Geographische  Gesellschaft: 
Iswestija,  tom.  34,  No.  3,  Petersburg  1904;   tom.  86,   No.  1,  1905. 

—  Observatoire  physique  central  Nicolas: 

Annales,  1903  und  1904,  Supplement,  1906/08,  fol. 

Ithaca.  Journal  of  Physical  Chemistry: 
The  Journal,  vol.  12,  No.  1—9,  1908,  gi*.  8«. 

Jassy.  Universität: 

Annales  scientifiques,  tom.  6,  fasc.  1 — 8,  1908. 

Jena.  Medizinisch-naturwissenschaftliche  Gesellschaft: 

Jenaische    Zeitschrift   für   Naturwissenschaft,    Bd.  43,    Heft  2-4, 

Bd.  44,  Heft  1,  1908. 

Denkschriften,Bd.4,TextundAtlas,Lief.31,Bd.6,l,2(=Lief.28,32). 

Bd.  7,  Lief.  30,   1908.  4«. 

-  Verein  für  Thüringische  Geschichte  und  Altertumskunde: 

-  -  Zeitschrift,  N.  F.,  Bd.  18,  Heft  2,  1908. 

Johannesburg.  Transvaal  Meteorological  Department  Observa- 
tory: 

Annual  Report  1906/07.  Pretoria  1908,  fol. 

Jnrjew  (Dorpat).  Naturforschende  Gesellschaft  bei  der  Univer- 
sität: 

Sitzungsberichte.  Bd.  XVI,  Heft  2—4,  Bd.  XVIT,  Heft  1,  2.  1907/08. 

Schriften,  Bd.  18,  1908,  4«. 

—  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4«  und  ^, 

—  —  Utschenija  Sapiski,    Acta   et   Commentationes,   Jahrg.  15,    1907, 

No.  1—9. 

EarLsmhe.  Badische  Historische  Kommission: 

Oberrheinische  Stadtrechte,  Abt.  2,  Heft  2,  Heidelberg  1908. 

Zeitschrift  für  die  Geschichte   des  Oberrheins,   N.  F.,   Bd.  XXIII. 

Heft  1—4,  Heidelberg  1908. 
~     -  Neujahrsblätter  1908,  Heidelberg  1908. 

—  Großherzoglich  Badische  Oberdirektion  des  Wasser-  und 

Straßenbaues: 

Anleitung  für  die  meteorologischen  Stationen  im  Großherzogtnm 

Baden,  1908. 

—  Zentralbureau  für  Meteorologie  und  Hydrographie: 
Jahresbericht  für  das  Jahr  1907,  1908,  fol. 
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Karlsruhe.  Direktion    der    Großherzoglich    Badischen    Samm- 
lungen für  Altertums-  und  Völkerkunde: 
Fundstatten  und  Funde  aus  vorgeschichtlicher  etc.  Zeit  im  Groß- 
herzogtum Baden  von  C.  Wagner,  Tübingen  1908. 

—  Großherzoglich  Technische  Hochschule: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08. 

—  Naturwissenschaftlicher  Verein: 

—  —  Verhandlungen,  20.  Bd.,  1906/07;  1908. 
Kasan.  Societö  physico-mathematique: 

Bulletin,  11«  sör.,  tom.  15,  No.  4,  tom.  16,  No.  1,  1908. 

—  Universität: 

Utschenia  Sapiski,  Bd.  75,  Heft  1—11,  1908. 

Kassel.  Verein  für  hessische  Geschichte  und  Landeskunde: 

Zeitschrift,  Bd.  41,  42  (N.  F.,  Bd.  81,  32),  1908. 

Kanfbenren.  E.  Progymnasium: 

Jahresbericht  1907/08,  1908. 

Kempten.  E.  Humanist.  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

—  —  Programm:  Paulus,  der  Völkerapostel  etc.  von  M.  Marquard,  1908. 
Kharkow.    Sociäte    des    sciences    physico-chimique    h    TUni- 

versite: 
Travaux,  Supplements  16—19,  1906. 

—  Universite  Imperiale: 

Annales,  1908,  Eniga  1—8,  1908. 

Sapiski,  1907,  Eniga  3,  1908. 

Kiel.  Redaktion  der  Astronomischen  Nachrichten: 
Astronomische  Abhandlungen,  No.  14,  15,  1908,  4®. 

—  Gesellschaft  für  schleswig-holsteinische  Geschichte: 
Zeitschrift,  Bd.  38,  Leipzig  1908. 

—  Kommission    zur    wissenschaftlichen    Untersuchung    der 

deutschen  Meere: 
Wissenschaftliche  Meeresuntersuchungen,  N.  F.,  Bd.  8,  Abt.  Helgo- 
land, Heft  2,  Bd.  10,  Abt.  Kiel,  1908,  fol. 

—  E.  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4^  und  8^. 

—  Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Schleswig-Holstein: 
Schriften,  Bd.  14,  Heft  1,  1908. 

Kiew.  Universität: 

Iswestija,  Bd.  47,  No.  10—12,  Bd.  48,  No.  1—10,  1907/08. 

Klagenfurt.  Naturhistorisches  Landesmuseum: 

—  -  Carinthia  H,  97.  Jahrg.,  1907,  No.  5,  6,  98.  Jahrg.,  1908,  No.  1  und  2, 

1907/08. 
Jahresbericht  1907. 
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Elagenfart.  Historischer  Verein: 

Neujahrsblatt,  No.  1,  1908,  4». 

Klausenburg.  Siebenbürgisches  Landesmuseum: 

Jelentes,  1908. 

—  Siebenbärgische  Museums-Geaellschaft: 
Erdälyi  Müzeum,  Bd.  XXV,  Heft  1—6,  1908,  4« 

—  Mediz.-naturwissenschaftl.   Sektion   des  Museumsvereins: 
Sitzungsberichte,   Jahrg.  31,  Bd.  28,  Heft  1—3,  Jahrg.  32,  Bd.  29, 

Heft  1—3,  1907. 
Königsberg.  Physikalisch-ökonomische  Gesellschaft: 
Schriften,  48.  Jahrg.,  1-^3,  1907;  1908. 

—  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4«  und  8<>. 

Kopenhagen.  E.  Akademie  der  Wissenschaften: 

Bulletin,  1908,  No.  2,  8. 

0 versigt.  1907,  No.  5,  6;  1908,  No.  1,  4,  5;  1907/08. 

M^moires,  Section  des  Lettres,  s^r.  7,  tom.  1,  No.  2;   Section  des 

Sciences,  sär.  7,  tom.  4,  No.  6;  s6r.  7,  tom.  5,  No.  2,  tom.  6,  No.  2: 

1907/08,  40. 

Bornholmsk  Ordbog  af  J.  C.  S.  Espersen,  1908. 

Anecdota  cartographica  septentrionalia  ediderement  A.  A.  Bjembo 

und  C.  S.  Petersen. 

—  Conseil    permanent   international    pour   Tezploration   de 

la  mer: 

Rapports  et  Proces-verbaux,  vol.  7—9,  1907/08,  4®. 

Bulletin  trimestriel,  annöe  1906/07,  No.  3  und  4,  1907/Ob,  4». 

Publieations  de  circonstance,  No.  42,  1908. 

—  —  Bulletin  statistique  des  pöches  maritimes,  vol.  11,  1908,  4®. 

—  Gesellschaft  für  nordische  Altertumskunde: 

Aarböger,  1907,  IL  Raekke,  22.  Bd.,  1907. 

Mömoires,  N.  Ser.,  1907. 

—  Genealogisk  Institut: 

Slaegt  Register  over  Familien  Engelsen,  1908. 

Erakau.  Akademie  der  Wissenschaften: 

Catalogue  of  Potish  Scientific  Literature,  tom.  7,  Rok  1907,  zesz.  3, 4, 

1908. 

Collectanea  ex   Archivo   CoUegii  juridici  (Archiwum),    tom.  VUl, 

Cz.  1,  1907. 

Acta  historica,  tom.  13,  vol.  1,  pars  1. 

Monumenta  med.  aevi  historica,  tom.  18,  vol.  3,  pars  1,  1908,  4®. 

—  —  Anzeiger   (Bulletin  international),    1.  Classe  de  philologie,   1907, 

No.  8—10;  lUOS,  Nr.  1—5;  2.  Classe  des  sciences  mathematiques, 
1907,  No.  9,  10;  1908,  No.  1-8. 
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Erakau.  Akademie  der  Wissenschaften: 

Rocznik,  Rok  1906/07. 

Biblioteka  pis.  Polsk,  Nr.  5K  1907. 

Sprawozdanie  komisyi  fizyograficzny,  tom.  40  und  41,  1907/08. 

Atlas  geologiczny  Galicyi,  Cz.  21,  mit  Text,  1908. 

Rozprawy,  histor.-filozof.,  ser.  II,  tom.  24  und  25,  1907. 

,         filolog.,  ser.  II,  tom.  29,  1908. 

,         mathem.,  ser.  III,  tom.  7,  Dz.  A  und  B,  1907/08. 

Materialy  i  Prace  Komisyi  j^zykowej,  tom.  2,  Cz.  3,  1907. 

—  —  Karlowicz,  Slownik,  tom.  V,  1907. 

—  —  Spraw.   kom.   hist.   sztuki,   tom.  VIII,   Cz.  1  i  2   und    Index   zu 

tom.  VII,  1907,  40. 

Literatura  Aryanska  w  Polsoe  napisal  T.  Grabowski,  1908. 

Waclaw  Sobieski,  Henryk  IV,  1907. 

Antoni  Prochaska,  Kröl  Wladyslaw  Jagiello,  tom.  1,  2,  1908. 

Aristofanesa  Chmury,  Tlöm.  E.  Ci^lewicza,  1907. 

—  —  M.  W.  Marcyalisa,  Epigramöw  Ksiag  XII  przekladal  Jan  Czubek, 

1908. 
Koäcioly  Lubelskie  skr.  Ks.  J.  A.  Wadowski,  1907. 

Landau  (Pfalz).  K.  Humanist.  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

Stellung  der  Objektspronomina  etc.  im  Altital  von  H.  Henz,  1908. 

Landshnt.  Historischer  Verein: 

Verhandlungen,  Bd.  44,  1908. 

—  Naturwissenschaftlicher  Verein: 
18.  Bericht  1904/06,  1907. 

Lausanne.  Sociäte  Vaudoise  des  sciences  naturelles: 

BuUetin,  6«  s^r..  vol.  4,  No.  161,  162,  168,  1907/08. 

Leipzig.  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften: 

Abhandlungen  der  philol.-hist.  Klasse,  Bd.  26,  No.  II,  1908,  gr.  8^. 

Abhandlungen  der  math.-phys.  Klasse,  Bd.  30,  No.  IV,  1908,  gr.  8®. 

Berichte  über  die  Verhandlungen  der  philol.-hist.  Klasse,  Bd.  69, 

1907,  No.  IV,  V;  Bd.  60,  1908,  No.  I— III. 

Berichte  über  die  Verhandlungen  der  math.-phys.  BQasse,  Bd.  60, 

1908,  No.  I— V. 

—  Fürstlich  Jablonowskische  Gesellschaft: 
~   —  Jahresbericht  1908. 

—  Verein  für  Erdkunde: 
Mitteilungen  1907,  1908. 

Lemberg.  K.  K.  Franzens-Universität: 

Programm  der  Vorlesungen  1908/09,  1908. 

Sckfad  üniwersytetes  1908/09,  1908. 
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Lima.  Guerpo  de  ingenieros  de  minas  del  Peru: 

Boletin,  No.  60,  56—62,  1907/08. 

Lindenberg.  Aeronautisches  Observatorium: 

Ergebnisse  der  Arbeiten  im  Jahre  1906,  II.  Bd.,  Braunschweig  1907, 4®. 

Linz.  Museum  Francisco-Carolinum: 

—  —  66.  Jahresbericht  nebst  Lief.  60   der  Beiträge  zur  Landeskunde 

von  Österreich  ob  der  Enns,  1908. 
Lissabon.  Sociedade  de  geographia: 
Boletim,  25*  ser.,  1907,  No.  11,  12;  26»  ser.,  1908,  No.  1—8. 

—  -  Da  Costa,  Jofto  Garlos:  a  riqueza  petrolifora  d' Angola,  1908. 

—  -  A  India  Portugucza,  Gonferencia  por  Hyp.  de  Brion,  1908. 
Loewen.  üniversit^  Catholique: 

Publications  acad^miques  de  Tann^e  1907. 

—  Zeitschrift  ,La  Cellule*: 

La  Gellule,  tom.  XXV,  fesc.  2,  1907,  4«. 

Lohr.  K.  Humanist.  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

Programm:  Der  gegenwärtige  Stand  der  homerischen  Frage  von 

A.  Graf,  Würzburg  1908. 
London.  India  Office: 

Technical  Art  Series,  1906,  Plate  1—6,  Calcutta  1907,  fol. 

—  —  Gazetteer  of  Budaun,  Allahabad  1907. 

Madras  District  Gazetteers,  Trichinopoly,  vol.  T,  Madras  1907. 

Madras  District  Gazetteers,  Göd4vari,  vol.  T,  by  F.  R.  Heming^way, 

Madras  1907. 

—  The  English  Historical  Review: 

Historical  Review,  vol.  23,  No.  90—92,  1908. 

—  Royal  Society: 

Proceedings,  ser.  A,  vol.  80,  No.  686—643,  vol.  81,  No.  644—649; 

ser.  B,  vol.  80,  No.  636—643;  1907/08. 

Year-Book  1908. 

* Philosophical  Transactions,  ser.  A,  vol.  207;  ser.  B,  vol.  199;  1908, 4«. 

—  —  National    Antarctic    Expedition    1901/04,     Meteorology,    part  1, 

1908,  49, 
National    Antarctic   Expedition    Physical   Observations,    part  II, 

1908,  4«. 
National  Antarctic  Expedition  Album  of  Photographs  and  Sketsches 

and  Album  of  Panoramic  Views,  1908,  4*. 

—  R.  Astronomical  Society: 

—  -  Monthly  Notices,  vol.  68,  No.  2—9,  vol.  69,  No.  1,  1907/08. 

—  Chemical  Society: 

Journal,  vol.  93,  94,  No.  643-564,  1908. 

Proceedings,  vol.  24,  No.  336—849,  1908. 
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London.  Geological  Society: 

The  quarterly  Journal,  vol.  64,  part  1—4  (263-256),  1908. 

List,  November  1908. 

Geological  Literature  for  the  year  1907,  1908. 

—  —  The  Hiatory  of  the  Geological  Society  of  London,  1907. 

—  Linnean  Society: 

Proceedings,  Session  120,  1907/08;  1908. 

The  Journal,  a)  Botany,  vol.  38,  No.  265-  267;  b)  Zoology,  vol.  30, 

No.  197,  198,  vol.  31,  No.  203,  204;  1907/08. 

List  of  the  Linnean  Society  1908/09,.  1908. 

Transactions,  ser.  2,  Zoology,  vol.  9,  part  12—14,  vol.  10,  part  8, 

voL  12,  part  1—3;  Botany,  vol.  7.  part  6-9;  1907,  fol. 

—  R.  MicroBCopical  Society: 
Journal  1908,  part  1—6,  1908. 

—  Zoological  Society: 

Proceedings,  1907,  part  3;  1908,  part  1—3. 

Transactions,  vol.  XVIII,  part  2,  3,  1908,  4^. 

List  of  the  Pellows,  1908. 

—  Zeitschrift  ,Nature": 
Nature,  No.  1993—2044,  40. 

—  Redaktion  der  Zeitschrift  ,Jon*: 
Jon,  vol.  1,  fasc.  1,  1908. 

Lüneburg.  Museums-Verein  für  das  Fürstentum  Lüneburg: 

—  —  Lüneburger  Museumsblätter,  Heft  5,  1908. 
Lüttich.  Soci^t^  g^ologique  de  Belgique: 

Annales,  tom.  25^»"  (tom.  1  der  Mämoires  in  4®),  Uvr.  3  et  derniere, 

tom.  28,  livr.  5,  tom.  30,  livr.  4,  tom.  34,  livr.  3,  tom.  35,  livr.  1  —  4, 
1902/08,  40. 

—  Societe  Royale  des  Sciences: 

Mömoires,  III«  sör.,  tom.  7,  Bruxelles  1907. 

Land.  Universität: 
Acta  üniversitatis  Lundensis,    N.  Ser.,  afd.  II,  2,  1906:    3,  1907; 

1900/08,  40. 
Frän   Filologiska  Föreningen   Spräklika   üppsater  I/lII,    Leipzig 

1897/1906. 

Diplomatarium  Dioecesis  Lundensis,  Bd.  III,  Heft  1—3,  1900/04,  4<>. 

Luxemburg.  Institut  Grand  Ducal: 
Archives  trimestrielles  de  la  section  des  sciences  naturelles,  N.  Ser., 

tom.  2  und  3  (1907/08),  1908,  4^. 

—  Section  historique  de  l'Institut  Grand  Ducal: 
PubHcations,  vol.  55,  1908. 

Luzem.  Historischer  Verein  der  fünf  Orte: 
Der  Geschichtsfreund,  Bd.  68,  Stani  1908. 
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Lyon.  Acad^mie  des  Sciences: 
Memoires,  Sciences  et  Lettres,  sör.  III,  tom.  9,  1907,  4**. 

—  Universität: 

Annales,  N.  S^r.,  I.  Sciences,  Mödecine,  fasc.  20,  21,  23,  II.  Droit, 

Lettres,  fasc.  19,  1907/08. 

Madiflon.  Wisconsin  Academy  of  Sciences: 
Transactions,  vol.  XV,  2,  1907. 

—  Wisconsin  Geological  and  Natural  History  Öurvey: 
Bulletin,  voL  16-18,  1906/07. 

Madras.  District  Gazetteers: 
The  Nilgiris,  by  W.  Francis,  vol.  1,  1908. 

—  Kodaikanal  and  Madras  Observatories: 
Annual  Report  for  1907,  1908,  fol. 

Bulletin,  No.  XII,  vol.  I,  No.  Xlll,  1907/08,  4«. 

Madrid.  R.  Academia  de  ciencias  exactas: 

Revista,  tom.  6,  No.  1—12,  tom.  7,  No.  1—3,  1907/08. 

Anuario,  1908. 

—  R.  Academia  de  la  historia: 

Boletfn,  tom.  52,  cuad.  1—6,  tom.  53,  cuad.  1-6,  1908. 

Magdeburg.  Naturwissenschaftlicher  Verein: 

Jahresbericht  und  Abhandlungen  1904/07,  1907. 

Mailand.  R.  Istituto  Lombarde  di  scienze: 

Rendiconti,  ser.  II,  vol.  40,  fasc.  17—20,  vol.  41,  fasc.  1-16, 1907/08. 

—  —  Memorie,  Classe  di  scienze  mat.  e  nat.,  vol.  20  (ser.  III,  vol.  11), 

fasc.  10;  Classe  di  lettere  etc.,   vol.  21  (ser.  III,  vol.  12),  fasc.  7; 
1908,  fol. 

—  —  Atti  della  fondazione  scientifica  Cagnola,  vol.  21,  1908. 

—  Museo  storico  civico: 

—  —  Raccolta  Vinciana,  fasc.  4,  1908. 

—  R.  Osservatorio  di  Brera: 

Pubblicazioni,  No.  40,  parte  2,  No.  44,  1907,  40. 

—  Societä  Italiana  di  scienze  naturali: 
Atti,  vol.  46,  fasc.  3,  4,  vol.  48,  fasc.  1,  2,  1908. 

—  Societä,  Storica  Lombarda: 

Archivio  Storico  Lombardo,  ser.  IV,  anno  34,  fasc.  16, 1907;  anno  35, 

fasc.  17—19,  1908. 
Mainz.  Römisch-germanisches  Zentralmuseum: 

Mainzer  Zeitschrift,  Jahrg.  3,  1908,  40. 

Manchester.  Literary  and  philosophical  Society: 

—  —  Memoirs  and  Proceedings,  vol.  52,  part  1-3,  1908. 
Mannheim.  Verein  für  Geschichte: 

Mannheimer  Geschichtsblatter,    1908,  Nr.  1-12;   1909,  No.  1;  4«. 
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Mantna.  R.  Accademia  Virgiliana: 

Atti  Memorie,  N.  Ser.,  vol.  I,  parte  1,  1908. 

Harburg.  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4«  und  8^. 

BEaredsons.  Abbaye: 

—  —  Revue  Bänedictine,  annäe  25,  No.  2  -4,  1908. 
Marseille.  Faculte  des  sciences: 

Annales,  tom.  XVI  et  Supplement  1,  2,  1908,  40. 

Heiningen.  Hennebergischer  altertumsforschender  Verein: 

Neue  Beiträge  zur  Geschichte  deutschen  Altertums,  Lief.  21,  1907. 

Heissen.  Naturwissenschaftliche  Gesellschaft  Isis: 

Mitteilungen  1907/08,  1908. 

—  Fürsten-  und  Landesschule  St.  Afra: 
Jahresbericht  für  das  Jahr  1907/08,  1908,  4«. 

Helbonme.  Royal  Society  of  Victoria: 

Proceedings,  N.  Ser.,  vol.  20,  part  2,  vol.  21,  part  1,  1908. 

Metten.  E.  Humanist.  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

Programm :  Beitrag  zur  Siebenschläferlegende  etc.  von  M.  Huber, 

Landshut  1908. 
Metz.  Academie  des  sciences: 

Mämoires,  ser.  3,  annee  34,  1904/05;  1907. 

—  Gesellschaft  für  lothringische  Geschichte: 
Jahrbuch,  19.  Jahrg.,  1907;  1908,  40. 

Mexiko.  Instituto  geolögico: 

Piirei^ones,  tom.  2,  No.  1—6,  1908. 

Boletin,  No.  23,  1906,  4^. 

—  Alliance  Scientifique  Universelle: 

Boletin  del  Comit^  Nacional  Mexicano  de  la  Allianza  cientilica 

universal,  tom.  1,  No.  2,  1908. 

—  Observatorio  meteorolögico-magnetico  central: 

—  —  Boletin  mensual,  Julio  -Diciembre  1903 ;  Enero  — Marzo  und  Octubre 

1904;  Mayo- Diciembre  1907;  Enero— Julio  1908;  1908/08,  40. 

El  servicio  meteorologico  de  la  Repiiblica  Mexicana  por  Manuel 

E.  Pastrana,  1906. 

—  Observatorio  astronömico  nacional  de  Tacubaya: 
Anuario,  ano  28,  1908. 

—  Sociedad  cientifica  , Antonio  Alzate*: 

Memorias  y  revista,  tom.  25,  No.  2,  3,  tom.  26,  No.  1-9,  1907/08. 

Monaco.  Mus^e  et  Institut  oceanographique: 

—  —  BuUetin,  No.  109     125,  1907/ü8. 

Resultats  des  Campagnes  scientifique  accomplies  sur  son  Yacht 

par  Albert,  Prince  de  Monaco,  fasc.  18,  1908,  4^. 
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Montevideo.  Direccion  de  Estadistica  de  Uruguay: 
Anuario  estadistico  de  la  Reptiblica  Oriental  del  Uruguay,  tom.  II, 

1904/06;  1908,  4«. 
El  Movimiento  del  Estado  Civil  y  la  Mortalidad  de  la  Repüblica 

Oriental  del  Uruguay  en  el  a®  1907;  1908,  fol. 

—  Museo  nacional: 

Anales,  vol.  VI,  Flora  üruguaya,  tom.  8,  entrega  3;  1908,  4<>. 

Montpellier.  Acad^mie  de  sciences  et  lettres: 

Mömoires,  section  des  sciences,  s^r.  II,  tom.  3,  No.  8;  section  des 

lettres,  sär.  II,  tom.  5,  No.  1 ;  section  de  m^decine,  s^r.  II,  tom.  2, 
No.  3;  1907/08. 
Montreal.  Numismatic  and  Antiquarian  Society: 

The  Canadian  Antiquarian  and  Numismatic  Journal,  a6r.  III,  vol.  V, 

No.  1—3;  1908. 
Moskau,  öffentliches  Museum: 
Ottschet,  Jahrgang  1907;  1908. 

—  Soci^te  Imperiale  des  Naturalistes: 
Bulletin,  annöe  1907,  No.  1—3;  1908. 

Nouveaux  Mömoires,  tom.  XVII,  No.  1 ;  1907,  4«. 

—  Mathematische  Gesellschaft: 

Matematitscheskij  Sbomik,  Bd.  26,  Heft  3  und  4;  1907/08. 

—  Universität: 

Meteorologische  Beobachtungen  im  Jahre  1903  und  1904  und  6 

kleinere  Schriften  von  E.  Leyst,  1907. 
Monnt  Hamilton  (California).  Lick  Observatory: 

Publications,  vol.  X,  1907,  4«. 

Bulletin,  No.  126—144,  1907/08. 

Mtlnchen.  E.  Staatsministerium  des   Innern   für  Kirchen-    und 

Schulangelegenheiten: 
Ergebnisse    der    Untersuchung    der    Hoch  Wasserverhältnisse    im 

deutschen    Rheingebiet,    herausgegeben    vom    Zentralbureau   för 

Meteorologie  und  Hydrologie  im  Großherzogtum  Baden,   Heft  8, 

Berlin  1908,  fol. 

—  E.  Staatsministerium  für  Verkehrsangelegenheiten: 
Preisverzeichnis  der  Zeitungen  etc.  für  das  Jahr  1909,  Abt.  l  und  11 

mit  Nachträgen,  1908,  fol. 

—  Statistisches  Amt: 

Münchener  Jahresübersichten  für  1906  und  Hauptdaten  für  1907, 

sowie  1907  Ergänzungsheft,  1908,  4^. 
Lindhamer    Hedwig,    Die    Wohlfahrts-Einrichtungen    Münchens, 

1908. 

Singer  Karl,  Armenstatistik  Münchens,  1908. 

Einzelschriften,  Heft  7,  1908. 
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Htknohen.  Deutsclie  Gesellschaft  für  Anthropologie: 
Korrespondenzblatt,  Jahrg.  39,  Nr.  1—12,  Braunschweig  1908,  4^. 

—  Ornithologische  Gesellschaft: 
Verhandlungen,  Bd.  VII,  1907. 

—  K.  Glyptothek: 

—  —  Sammlung  Arndt,  Griechische  und  römische  Kleinkunst,   kurzer 

Führer,  1908. 

—  K.  Ludwigs-Gymnasium: 
Jahresbericht  1907/08. 

Programm:  Geschichtliche  Streitfragen  II  von  P.  Huber,  1908. 

—  K.  Luitpold-Gymnasium: 
Jahresbericht  1907/08. 

Programm:  Tulliana  von  S.  Ströbel,  1908. 

—  K.  Maximilians-Gymnasium: 
Jahresbericht  1907/08. 

Programm:  Über  Lukians  Nigrinos  von  L.  Hasenclever,  1908. 

—  K.  Theresien-Gymnasium: 

—  —  Jahresbericht  1907/08  mit  2  wissenschaftlichen  Beilagen:  Vasold, 

Augustinus  quae  hauserit  ex  Vergilio,  part  II ;  1908. 

—  K.  Wilhelms-Gymnaftium: 
Jahresbericht  1907/08. 

Programm:  Wie  sollen  unsere  Mittelschüler  die  Alpen  bereisen? 

von  S.  Enzensperger,  1908. 

—  K.  Witteisbacher  Gymnasium: 
Jahresbericht. 

Aristophanes  Studien  von  E.  Wüst,  1908. 

—  K.  Realgymnasium: 
Jahresbericht  44,  1907/08. 

Der  Traumglaube  der  Antike  I  von  F.  0.  Hey,  1908. 

—  Hydrotechnisches  Bureau: 

Jahrbuch  1906,  Heft  4;  1907,  Heft  3. 

—  Konsulat  der  Vereinigten  Staaten  von  Brasilien: 

—  —  Die  Vereinigten  Staaten  von  Brasilien,  Berlin  1907,  4^. 

—  K.  Luitpold-Kreisoberrealschule: 
Jahresbericht  1,  1907/08. 

Programm:  Die  Gesinnung  nach   der  Lehre  Schleiermachers  von 

G.  Romig,  1908. 

—  K.  Ludwigs-Kreisrealschule: 
Jahresbericht  75,  1907/08. 

Programm :  Adolf  Ebert,  der  Literaturhistoriker,  von  Ludwig  Fränkel, 

Teil  2,  1908. 

—  K.  Maria  Theresia-Kreisrealschule: 
Jahresbericht  1907/08. 
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München.  E.  Maria  Theresia-Kreisrealschule: 

—  —  Programm:  Über  die  ßrennpunktskurven  von  Kegelschnitten  von 

St.  Haller,  1908. 
~  K.  Gisela-Kreisrealschule: 
Jahresbericht  4,  1907/08. 

—  K.  Bayerische  Technische  Hochschule: 

Bericht  über  das  Studienjahr  1906/07,  1908,  4«». 

Programm  für  das  Studienjahr  1907/08,  1908. 

Personalstand,  S.-S.  1908 

—  Metropolitan-Kapitel  München-Freising: 

—  —  Schematismus  der  Geistlichkeit  für  das  Jahr  1908. 

Amtsblatt  der  Erzdiözese  München  und  Freising,  1908,  Nr.  1  —  31. 

—  K.  Oberbergamt: 

Geognostische  Jahreshefte,  Jahrg.  19,  1906;  1908,  4<>. 

—  Universität: 

—  —  Amtliches  Verzeichnis  der  Lehrer,   Beamten  und  Studierenden, 

W.-S.  1907/08,  S.-S.  1908  und  W.-S.  1908/09. 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4^  und  8<>. 

Chronik  1907/08,  1908,  49. 

Verzeichnis  der  Vorlesungen,  W.-S.  1907/08;  1908,  4«. 

—  Ärztlicher  Verein: 

Sitzungsberichte,  Bd.  17,  1907;  1908. 

—  Isarwerke: 

—  ~  Isarwerke  München,  Ausstellung  1908. 

—  Meteorologische  Zentralstation: 

—  —  Übersicht  über  die  Witterungsverhältnisse  im  Königreich  Bayern 

während  der  Monate  Januar  bis  Oktober  1908,  1908,  49. 
Mtlnater.  Verein    für   Geschichte   und    Altertumskunde    West- 
falens: 
Zeitschrift  für  vaterländische  Geschichte,  Bd.  65,  Abt.  2,  1907. 

Nashyille  (Tenn.).  Vanderbilt  Üniversity: 

Studies,  vol.  I,  No.  1,  1908. 

Neapel.  Societä.  Reale: 

—  —  Rendiconto  della  R.  Accademia  di  scienze  fisiche,  ser.  III,  vol.  13 

fasc.  II,  12,  vol.  14,  fasc.  4—7,  1907/08,  gr.  69. 
Atti  della  R.  Accademia  di  scienze  fisiche,  ser.  II,  vol.  13,  1908,  4®. 

—  Zoologische  Station: 

Mitteilungen,  Bd.  18,  Heft  4,  Bd.  19,  Heft  1,  Berlin  1908. 

Nenburg  a.  D.  Historischer  Verein: 

Neuburger  KoUektaneen-Blatt,  69.  Jahrg.,  1905. 

Nenchatel.  Societd  des  sciences  naturelles: 

Bulletin,  tom.  33.  1904/05:  tom.  34,  1905/07;  1907/08. 
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Nenmarkt  i.  0.  Historischer  Verein: 

Jahresbericht,  1.-4.  Jahrg.,  1904/07;  1906/08. 

New-Gastle  (upon-Tyne).  Institute  of  Engineers: 

Transactions,  vol.  56,  part  6,  vol.  57,  part  6,  7,  vol.  68,  part  1  —  6, 

Subject  Matter  Index  for  1902,  1907/08. 
New-Haven.  American  Oriental  Society: 

Journal,  vol.  28,  second  half,  1907. 

—  Yale  üniversity: 

Transactions  of  the  Connecticut  Academy  etc.,  vol.  XIII,  pag.  299 

bis  548,  vol.  XIV,  pag.  1-57,  1908. 
Memoirs  of  the  Connecticut  Academy,  vol.  I,  part  1,  3,  4,  1810/16. 

—  —  Address  delivered  before  the  Students  of  Yale  üniversity:   The 

Place  of  Camoßns  in  Literature,  by  Joaquim  Nabuco,  1908. 
Yale  Review,  vol.  17,  1908,  No.  1-3,  1908. 

—  --  American  Journal  of  Science,  ser.  4,  vol.  25,  No.  146—150,  vol.  26, 

No.  151-155,  1908. 
Yale  Psychological  Studies,  N.  Ser.,  vol.  1,  No.  2,  Lancaster  and 

Baltimore  1907. 
Catalogueof  the  Officers  and  Graduatesof  Yale  üniversity,  1901/04; 

1905. 
Directory  of  Living  Graduates  of  Yale  üniversity  (Supplement), 

1906. 

—  -  Bulletin,  ser.  IV,  No.  9,  1908. 
New-York.  Academy  of  Sciences: 

Annais,  vol.  XVIII,  part  1,  2,  1908. 

—  Archaeological  Institute  of  America: 

—  —  Supplement  Papers  of  the  American  School  of  Classicals  Studies 

in  Rome,  vol.  2,  1908,  4». 

—  American  Museum  of  Natural  History: 
Guide  Leaflod,  No.  26,  27,  1907/08. 

Anthropological  Papers,  vol.  I,  part  4,  6  mit  Tit.  und  Cont.,  vol.  11, 

part  1,  1908. 

Journal,  vol.  VIII,  No.  1,  2,  4-8,  1908. 

Bulletin,  vol.  XV,  part  2;  Titel  und  Register  zu  Bd.  17  (1902/07), 

vol.  XXIII;  vol.  XXV,  part  1;  1907. 

—  —  Memoirs,  vol.  111,  part  4,  vol.  IX,  part  4,  vol.  X,  part  2,  vol.  XIV, 

part  2,  1905/08,  4«». 
Annual  Report  of  the  Tructees  39,  1907;  1908. 

—  American  Chemical  Society; 

Journal,  vol.  30,  No.  6,  7,  Easton  1908. 

—  American  Geographical  Society: 

Bulletin,  vol.  40,  No.  1—11,  1908. 

Journal,  vol.  30,  No.  8,  Easton  1908. 
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New-York.  Geological  Society  of  America: 
Bulletin,  vol.  18,  1906;  1907. 

—  Jewish  Historical  Society: 
Publications,  No.  16,  1907. 

Nijmegen.  Nederlandsche  botanische  Vereeniging: 

Recueil  des  travaux   botaniques  Neerlandais,   vol.  IV,  livr.  1,  2, 

1907. 
Norwood  (Mass.).  Archaeological  Institut  of  America: 

American  Journal   of  Archaeology,   ser.  II,    vol.  XII,   No.  1—3, 

1908. 
Ntlmberg.  K.  Altes  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08,  mit  Beilage:  Der  Geachichtsunterricbt  in 

der  Oberklasse  der  Gymnasien  von  M.  Schunck,  1908. 

—  K.  Neues  Gymnasium: 
Jahresbericht  1907/08. 

—  Naturhistorische  Gesellschaft: 

Abhandlungen,  Bd.  17  und  Beigabe,  1907/08. 

Mitteilungen,  Jahrg.  1,  No.  1-6,  Jahrg.  2,  No.  1,    1907/08. 

—  Germanisches  Nationalmuseum: 

—  -  Anzeiger,  1907,  Heft  1—4;  1907,  4». 

—  Verein  für  Geschichte  der  Stadt: 

Jahresbericht,  20.  Vereinsjahr,  1907;  1908. 

Mitteilungen,  Heft  18,  1908. 

Oberlin  (Ohio).    Oberlin  College  Library: 

The  Wilson  Bulletin,  vol.  20,  No.  1—3,  Titel  und  Inhalt  zu  vol.  19, 

1907/08. 
Osnabrttck.  Verein  für  Geschichte  und  Landeskunde: 

Mitteilungen,  32.  Bd.,  1907;  1908. 

Ottawa.  Department  of  the  Interior: 

E.  J.  Chambers,  Canadas  Fertile  Northland,  Text  and  Maps,  1908. 

—  Geological  Survey  of  Canada: 

Report  on  the  Cascade  Goal  Basin  Alberta,  With  Maps,  1907. 

Henry  S.  Poole,  The  Barytes  Deposits  of  Lake  Ainslie,  1907. 

—  —  R.  W.  Ells,  Report  on  the  geology  and  natural  Resources,  1907. 

—  —  D.  D.  Cairnes,  Moose  Mountain  District,  1907. 

Geologische  Karten,  No.  622,  644,  646,  648,  649,  701,  709,   740, 

832,  843,  844,  856,  867,  927,  945,  995  und  »Minerals*,  1908, 
20  und  40. 

Section  of  Mines,  annual  Report  for  1905,  1907. 

Summary  Report  of  the  Department  of  Mines,  1907;  1908. 

—  —  Report  of  the  Section  of  Chemistry,  1906. 
Department  of  Mines,  3  Maps,  2^. 
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Ottawa.  Geological  Survej  of  Canada: 
Department  of  Mines  annual  Report,  N.  Ser.,  vol.  16,   1904  und 

Maps,  1906. 
Department  of  Mines  General   Index   to  Reports   1885/1906  by 

F.  J.  Nicolas,  1908. 
Report  on  Gold  Values  in  the  BQondike  High  Level  Gravels  by 

R.  G.  Mc  Connell,  No.  979,  1907. 

Summary  Report  of  the  Department,  No.  959,  1907. 

The  Telkwa  River  and  Vicinity  B.  C.  by  W.  W.  Leach,  No.  988, 

1907. 
Canada  Department  of  Mines  Geological  Survey  Brauch,  Report 

on  a  portion  of  Northwestern  Ontario   etc.  by  W.  H.  CoUims, 

No.  992,  1908. 
Canada   Department   of  Mines  Geological    Survey  Brauch,    The 

Fall  of  Niagara  by  J.  W.  W.  Spencer,  1906/06;  1907. 
Report  on  a  recent  discovery  of  Gold  by  J.  A.  Dresser,  1908. 

—  —  Report  on  a  portion  of  Conrad  and  Whitehorse  Mining  Districts, 

Yukon  by  D.  D.  Caimes,  1908. 

Preliminary  Report  on  a  part  of  the  Similkameen  District,  Brit. 

Columbia  by  Ch.  Camsell,  1907. 

—  Royal  Society  of  Canada: 

Proceedings   and   Transactions,  s^r.  II,  tom.  12,   ser.  III,   tom.  1 ; 

General-Index,  ser.  I  und  II;  1906/08. 
Oxford.  Oxford  üniversity  Press  Warehouse: 
Knott  (Cargill  Gilston),  The  Physics  of  Earthquake  Phenomena, 

1908. 
Hawld  Hilton,  An  introduction  to  the  Theory  of  Groups  of  finite 

Order,  1908. 

Padua.  Accademia  scientifica  Veneto-Trentino-Istriana: 
Atti,  N.  Ser.,  anno  5,  1908,  fasc.  1,  ser.  HI,  anno  1,  1908. 

—  Redaktion  der  Zeitschrift  »Rivista  di  storica  antica": 
Rivista,  N.  Ser.,  anno  22,  fasc.  1,  2,  1908. 

Palermo.  Circolo  matematico: 

Annuario  1908. 

Rendiconti,   tom.  XXV,  fasc.  1—3,  tom.  XXVI,  fasc.  1—3,    1908, 

gr.80. 
Supplemento  ai   Rendiconti,   vol.  II,   No.  5,  6,   vol.  III,  No.  1—4, 

1908,  gr.  8«. 

—  —  Indici  delle  Publicazione,  No.  1,  I.  Indice  dei  Rendiconti,  tom.  1—26, 

II.  Indice  del  Supplemento,  vol.  I— III,  1908. 

—  Reale  Accademia  di  scienze,  lettere  e  belle  arti: 
Atti,  ser.  III,  vol.  8,  1908,  fol. 
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Palermo.  Gollegio  degli  Ingegneri: 

Atti,  1907,  Gennaio—Dicembre;  1908,  Gennaio—Giugno:  1907/08,4«. 

Paris.  Academie  de  medecine: 

—  —  Bulletin,  1908,  No.  1-43. 

—  Academie  des  Sciences: 

Oeuvres  compl.  d' Augustin  Cauchy,  ser.  I,  vol.  2,  1908,  4«. 

—  —  Comptes  rendua,   tom.  145,   Tablea,   s^r.  II,  1907,   tom.  146,  1908, 

No.  1  -26,  tom.  146,  Tables,  ser.  T,  1907,  tom.  147,  No.  1—26. 

—  Bureaux  de  la  Revue  des  questions  historiques: 
Revue,  annee  43,  livr.  168,  1908. 

—  Comit^  international  des  Poids  et  Mesures: 

—  —  Proces-verbaux  des  Säances,  ser.  II,  tom.  4,  1907. 
Travaux  et  Meraoires,  tom.  13,  1907. 

—  Institut  de  France: 
Annuaire  pour  1908. 

—  ficole  Polytechnique: 

Journal,  ser.  II,  cahier  12,  1908,  4<^. 

—  Moniteur  Scientifique: 

Moniteur,  livr.  793—804  (Janvier— Däcerobre  1908),  4». 

—  Musee  Guimet: 

Annales,  Bibliotheque  d'etudes,  tom.  19,  24,  1907/08. 

Revue  de  l'histoire  des  religions,   annee  18,   tom.  55,   No.  1  —3, 

tom.  56,  No.  1-3,  tom.  57,  No.  1,  1907/08. 

—  Museum  d'histoire  naturelle: 

Bulletin,  annöe  1907,  No.  6,  7;  1908,  No.  1—4;  1907/08. 

Nouvelles  Archives,  ser.  IV,  tom.  IX,  2,  X,  1,  1907/08,  4«. 

-  Societe  d'anthropologie: 
Bulletins  et  memoires,  ser.  V,  tom.  8.  1907,  No.  2—6,  1907/08. 

—  Society  des  dtudes  historiques: 

—  —  Revue,  ann^e  72,   1906,   Septembre— D^cembre;  annöe  73,   1907, 

Janvier-Decembre;  annde  74,  1908,  Janvier— Aoüt;  1906/08. 

—  Societe  de  g^ographie: 

La  Geographie,  annäe  16,  1907,  No.  3—6,  anu^e  17,  1908,  No.  1  -5. 

—  Societe  mathematique  de  France: 

—  —  Bulletin,  tom.  36,  No.  1  -  4,  1908. 

—  Societe  zoologique  de  France: 
Bulletin,  tom.  XXXII,  1907. 

Passan.  K.  Lyzeum: 

Jahresbericht  1907/08,  1908. 

Perth.  Western  Australia  Geological  Survey: 

Bulletin,  No.  27-30,  1907. 

St.  Petersburg.  Acadämie  Imperiale  des  sciences: 

—  —  Schedae  ad  Herbarium  Florae  Rossicae,  No.  VI,  1908. 
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St.  Petersburg.  Academie  Imperiale  des  sciences: 

Travaux  du  Mus^e  botanique,  tom.  IV,  1908. 

Travaux  du  Mus^e  g^ologique,  tom.  I,  livr.  1—6,  tom.  II,  livr.  1,  2, 

1907/08. 

Bulletin,  sär.  IV,    1908,    No.  1-18,    1908,   und    s^r.  V,   tom.  24, 

No.  4,  5,  tom.  26,  No.  3-5,  1906/07,  4^. 
Comptes  rendus  de  la  commisaion  sismique,  tom.  II,  livr.  3,  1907,  4°. 

—  -—  Memoire«,    a)   Classe    historico-philologique,    aar.  VIII,    vol.  VII, 

No.  8,  vol.  VIII,  No.  1  9,  vol.  IX,  No.  1,  1906/08,  4^•  b)  Classe 
physico-mathemat.,  s^r.  VIII,  vol.  17,  No.  7,  vol.  18,  No,  1  -  6, 
vol.  19,  No.  1-11,  vol.  20,  No.  1-11,  vol.  21,  No.  1,  2,  vol.  22, 
No.  1—10,  vol.  23,  No.  1,  1906/08,  4». 

Annuaire  du  Musäe  zoologique,    1907,  tom.  12,  No.  3,  4;    1908, 

tom.  13,  No.  1,  2,  3;  Beilage  zu  tom.  12,  1907;  tom.  13,  Beilage: 
Bd.  1,  Lief.  1,  1907/08. 

Byzantina  Chronika,  Bd.  XII,  XIII,  Bd.  XIV,  Teil  1,  1906/08,  gr.  8^. 

Oeuvres  de  P.  L.  Tschebychef,  tom.  2,  1907,  4». 

Iswestija,  tom.  13,  No.  1,  2,  1908. 

—  Comit^  geologique: 

Bulletins,  No.  25,    1906,  No.  10;    26,   1907,  No.  1-10;    27,   1908, 

No.  1—3;  1906/08. 
Mämoires,  N.  Sär.,  livr.  22,  I,  II,  28,  30,   32,  36,   37,   38,  41,  42, 

1907  08,  40. 
Explorations  g^ologiques  dana  les  r^gions  auriferes  de  la  Sib^rie, 

Region  aurifere  de  l'Amour,  livr.  7,  8,  1907  08. 
Explorations  gMogiques  dans  les  regions  auriferes  de  la  Sibärie, 

Carte  geologique  de  la  r^ion  aurifere  de  la  L^na,    Discription 

des  feuilles  IV,  1,  2,  1907. 
Explorations  g^ologiques  dans  les  regions  auriferes  de  la  Siberie, 

Carte  geologique  de  la  r^gion  aurifdre  d^Jeniss^i,  Discription  de 

la  feuille  I,  8,  9,  1908. 

—  Section  geologique  du  cabinet  de  Sa  Majestd: 
Travaux,  vol.  VIII,  livr.  1,  1908. 

—  Kais.  Botanischer  Garten: 

Acta  horti  Petropolitani,   vol.  27,  fasc.  2,  vol.  28,  fasc.  1,  vol.  29, 

fesc.  1,  1908,  40. 

—  Kais.  Russische  Archäologische  Gesellschaft: 

Sapiski,  orientalische  Abteilung,  tom.  XVII,  4,  XVIII,  1,  1907,  4®. 

Abteilung  für  russische  und  slavische  Archäologie,   tom.  VII,  2, 

1907,  40. 

—  Physikalisch-chemische   Gesellschaft    an    der   Kais.    Uni- 

versität: 

Schnmal,  tom.  40,  Heft  1-9,  1908. 

3* 
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St.  Petersburg.  Institut  des  Mines  de  Tlmperatrice  Catherine  IL 
Annales,  vol.  I,  No.  1. 

—  Sociätä  Imp.  des  Naturalistes: 

Travaux,  vol.  36,  livr.  3,  No.  1-4,  livr.  4,  vol.  38,  livr.  1,  1907. 

—  Observatoire  physique  central  Nicolas: 

Missions  scientifiques  pour  la  mesure  d*un   arc  de   m^ridian  an 

Spitzberg. 
Mission  Russe,  tom.  I,  Gäodesie,  3®  section  Aa,  tom.  II,  Physique 

terrestre,  IX^  section,  B,  1,  1907,  4<'. 

—  Histor.-philolog.  Fakultät  der  Kais.  Universität: 
Sapiski,  Bd.  85-  87,  1907. 

—  Kais.  Universität: 

Spisok  knig,    Katalog  der  in  der  Universitätsbibliothek    befind- 
lichen Bücher,  1904/06;  1907. 

Obosrenije  1907/08  und  1908/09;  1907/08. 

Ottschet  1907,  1908. 

Philadelphia.  Academy  of  natural  Sciences: 

—  -  Journal,  ser.  II,  vol.  13,  part  4,  1908,  fol. 

Proceedings,  vol.  59,  part  2,  3,   vol.  60,  part  1,  2,  1907/08. 

—  Botanical  Laboratory  of  the  University  of  Pennsylvania: 
Contributions,  vol.  III,  No.  1,  1907. 

—  Historical  Society  of  Pennsylvania: 

The  Pennsylvania  Magazine  of  History,  vol.  31,  No.  124,   vol.  32, 

No.  125—128,  1908. 

—  American  Philosophical  Society: 

Proceedings,   vol.  46,  No.  187,    vol.  47,  Nr.  188  und  189,    1907/08. 

Transactions,  N.  Ser.,  vol.  XXI,  4,  h,  1907/08,  4». 

Pisa.  Societä  Toscana  di  scienze  naturali: 

Atti,  Processi  verbali,  vol.  17,  No.  3—5,  1908. 

Atti,  Memorie,  vol.  23,  1907,  4«». 

—  Societä  Italiana  di  fisica: 

—  —  II  nuovo  Cimento,    ser.  V,  vol.  14,    Novembre  -  Dicembre  1907: 

vol.  15,   Gennaio  -  Giugno  1908;    vol.  16,    Luglio— Ottobre  1908; 
1907-08. 
Planen.  Altertumsverein: 

—  —  Mitteilungen,  19.  Jahresschrift,  1908/09  und  1  Beilage:  Übersicht 

über  erschienene  Schriften,  1908. 
Portici,  Laboratori  di  zoologia: 

Bollettino,  vol.  I,  U,  1907/08. 

Porto.  Academia  polytechnica: 

Annaes  scientificos,  vol.  III,  No.  1—3,  Coirabra  1908. 

Posen.  Historische  Gesellschaft^ 

Zeitschrift,  22.  Jahrg.,  I.  und  IT.  Halbband,  1907. 
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Posen.  Historische  Gesellschaft: 

ffistorische  Monatablätter,  Jahrg.  Vill,  1907,  No.  1—12,  1907. 

Sonder- Veröffentlichungen  4,  5,  1907/08. 

Potsdam.  Zentralbureau  der  internationalen  Erdmessung: 

—  —  Verhandlungen  der  XV.  allgemeinen  Konferenz  der  internationalen ' 

Erdmessung,  II.  Teil,  Berlin  1908,  4<>. 
Veröffentlichungen,  N.  F.  16,  Berlin  1908,  4<>. 

—  K.  Geodätisches  Institut: 

Veröffentlichung,  N.  F.  34,  37,  38,  1908,  4». 

—  Astrophysikalisches  Observatorium: 

Publikationen,  Bd.  XVllI,  3,  XIX,  2,  XX,  1,  1908,  4P, 

Prag.  Böhmische  Kaiser  Franz  Joseph-Akademie: 

Sbfrka  pramenu,  Skupina  II,   cislo  10,  1907. 

Pamätky  archaeologick^,    dil  XXII,   Roönfk  1906/08,  dfl  XXIII, 

sesit  1— 3,  fol. 
Vestnik,  Roönfk  16,  1907. 

—  —  Bulletin  international,  Classe  des  sciences  mathematiques,  annee  9, 

1906. 

Almanach,  Rofnfk  XVIII,  1908. 

Archiv  pro  Lexikographie,  öislo  7,  1907. 

Bibliografie  Öeskd  Historie,  dfl  IV,  svazek  1,  1907. 

Rozpravy,  Th'da  I,  eislo  37,  Th'da  II,  Rocnik  16,  1907. 

—  —  Katalog  (^eskjch  rukopisü  sepsal  J.  Trahlär,  1906. 
Pilosofickä  Bibliotheka,  Rada  I,  cfslo  1,  1907. 

—  —  Jos   Velenovsky,     Vseobecnä    Botanika    Srovnävaci    Morfologie, 

dfl.  I,  II,  1905/07,  40. 

—  —  B.  Nemec,  Anatomie  a  fisiologie  rostlin  Cast  proni,  1907. 

—  Landesarchiv  des  Königreichs  Böhmen: 

—  -  Archiv  Öesky,  dfl  24,  1908,  4». 

Die  Böhmischen  Landtags-Verhandlungen,  Bd.  I-X,  1877/1900.  40. 

—  Gesellschaft     zur     Förderung     deutscher    Wissenschaft, 

Kunst  und  Literatur: 

Rechenschaftsbericht  für  das  Jahr  1907,  1908. 

Bibliothek  deutscher  Schriftsteller  aus  Böhmen,  Bd.  20,  1908. 

—  —  Beiträge    zur    deutsch -böhmischen    Volkskunde,    Bd.  7,   8,   9,  1, 

1907/08. 

—  K.  Böhmische  Gesellschaft  der  Wissenschaften: 

-  -  Sitzungsberichte,  a)  Klasse  der  Philosophie,  Geschichte  und  Philo- 
logie 1904,  1906,  1907;  b)  raathematisch-natui-wissenschaftliche 
Klasse  1904,  1906,  1907. 

—  Jahresbericht  für  das  Jahr  1904  und  1907,  1905  und  1908. 
F.  Vejdovsk^,   Neue  Untersuchungen  über  die  Reifung  und   Be- 
fruchtung, 1907,  40. 
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Prag.  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenten: 
59.  Bericht  über  das  Jahr  1907,  1908. 

—  E.  Böhmisches  Museum: 
Bericht  für  das  Jahr  1907,  1908 

• Casopis,  Bd.  82,  No.  1-4,  1908. 

Pamätky,  Bd.  22,  Heft  7,  8,  1907,  40. 

—  K.  K.  Sternwarte: 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  im  Jahre  1907, 

Jahrg  68,  1908,  40. 

—  —  Jos.  Gg.  Böhm,  Die  Kunstuhren  auf  der  K.  K.  Sternwarte  in  Prag, 

1908,  40. 

—  Deutsche  Karl  Ferdinands-Üniversit&t: 

Die  feierliche  Inauguration  des  Rektors  für  das  Jahr  1907/08,  1907. 

—  -  Ordnung  der  Vorlesungen,  W.S.  1908/09,  1908. 

—  Verein  böhmischer  Mathematiker: 

Öasopis,  tom.  36,  No.  5,  tom.  37,  No.  1-5,  1907/08. 

Sbornik  Jednoty  Öeskyih  Mathematiku,  No.  10,  1906. 

~  Verein  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen: 

—  —  ürkundenbuch  der  Stadt  Krummau  in  Böhmen  von  V.  Schmidt 

und  A.  Pfcha,  Bd.  I,  1908,  4^.     , 

—  —  ürkundenbuch  der  Stadt  Aussig  von  Vf.  Hieke  und  A.  Hor6i&ka, 

1896,  40. 

—  —  ürkundenbuch   der   Stadt   Budweis   in    Böhmen    von   K.  Eöpl, 

Bd.  l,  1901,  4P. 

—  -   Mitteilungen,  Jahrg.  46,  No.  1-4,  1907. 
Pnsa  (Bengal).  Agricultural  Research  Institute: 

—  —  Memoirs  of  the  Department  of  Agriculture  in  India,  1908. 

—  —  Memoirs  (Chemical  Series),  vol.  1,  No.  6. 

—  —  Memoirs  (Botanical  Series),  vol.  II,  No.  S~5. 

—  —  Memoirs  (Entomological  Series),   vol.  I,  No.  6;    vol.  II,   No.  1  —  6, 

part  m,  Calcutta  1907,  49. 

Qnaracchi  (Florenz).  Redaktion: 

—  —  Archivum  Franciscanum  historicum,  anno  I,  fasc.  4,  1908. 

Regensbnrg.  Historischer  Verein: 
Verhandlungen,  Bd.  59,  Jahrg.  1907;  1908. 

—  Naturwissenschaftlicher  Verein: 

—  -   Berichte,  Heft  4,  1906/06;  1908. 
Riga.  Naturforscher-Verein: 

Arbeiten,  N.  F.,  Heft  11,  1908. 

Rio  de  Janeiro.  Bibliotheque  nationale: 

—  —  Commissäo  Central  de  Bibliographie  Brazileira,  anno  I,  fasc.  1, 1895. 
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Bio  de  Janeiro.  Museu  nacional: 
Archivos,  vol.  13,  1906,  4^. 

—  ~  Observatorio: 

—  —  Annuario,  anno  24,   1908. 

Boletim  mensal,  Janeiro  -  Junho  1907;  1907/08,  4^. 

Rom.  Reale  Accademia  dei  Lincei: 

—  —  Annuario,  1908. 

—  —  Atti,  ser.  V,  Notizie  degli  scavi  di  antichitä,  vol.  IV,  fasc.  7—12, 

vol.  V,  fasc.  1-8,  1907/08,  4^. 

—  —  Atti,  ser.  V,  Rendiconti,  Classe  di  scienze  fisiche,  vol.  17,  fasc.  1  —  12, 

semestre  1,  fasc.  1-12,  semestre  2,  1908,  4®. 

—  "—  Rendiconti,  Classe  di  scienze  morali,   ser.  V,   vol.  16,  fasc.  6— 12, 

vol.  17,  fasc.  1—6,  1907/08. 

Memorie,    Classe   di  scienze  fisiche,   ser.  V,    vol.  6,   fasc.  13—17, 

1908,  40. 

—  —  Atti,  Rendiconto  deir  adunanza  solenne  del  7  Giugno  1908,  vol.  2, 

1908,  40. 

—  —  Biblioteca,  Sezione  academica  Elenco,  1908. 

—  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei. 
Atti,  anno  61,  1907/08,  Sessione  1  -7,  1908,  40. 

—  Kais.  Deutsches  Archäologisches  Institut: 

Mitteilungen,  Bd.  XXII,  No.  3,  4,  XXIII,  No.  1,  1907/08. 

Jahresbericht  für  1907,  Berlin  1908. 

—  Biblioteca  Apostolica  Vaticana: 
Studi  e  Testi  17  und  19,  1908,  gr.  8^. 

—  R.  Comitato  geologico  d'Italia: 

Bollettino,  anno  1907,  No.  3,  4,  anno  1908,  No.  1,  2. 

—  R.  üfficio  geologico: 

—  ---  Carta  geologica  delle  Alpi  occidentali,  1908,  gr.  fol. 

—  R.  üfficio  centrale  meteorologico  italiano: 
Annali,  ser.  II,  vol.  XVII,  parte  3,  1895;  1907,  fol. 

—  Societä  italiana  delle  scienze: 

—  —  Memorie,  ser.  III,  tom.  15,  1908,  4". 

—  Societä  italiana  per  il  Progresso  delle  Scienze: 

—  -  Atti,  Riunione  la,  Parma  1907;  1908,  49. 

—  R.  Societä,  Romana  di  storia  patria: 

—  -  Ai-chivio,  tom.  30,  fasc.  3,  4,  1907,  tom.  31,  fasc.  1,  2,  1908. 

—  üniversitä  (Facoltä  di  Scienze): 

—  -    Onoranze  al  Prof.  Alfonso  Sella,  1908,  49. 
Rostock.  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4®  und  S^. 

Ronen.  Acad^mie  des  sciences: 

—  —  Präcia  analytique  des  travaux,  annee  1906/07;  1908. 
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Bovereto.  R.  Accademia  di  scienze  degli  Agiati: 
Atti,  ser.  III,  vol.  XIII,  fasc.  3,  4,  vol.  XIV,  fasc.  1,  2,  1907/08. 

Saargemttnd.  Gymnasium  mit  Realabteilung: 

87.  Jahresbericht  1907/08,  1908,  4^. 

Saigon.  £cole  fran9aise  d*Extrgme-Orient: 

Bulletin,  tom.  VII,  No.  1,  2,  Hanoi  1907,  4^. 

Salatiga  (Java).  Allgemeen  Pro ef Station: 

Verslag  omtrent  den  staat,  1907;  1908. 

Salzburg.  Gesellschaft  für  Salzburger  Landeskunde: 

—  —  Mitteilungen,  48.  Vereinsjahr,  1908. 

—  E.  K.  Staatsgymnasium: 

Programm  für  das  Jahr  1907/08,  1908. 

St.  Gallen.  Naturwissenschaftliche  Gesellschaft: 

Jahrbuch  für  das  Jahr  1906,  1907. 

St.  Louis.  Academy  of  science: 

Transactions,  vol.  16,  No.  8,  9,  vol.  17,  No.  1,  2,  1907/08. 

—  Missouri  Botanical  Garden: 
18*1»  Report,  1907. 

San  Fernando.  Instituto  y  Observatorio  de  marina: 

Almanaque  nautico  para  el  ano  1909,  1907. 

Annales,  Secciön  2»,  Observaciones  Meteorolögicos,  Magneticos  y 

Sismicos  ano  1907,  1908,  fol. 
San  Francisco.  California  Academy  of  Sciences: 

Proceedings,  vol.  I,  pag.  1—6,  1907,  ser.  IV,  vol.  III,  pag.  1—40,  1908- 

Sab  Paulo.  Museo  Paulista: 

Catalogos  da  Fauna  Brazileira,  vol.  I,  1907. 

Notas  Preliminares,  vol.  I,  fasc.  1,  1907. 

Revista,  vol.  7,  1907. 

Sarajevo.  Bosnisch-Herzegovinische  Landesregierung: 

Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen  im  Jahre  1904 

und  1906,  1907,  4^. 
Sassari  (Sardinien).  Universität: 

Studi  Sassaresi,  anno  V,  Sezione  II,  fasc.  1,  2,  anno  VI,  Sezione  II,  i 

fasc.  1,  2,  1907/08. 
Schweinfurt.  K.  Realschule: 

Jahresbericht  1907/08,  1908. 

Schwerin.  Verein  für  mecklenburgische  Geschichte: 

—  —  Jahrbücher  und  Jahresberichte,  Jahrg.  73,  1908. 
Shanghai.  Nord-China  Brauch  of  the  R.  Asiatic  Society: 

Journal,  vol.  39,  1908.  , 

Siena.  R.  Accademia  dei  fisiocritici: 
Atti,  ser.  IV,  vol.  19,  No.  7—10,  vol.  20,  No.  1—6,  1907/08. 
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Sofia.  Universität: 

Annuaire  U,  1905/06;  1906,  49, 

Spalato.  K.  E.  Archäologisches  Museum: 
Bullettino  di  Archeologia  e  storia  Dalmata,  anno  30,   1907  und 

Supplemente,  anno  1907,  No.  0—12,  1907. 
Stockholm.  E.  Akademie  der  Wissenschaften: 

Ärsbok  for  Ar  1908,  üppsala  und  Stockholm  1907. 

Astronomiska  Jakttagelser,  Bd.  8,  No.  7,  Bd.  9,  No.  1,  2,  üppsala 

und  Stockholm  1908,  4». 
Meteorologiska  Jakttagelser  i  Sverige,  vol  48  (=•  ser.  11,  34),  1905/06 

und  Bihang,  vol.  49  (=  ser.  II,  36),  1907  und  Bihang,  üppsala  und 

Stockholm  1906  und  1908,  4<^. 
Handlingar,   Bd.  42,  No.  10—12,  Bd.  43,  No.  1—6,  üppsala  und 

Stockholm  1907/08,  4«. 

Arkiv  for  Zoologi,  Bd.  IV,  Heft  1-4,  üppsala  und  Stockholm  1908. 

Arkiv  för  Eemi,  Bd.  III,  Heft  1,  2,  üppsala  und  Stockholm  1908. 

Arkiv  för  Botanik,  Bd.  Vll,  Heft  1—4,  üppsala  und  Stockholm  1908. 

Arkiv  för  Matematik,  Bd.  IV,  Heft  1  —4,  üppsala  und  Stockholm 

1908. 
C.  F.  0.  Nordstedt,  Index  Desmidiacearum,  Supplementum,  Bero- 

lini  1908,  40. 
Meddelanden  fr&n  E.  Vetensk  akademiens  Nobelinstitut,  Bd.  I, 

No.  8—11,  üppsala  und  Stockholm  1907/08. 

—  E.  öffentliche  Bibliothek: 

Sveriges  offen tliga  Bibliothek,  Stockholm— üppsala— Lund— Göte- 
borg, Accessions-Eatalog  20,  1905;  21,  1906;  1906/08. 

—  Geologiska  Förening: 

Förhandlingar,  Bd.  29,  No.  6,  Bd.  30,  No.  1—6,  1907/08. 

—  Nordiska  Museet: 

Fataburen,  1907,  Heft  1—4,  1907/08. 

Strassbnrg.  Eais.  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4<>  und  8^. 

Stuttgart.  E.  Landesbibliothek: 

Heyd-Schön,  Bibliothek  der  württembergischen  Geschichte,  Bd.  IV, 

Heft  1,  1908. 

—  Württembergische  Eommission  für  Landesgeschichte: 

—  —  Vierteljahreshefte  für  Landesgeschichte,  N.  F.,  Jahrg.  17,  Heft  1-4, 

1908. 

—  E.  Württembergisches  Statistisches  Landesamt: 

Württembergische   Jahrbücher   für   Statistik   und    Landeskunde, 

Jahrg.  1907,  Heft  1,  2,  1907/08,  49. 
Statistisches  Handbuch  für  das  Eönigreich  Württemberg,  Jahrg. 

1906/07,  1908,  40. 
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Sydney.  Department  of  Mines  and  Agriculture  of  New-South- 

Wales: 

Annual  Report  for  1907,  1908,  2<>. 

K.  F.   Pittmann,    Problems   of    the   Artesian  Water   Supply   of 

Australia,  1908. 

—  Geological  Survey  of  New-South-Wales: 
—■  —  Mineral  Ressources,  No.  12,  1908. 

Memoirs,  Palaentology,  No.  10,  No.  IS  (part  2),  1907/08,  49. 

—  Royal  Society  of  New-South-Wales: 

Journal  and  Proceedings,  vol.  37-41,  (1903/07),  1904/08. 

—  —  Abstract  of  Proceedings,  1903:  July,  August,  October—December; 

1904:  May. 

—  Linnean  Society  of  New-South-Wales: 
Proceedings,  1907,  part  4,  1908,  part  1—3,  190Ö. 

Teddington.  National  Physical  Laboratory: 

Report  for  the  year  1907,  1908,  4fi. 

Thom.  Coppernicus- Verein  für  Wissenschaft  und  Kunst: 

Mitteilungen,  Heft  15,  1907. 

Tokyo.  College  of  Agriculture: 

Bulletin,  vol.  VII,  No.  6,  1908. 

—  Earthquake  Investigation  Oommittee: 

Bulletin,  No.  22  A,  22  C,  vol.  II,  No.  1,  2,  1908,  49. 

—  Deutsche  Gesellschaft  für  Natur-  und  Völkerkunde   Ost- 

asiens: 
Mitteilungen,  Bd.  XI,  1-3,  1908. 

—  Kais.  Universität: 
Calendar  1907/08. 

The  Journal   of  the  College   of  Science,    vol.  21,  article  8,    12, 

vol.  23,  article  2-14,  vol.  24,  vol.  25,  article  1     19,  1907/08. 

—  —  Mitteilungen  aus  der  medizinischen  Fakultät,  Bd.  VII,  No.  3,  4, 

1907/08,  40. 

The  Bulletin  of  the  College  of  Agriculture,  vol.  VII,  No.  5,  1908. 

Toronto.  Canadian  Institute: 

Transactions,  vol.  VIII,  part  2,  1908. 

TouloüBe.  üniversite. 

—  —  Bulletin  populaire  de  la  pisciculture,  N.  Ser.,  No.  1,  2,  1908. 
Annales  du  Midi,   annöe  19,  No.  75,   76,    ann^e  20,   No.  77—78, 

1907/08. 

Annales  delafacult^  des  sciences,  s^r.  II,  tom.  9,  10,   1907/08,  4®. 

Bibliotheque  meridionale,  sär.  II,  tom.  12,  1908. 

Trient.  Biblioteca  e  Museo  comunale: 
Archivio  Trentino,  anno  22,  fasc.  4,  1907,  anno  23,  fasc.  I,  11. 
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Troppau.  Kaiser  Franz  Joseph-Museum  für  Kunst  und  Gewerbe: 

—  —  Zeitschrift  für  Geschichte   und  Kulturgeschichte    österreichisch 

Schlesiens,  Bd.  2,  Heft  4,  Bd.  3,  Heft  1-4,  1906^06. 

Jahresbericht  für  das  Jahr  1907,  1908. 

Trondhjem.  Yidenskabers  Selskab: 

Skrifter  1907,  1908. 

Tübingen.  Universität: 

Ernst  V.  Koken,  Rede,  1908,  4^. 

Turin.  R.  Accademia  delle  scienze: 

—  —  Osservazioni  meteorologiche,  anno  1907,  1908. 
Atti,  vol.  43,  disp.  1-16,  1908. 

Memorie,  ser.  II,  tom.  58,  1908,  4<>. 

Upsala.  Humanist.ika  Vetenskaps  Samfundet: 
ürkunder  tili  Stockholms  historia  I,  Heft  3,  1903. 

—  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften: 

Bibliographia  Linnaeana  par  J.  M.  Hulth,  pars  I,  fasc.  1,  1907. 

—  Meteorologisches  Observatorium  der  Universität: 
BuDetin  mensuel,  vol.  39,  1907;  1907,  fol. 

—  K.  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4«  und  8^. 

—  Arbeten  utgifna  med  understöd.  of  Wilh.  Ekmans   Universitetafond 

Uppsala,  6,  1908. 

—  —  Bref  och  skrifvelser  af  och  tili  C.  v.  Linne  udg.  af  Upsala  üni- 

versitet,  afd.  I,  del  2,  Stockholm  1908. 

—  Redaktion  der  Zeitschrift  „Eranos": 
Eranos,  vol.  VIII,  fasc.  1,  2,  Göteborg  1908. 

Utreoht.  Historisch  Genootschap: 

Bijdragen  en  Mededeelingen,  deel  XXIX,  Amsterdam  1908. 

Werken,  ser.  HI,  No.  13,  Amsterdam  1908. 

—  Provincial  ütrechtsch  Genootschap: 

—  —  Aanteekeningen,  2.  Juni  1908. 
Verslag,  3.  Juni  1908. 

—  Institut  Royal  Met^orologique  des  Pays-Bas: 
Annuaire,  1906,  A  und  B,  1907,  4^. 

—  —  Publication  No.  104,    Geogr.  und  Meteorolog.  Waamemingen  in 

dem  Ind.  Oceaan,  Sept.-Nov.  1856/1904,  Tabellen  und  Kaarten, 
fol. 

Maandl,  Overzicht  der  Weersgesteldheid  in  Nederland,  Jahrg.  5, 

Mai -November  1908. 

—  Observatoire  astronomique: 

Recherches  astronomiques  III,  1908,  4®. 
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Utrecht.  Physiologisches  Laboratorium  der  Hoogeschool: 
Onderzoekingen,  Reeks  V,  9,  1908. 

—  Sociöte  Provinciale  des  Arts  et  des  Sciences: 

—  —  Comptes  rendus  des  seances  du  IV«  Congres  International  d'filectro- 

logie  etc.,  Amsterdam  1908. 

Venedig.  Ateneo  Veneto: 

Atti,  anno  29,  1906,  vol.  I,  fasc.  1—3,  vol.  II,  fesc.  1—3;  anno  30, 

1907,  vol.  I,  fasc.  1—3,   vol.  II,  fasc.  1—3;    anno  81,   1908,   vol.  I, 
fasc.  1;  1906/08. 

—  R.  Istituto  Veneto  di  scienze: 

Atti,    vol.  66,   No.  1—10,    vol.  66,    No.  1—10,    vol.  67,    No.  1—5, 

1905/08. 
Memorie,   vol.  XXVII,  Nr.  6—10,   Titel  und  Inhalt,   vol.  XXVUI, 

No.  1,  1906/07,  fol. 

Elenco  dei  membri  e  soci,  anno  1907/08,  1907. 

Concorsi  a  preraio,  tom.  67,  parte  1,  1908. 

—  —  Osservazioni    meteorologiche    e   geodinamiche    neir    anno    1906, 

1907,  40. 

Verona.  Accademia  di  Scienze: 
Atti  e  Memorie,  ser.  IV,  vol.  7  und  Appendice,  1907. 

—  Museo  civico: 

Madonna  Verona,  Bolletino,  anno  11  (1908),  fasc.  1,  1908. 

Warsohan.  Literarische  Gesellschaft: 

Sitzungsberichte,  Jahrg.  1,  Heft  1—3,  1908. 

Washington.  Bureau  of  American  Ethnology: 

Bulletin,  No.  33,  35,  1907. 

—  Nautical  Almanac  Office: 

Astronomical  Papers,  vol.  VIII,  part  8,  1906,  4^. 

—  Commissioner  of  Education: 

Report  for  the  yar  ending  June  30,  1906,   vol.  1,  1907;    1905/06, 

vol.  2,  1908. 

—  ü.  S.  Departement  of  Agriculture: 
Yearbook  1907,  1908. 

—  Smithsonian  Institution: 

W.  H.  Sterzer,  Glaciers  of  the  Canadian  Rockies,  1907,  4®. 

—  —  Resolutions  in  Appreciation  of  Morris  Ketchum  Jesup,  New- York 

1908,  fol. 

Smithsonian    Contributions    to    knowledge,   part   of  vol.  XXXV: 

Hubert  Lymar  Clark,  The  apodons  Holothurians,  1907,  4®. 
Miscellaneous  Collections,  vol.  60,  No.  1772. 
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Washington.  ^.  S.  National-Museum: 

Contributions  to  the  U.  S.  National  Herbarium,  vol.  10,  No.  6—8, 

vol.  12,  part  1—4,  1906/08. 

Proceedings,  vol.  33,  1908. 

Bulletin,  No.  61,  1908. 

Report  for  the  year  1906/07,  1907. 

—  Carnegie  Institution: 

List  of  Publications,  October  1908. 

— •  ü.  S.  Naval  Obaervatory: 

Synopsis  of  the  Report  for  the  1906/07,  1908. 

—  Aatrophysical  Observatory: 
Annais,  vol.  2,  1908,  fol. 

—  Philosophical  Society: 

Bulletin,  vol.  XV,  pag.  57—101,  1907. 

—  ü.  S.  Coast  and  Geodetic  Survey  Office: 
Report  of  the  Superintendent  1906/07,  1907,  4». 

List  and  Catalogue  of  the   Publications  1816/1902,  Supplement 

1903/08;  1908,  40. 

—  ü.  S.  Geological  Survey: 

Bulletins,  No.  309,  316,  319,  321,  322,  326—329,   334-339,  340, 

342-346,  348,  350,  1907/08. 

Monographs,  vol.  49,  1907,  4®. 

28**>  Annual  Report  1907. 

Professional  Paper,  No.  56  und  62,  1907,  4<>. 

Mineral  Resources,  1906;  1907. 

Water-Supply  Paper,  No.  207,  209,  210—218,  1907/08. 

—  American  Association  of  Genito-Ürinary  Surgeons: 
Transactions,  vol.  2,  1907,  New-York  1907. 

Weihenstephan.  E.  Akademie  für  Landwirtschaft  und  Brauerei: 

Bericht  1907/08,  Freising  1908. 

Weimar.  Großherzogliche  Bibliothek: 

Zuwachs  in  den  Jahren  1905/07,  1908. 

Wernigerode.  Harzverein  für  Geschichte: 

Zeitschrift,  Jahrg.  41,  Heft  1,  1908. 

Wien.  Kais.  Akademie  der  Wissenschaften: 

Sitzungsberichte,     mathem.-naturwissenschaftL     Klasse,     Abt.  I, 

Bd.  116,  Heft  7-10,  Bd.  117,  Heft  1-4;  Abt.  IIa,  Bd.  116,  Heft 
7  10,  Bd.  117,  Heft  1-6;  Abt.  Hb,  Bd.  116,  Heft  7-10,  Bd.  117, 
Heft  1-6;  Abt.  III,  Bd.  116,  Heft  7-10,  Bd.  117,  Heft  1-5. 

—  —  Denkschriften,  mathem.-naturwissenschaftl.  Klasse,  Bd.  79,  Halb- 

band 1,  1908. 

Anzeiger  der  mathem.-naturwissenschaftl.  Klasse,  1908,  No.  I  bis 

XXVII. 
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Wien.  Kais.  Akademie  der  Wissenschaften: 

—  —  Archiv  für  österreichische  Geschichte,  Bd.  98,  Heft  1,  1908. 
Almanach,  Jahrg.  1907. 

Mitteilungen  der  prähistorischen  Kommission,  Bd.  II,  No.  1, 1908,  4^ 

—  K.  K.  Geologische  Reichsanstalt: 

Verhandlungen,  1907,  No.  11     18;  1908,  No.  1—14:  4P. 

Abhandlungen,  Bd.  XVI,  Heft  2,  1907,  foU 

Geologische    Karte    der    Österreichisch-ungarischen    Monarchie, 

6  Blatt  und  Lief.  8  mit  Erläuterungsheft,  1907/08,  fol.  und  4<>. 

Jahrbuch,  Jahrg.  1907,   Bd.  57,  Heft  4;  Jahrg.  1908,  Bd.  68,  Heft 

1-3;  1907/08,  40 

—  K.  K.   Zentralanstalt  für  Meteorologie  und  Geodynamik: 
Jahrbücher,  Jahrg.  1906,  N.  F.,  Bd.  43  und  Anhang,  1908,  4». 

—  —  Allgeraeiner  Bericht  und   Chronik  der  im  Jahre  1906  und  1906 

in  Österreich  beobachteten  Erdbeben,  No.  III,  1907/08. 

—  österreichische  Kommission  für  internationale  Erdmes- 

sung: 
Verhandlungen  (Protokolle  1906/07),  1907. 

—  K.  K.  Gesellschaft  der  Ärzte: 

Wiener  klinische  Wochenschrift,  1908,  Nr.  1—63,  4<>. 

—  Zoologisch-botanische  Gesellschaft: 

Verhandlungen,  Bd.  57,  Heft  10,  Bd.  58,  Heft  1-7.  1908. 

Abhandlungen,  Bd.  4,  Heft  4,  Jena  1908. 

—  K.  K.  Naturhistorisches  Hofmuseum: 

Annalen,  Bd.  XXI,  No.  3,  4,  Bd.  XXIL  No.  1,  1906/07. 

-    V.  Kuffnersche  Sternwarte: 

Publikationen,  Bd.  VI,  Teil  5,  1908,  4» 

Die  Theorie  der  Drehung  der  Erde  von  L.  de  Ball,  1908,  4®. 

—  K.  K.  Universität: 

Sechs  akademische  Schriften,  1907/09;  1908. 

—  Verein  zur  Verbreitung  naturwissenschaftlicher  Kennt- 

nisse: 

Schriften,   Bd.  48,   Jahrg.  1907/08   (mit   Beilage:    Programm   der 

populären  Vorträge),  1908. 
Wiesbaden.  Verein  für  Nassauische  Altertumskunde: 

Annalen,  37.  Bd.,  1907;  1908,  4». 

Mitteilungen,  Jahrg.  1907/08,  No.  1—4,  1908. 

—  Nassauischer  Verein  für  Naturkunde: 
Jahrbücher,  Jahrg.  61,  1908. 

Wolfenbttttel.  G es chichts verein: 

Jahrbuch,  6.  Jahrg.,  1907. 

Wttrzbnrg.  Physikalisch-medizinische  Gesellschaft: 

Verhandlungen,  N.  F.,  Bd.  39,  No.  3-7,  Bd.  40,  No.  1,  1908. 
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Würzburg.  Physikalisch-medizinische  Gesellschaft: 
Sitzungsberichte,  1907,  No.  3  -  7,  1907. 

—  Historischer  Verein  von  ünterfranken: 
Archiv,  Bd.  49,  1907. 

Jahresbericht  für  1906,  1907. 

—  K.  Altes  Gymnasium: 
Jahresbericht  1907/08. 

—  —  Nikolaus  Spiegel,  Die  Grundlagen  der  Vaganten poesie,  1908. 

—  K.  Neues  Gymnasium: 

—  -  Jahresbericht  1907/08. 

—  —  Programm:    Entstehung  und  Entwicklung  der  Literaturgattung 

des  Symposion,  I.  Teil,  von  Friedrich  Ullrich,  1908. 

Zürich.  Schweizerische  Meteorologische  Zentralanstalt: 

—  —  Annalen  1906,  48.  Jahrg.,  1907,  4». 

—  AUgem.  geschichtsforschende  Gesellschaft  der   Schweiz: 
Jahrbuch  für  Schweizerische  Geschichte,  Bd.  33,  1908. 

Quellen  zur  Schweizer  Geschichte,  N.  F.,  Abt.  1,  Bd.  1,  Basel  1908. 

—  Antiquarische  Gesellschaft: 

Mitteilungen,  Bd.  26,  Heft  6,  19  8,  4^. 

—  Naturforschende  Gesellschaft: 

Neujahrsblatt  auf  das  Jahr  1908;  1908,  4». 

Vierteljahrsschrift,  Jahrg.  52,  Heft  3,  4,  1908. 

—  Schweizerische  Geologische  Kommission: 

—  —  Beiträge  zur  Geologie  der  Schweiz,  5  geologische  Karten. 

—  —  Beiträge  zur  Geologischen  Karte  der  Schweiz,  N.  F.,  Lief.  15,  21 

und  22  (des  ganzen  Werkes  Lief.  45,  51  und  52),  Bern  1907/08,  4». 

—  —  Geologische  Karte  der  Schweiz  No.  5  und  6  =  Erläuterungen  zur 

Spezialkarte  43  und  48,  1907  08. 

—  Schweizerisches  Landesmuseum: 

—  —  Anzeiger  für  Schweizerische  Altertumskunde,  N.  F.,  Bd.  IX,  Heft  4, 

Bd.  X,  Heft  1,  2  und  Beilage  1908,  Heft  1,  1908,  40. 
16.  Jahresbericht  1907,  1908. 

—  Sternwarte: 

—  —  Astronomische  Mitteilungen,  No.  99,  1908. 

—  Universität: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1907/08  in  4<>  und  8^ 

Zweibrücken.  K.  Humanist.  Gymnasium: 

Jahresbericht  1907/08. 

Programm:  Geschichtliche  Streitfragen  II  von  P.  Huber,  1908. 
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Einseiidimgeii  von  Privatpersonen. 

0.  Aichel  in  Santiago,  Chile: 

Eine  neue  Hypothese  über  Ursachen  und  Wesen   bösartiger   Ge- 
schwülste, 1908. 
Dem.  Aiginetes  in  Athen: 

T6  KXifia  T^?  'EXXddog, 
M.  Pozo  Arenas  in  Santiago,  Chile: 

El  Credo  o  sea  principio  y  fin  del  mundo,  1907. 
Verlag  von  Joh.  Ambr.  Barth  in  Leipzig: 

Journal  für  praktische  Chemie,  N. F.,  Bd.  78,  Heft  12,  Bd. 79,Heft  1-23. 

Beiblätter  zu  den  Annalen  der  Physik,  1907,  No.24;  1908,  No.  1—23. 
C.  Beckenhaupt  in  Altenstadt-Weißenburg  i.  E.: 

Aufruf  an  die  Mitglieder  der  Gesellschaft  deutscher  Naturforscher 

und  Ärzte,  Straßburg  1907. 
Karl  Bezold  in  Heidelberg: 

Zeitschrift  für  Assyriologie  und  verwandte  Gebiete,  Bd.  17,  Heft  4, 

Bd.  18  -20,  Bd.  21,  Heft  1-4,  Bd.  22,  Heft  1—3,  Straßburg  1907/Ö8. 
H.  Böhlaus  Nachf.  in  Weimar: 

Zeitschrift  der  Savigny-Stiftung  für  Rechtsgeschichte,  Bd.  29  der 

Romanischen  und  Germanischen  Abteilung,  1908. 
H.  Bosmans  in  Brüssel: 

Joanis  Verneri  De  Triangulis    Sphaericis  Libri  Quatuor,    S.,  Bru- 

xelles  1908. 
Renward  Brandstetter  in  Luzern: 

Mata-Hari  oder  Wanderungen  eines  indonesischen  Sprachforschers 

durch  die  drei  Reiche  der  Natur,  1908. 
Isidoro  Cabanyes  in  Madrid: 

Polisecciön  grdfica  del  d^ngulo,  1908. 
J.  Choquet  in  Paris: 

£tude  comparative  des  dents  humaines,  1908. 
Th.  Curtius  in  Heidelberg: 

Geschichte  des  Chemischen  Universitatslaboratoriums  zu    Heidel- 
berg, 1908,  fol. 
Adolf  Drescher  in  Mainz: 

Der  Aufbau  des  Atoms  und  das  Leben,  Gießen  1908. 
C.  Duisberg  in  Elberfeld: 

Gedächtnisfeier  für  Prof.  Dr.  Hans  Prhr.  v.  Pechmann. 
Hermann  Ebert  in  München: 

Der  Freiballon  im  elektrischen  Felde  der  Erde  von  H.  Ebert  und 

C.  W.  Lutz  (Separatabdruck  aus  , Beitrage  zur  Physik  der  freien 

Atmosphäre",  Bd.  II,  6),  Straßburg  1908. 
Francesco  di  Silvestri-Falconieri  in  Rom: 

Poesie,  1908. 
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G.  Fischer,  Verlagsbuchhandlung  in  Jena: 

Naturwissenschaftliche  Wochenschrift,  1908,  No.  1—52. 
Hermann  Fischer  in  Tübingen: 

Schwäbisches  Wörterbuch,  Lief.  21—24,  1908,  4P, 
Robert  Forrer  in  Straßburg  i.  E.: 

Keltische  Numismatik  der  Rhein-  und  Donaulande,  1908. 
Grove  Karl  Gilbert  in  Washington: 

21  Schriften  geologischen  Inhalts,  1876/99. 

Transportation  of  Detritus  by  Yuba  River,  1906. 

Spencer  on  the  Falls  of  Niagara,  1908. 
Lieutenant  Governor  in  Bengal: 

Pag  Sam  Jon  Zang,  part  1,  History  of  the  Rise  of  Buddhism  in  India 

by  Sumpa  Khan-Po  Ye9e  Pal  Jor.  Ed.  by  Sarat  Chandra  Das,  Cal- 

cutta  1908. 
J.  Guareschi  in  Cumiano-Torino: 

Nuove   Notizie   storiche   sulla    vita  e  sulle    opere   di  Macedonio 

Melloni,  1908,  40. 
Dr   Alexander  Gutbier  in  Erlangen: 

Zur  Erinnerung  an  Henri  Moissan,  1908. 

E.  Haeckel  in  Jena: 

Unsere  Ahnenreihe,  Festschrift,  1906,  fol. 
August  Heisenberg  in  Würzburg: 

Grabeskirche     und    Apostelkirche,     zwei    Basiliken    Konstantins, 
Teil  I  und  II,  Leipzig  1908,  4^, 

F.  R.  Helmert  in  Potsdam: 

Trigonometrische  Höhenmessung  und  Refraktionskoefßzienten  in 

der  Nähe  des  Meeresspiegels,  Berlin  1908. 
M.  Th.  Houtsma  &  A.  Schade  in  Utrecht: 

Enzyklopädie  des  Islam,  Lief.  1—3,  Leiden  und  Leipzig  1908. 
Dr.  Ludwig  Jelinek  in  Zdolbunow: 

Kritische  Geschichte  der  modernen  Philosophie,  1908. 

Elementare  Metaphysik,  1908. 
Friedr.  M.  Kircheisen  in  Genf: 

Bibliographie  des  Napoleonischen  Zeitalters,    Bd.  1,    Berlin  1908. 

G.  Fred  Kromphardt  in  New-Tork: 

Die  Welt  als  Widerspruch,  1907. 
Karl  Krumbacher  in  München: 

Byzantinische   Zeitschrift,  Bd,  17,    Heft  1 — 4   und  Generalregister 

zu  Bd.  1—12,  Leipzig  1908. 
J.  V.  Kuli  in  München: 

Bildnisse  von  fürstlichen  und  anderen  hervorragenden  Frauen  des 

18.  und  19.  Jahrhunderts  auf  Medaillen,  1908. 
F.  de  Laiglesia  in  Madrid: 

Estudios  histöricos  (1515—1555),  1908. 
1908.  Sitznngsb.  d.  infttb.-p}ty(>.  Kl.  ^ 
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Henry  Charles  Lea  in  Philadelphia: 

The  Inquisition  in  the  Spanish  Dependencies,  New -York  1908. 
James  Loeh  in  München: 

The  Loeb  Collection  of  Arretine  Pottery.  New -York  1908,  4®. 
Wilhelm  Ludowici  in  Jockgrim: 

ümengräber  römischer  Töpfer  in  Rheinzabern  und  11  Folge  dort 

gefundener  Stempelnamen   und  Stempelbilder,  Manchen  1908,  4®. 
Albert  Mayr  in  München: 

Die  Insel  Malta  im  Altertum,  1909. 
H.W.  Middendorp  in  Groningen: 

Le  Bacille  de  Koch  est  une  bacterie  innocente,  Paris  1908. 
Ernesto  Monaci  in  Rom: 

Archivo  paleografico,  fasc.  24—28,  Roma  1906/08,  fol. 
Gabriel  Monod  in  Versailles: 

Revue  historique,  33«  annee,  tom.  97,  No.  I,  II,  tom.  96,  vol.  supple- 

mentaire,  33«  annöe,  tom.  98,  No.  I,  II,  tom.  99,  No.  1,  II,  Paris  1908. 
A.  Mordwilko  in  St.  Petersburg: 

Origine  des  hötes  intermMiaires  chez  lesparasites  desanimaux,  1908- 
Gilbert  Norwood  in  Manchester: 

The  Riddle  of  the  ßacchae  of  Euripides,    1908. 
Eugen  Oberhummer  in  Wien: 

Der  Stadtplan,  Berlin  1907. 

Wien,  1908. 

Vorträge    des    Vereins    zur    Verbreitung    naturwissenschaftlicher 

Kenntnisse,   Jahrg.  48,  Heft  17 :    Die  Polarforschiing,   Wien   1908. 
Heinrich  Ostermair  in  Ingolstadt: 

Die  Ostermair  I,  1908. 
H.  Rosenbusch  in  Heidelberg: 

Mikroskopische  Physiographie,  Bd.  2,  Stuttgart  1908. 
C.  Sauvageau  in  Bordeaux: 

Le  Professeur  David  Carazzi  de  Tüniversite  de  Padoue,  s.a.  et  1. 

Les  Huitres  de  Marennes  et  la  Diatomee  bleue,  1908. 
J.  M.  Schaeberle  in  Ann  Arbor,  Mich.: 

The  effective  Surface-Tempei-ature  of  the  Sun  and  the  absolute 

Temperature  of  Space,  1907. 

The  probable  Origin  and  physical  Structure  of  our  Sidereal  and 

Solar  Systems,  1907,  49. 

The  Barth  as  a  Heat-radiating  Planet,  1008. 

The  Infallibility   of  Newtons  Law  of  Radiation   at  known  tem- 

peratures,  1908. 

Geological  Climates,  1908. 

An  Explanation  of  the  Cause  of  the  Eastward  Circulation  of  our 

atmosphere,  1906. 

On  the  Origin  and  Age  of  the  Sedimentary  Rocks,  1908,  4**. 
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T.  J.  J.  See  in  Mare  Island,  California: 

The  new  Tbeory  of  Earthquakes,  1907. 

Further  Researches  on  the  Physics  of  the  Barth,  Washington  1908. 
Siemens-Schuckert-Werke  in  Berlin: 

Nachrichten,  No.  U,  1908,  fol. 
Wilhelm  von  Staden  in  Stade: 

Ein  Gang  durch  das  Museum  zu  Stade,  1908. 

B,  6.  Teubner  in  Leipzig: 

Thesaurus  linguae  Latinae,  vol.  III,  fasc.  3,   vol.  IV,   fasc.  4  und  5, 

1908,  4». 

Enzyklopördie    der    mathematischen  Wissenschaften,    Bd.  IV,  1, 1, 

Heft  4,  Bd.  IV,  2,  I,  Heft  4,  Bd.  VI,  2,  Heft  2,  Bd.  VI,  1,  B,  Heft  1. 

In    französischer    Ausgabe   tom.  I,   vol.  1,  fasc.  3,   tom.  I,    vol.  3, 

fasc.  1,  tom.  I,  vol.  4,  fasc.  2,  Paris  und  Leipzig  1908. 

Archiv    der  Mathematik  und    Physik,  Bd.  13,  Heft  1-4,    Bd.  14, 

Heft  l  und  2,  Bd.  15,  Heft  4,  Leipzig  und  Berlin  1908. 

B.  G.  Teubners  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  etc.,  1908. 

C.  G.  Thieme  in  Dresden: 

Numismatischer  Verkehr,  Jahrg.  46,  1908,  No.  3. 
Thomas  Tommasina  in  Genf: 

Sur  l'action  exclusive    des  forces  Maxwell -Bartoli  dans  la  gravi- 

tation  universelle,  Geneve  1908. 

Physique  de  la  gravitation  universelle,  Geneve  1908. 
J.  Waltzing  in  Lüttich: 

Bibliographie  des  Travaux    de   M.  G.  Kurth,   1863  —  1908,    Liege 

und  Paris  1908. 
Aug.  Weiler  in  Karlsruhe: 

Die  Störung   des   elliptischen    Elementes,    eine    Funktion    zweier 

Variabelen  II,  1908,  i^. 
Florian  Wengenmayr  in  Berg: 

Wandern  und  Stillstehn,  Studien,  Kempten  1887. 
E.  Wilhelm  in  Jena: 

Spiegel,  Memorial  Volume,  Bombay  1908,  4^. 
L.  Woitsch  in  Peking: 

Zum  Pekinger  Suhna,  Teil  I.  1908. 

Aus  den  Gedichten,  Po-Chü-i's,  1908,  49. 

Einige  Hsieh-Hou-Yü,  19  8. 
Spyr.  Zavrtzianos  in  Korfu: 

üegi  vttffifiaTogy  1909. 
S.  G.  Zervos  in  Athen: 

MagxeXXov  Stdrixov  Jtegi  a(pvyf4(bv,   1907. 
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